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  چکيده
نامه ابتدا آناليز موجک را مورد بررسي قرار داده و خواص موجکهاي گوناگون،  در اين پايان

در ضمنِ مطالعه موجکها، به مفاهيم مهمي چون . ايم ها و توانمنديهاي آنها را مطالعه کردهضعف
ساز که ابزاري قوي در جهت  ريزه تبديل موجک پيوسته، تبديل موجک گسسته و نيز آناليز چند

  .ايم  طراحي و تحليل موجکهاست پرداخته

را از زاويه ) اي پاره(لات ديفرانسيل جزئي گروهها متمرکز گشته و معاد سپس به ارائه نتايجي از نيم
  .ايم   گروهها بررسي کرده ديد نيم

در فصلي نسبتاً مفصل به ارائه روشهاي کلاسيک حل معادلات ديفرانسيل جزئي پرداخته شده که 
نيکلسون اشاره کرد که از روشهاي معمول حل معادلات -توان به روش کرانک از آنجمله مي

  .ين مهندسين استديفرانسيل جزيي در ب

در پايان با ارئه روش عددي جديدي براي حل معادلات ديفرانسيل جزئي با استفاده از موجکها، 
را با استفاده از نظريه  PDEدر اين روش ابتدا . دهيم توانمندي آنها را در کابردهاي عددي نشان می

ال حاصل را گسسته کرده و گروهها به يک معادله انتگرال تبديل کرده و آنگاه معادله انتگر نيم
سپس با تصوير کردن عملگرهاي ديفرانسيلي پديد آمده بر روي فضاي موجکي به ارائه روشي 

در پايان با ارائه چند مثال عددي کارايي روش بررسي . پردازيم تطبيقي براي حل معادله مي
  .شود مي
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  مقدمه
هاي رياضيات است که توأمان از سوي رياضيدانان محضي  معادلات ديفرانسيل جزئي يکي از زمينه

توان  رويکردهاي رياضياتي به اين مقوله را مي. و کاربردي مورد مطالعه جدي قرار گرفته است
اب نخست مطالعه پيرامون شرايط وجود و منحصربفردي جو. بندي کرد ذيل دو عنوان کلی تقسيم

بندي روشهاي عددي جهت  با اين تقسيم. است) در صورت وجود(و دوم جستجو به دنبال جواب 
اين معادلات از اين جهت که بسياري . حل اين گونه معادلات ذيل مطالعات نوع دوم جاي ميگيرد

هاي عالم هستي را توصيف و از اين رو راهي براي تعامل با محيط پيرامون را فراهم  از پديده
کاربرد اينگونه معادلات از فيزيک و شيمي گرفته . اي برخوردارند سازند از اهميت فوق العاده مي

هاي گوناگون از  تا زيست شناسي و علوم مهندسي گوناگون به حدي است که در بسياري از شاخه
بايست يک دوره درسي در اين زمينه را، مستقيم يا غير مستقيم،  علوم ياد شده، دانشجويان مي

  .ذرانندبگ

هاي موجود در جهان در قالب معادلات ديفرانسيل جزئي  همانطور که گفته شد بسياري از پديده
شوند و لذا حل اينگونه معادلات براي پي بردن به ماهيت پديده مورد نظر اجتناب  مدلسازي مي

از زماني که جوزف فوريه معادله حرارت را با روش معروف خود توسط توابع . ناپذير است
مثلثاتي حل کرد و انقلابي عظيم در آناليز خاصه در نظريه معادلات ديفرانسيل جزئي پديد آورد تا 
به امروز، روشهاي گوناگوني که گاه تفاوتي اندک در نظر اما اختلافي فاحش در عمل دارند 

روشهاي حل معادلات ديفرانسيل جزئي به طور کلي . جهت حل اينگونه معادلات ارائه شده است
روشهاي تحليلي که عمدتاً به . شوند بندي مي دو دسته روشهاي تحليلي و روشهاي عددي تقسيم به

اي از آن هستند شامل روش جداسازي  دنبال جواب دقيق معادله و در صورت امکان شکل بسته
هر يک از اين روشها . باشند می... متغيرها، روش بسط به توابع متعامد، روش تبديلات انتگرالي و 

توان همه اين روشها را در مورد همه معادلات بکار برد و بدتر  راي معايبي است و بطور کلي نميدا
اينکه گاه هيچيک از روشهاي تحليلي شناخته شده قادر به حل معادله مورد نظر نيست و اينجاست 

ت که روشهاي عددي براي يافتن تقريبي معقول از جواب که معمولاً نيز براي اهداف بعدي کفاي
گفتني است که روشهاي عددي امروزي، بقدري کارا هستند که در . شوند کند بکار گرفته مي مي
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کننده  شود اگرچه اين نفي صورت وجود جواب تحليلي نيز بر اينگونه جوابها ارجحيت داده مي
  .ارزش رياضياتي روشهاي تحليلي نيست

اي مبتني بر  ت ديفرانسيل پارهنامه بررسي روشي عددي جديدي در حل معادلا مقصود اين پايان
بايست پيش از ورود به بحث اصلي، آناليز موجک را به خوبي  لذا طبيعتاً مي. نظريه موجک است

اين مهم در فصل دوم انجام شده است اما پيش . بررسي و از پتانسيل هاي موجود در آن آگاه شويم
و آناليز فوريه که مورد نياز مطالعه از آن در فصل اول نتايجي از آناليز حقيقي، آناليز تابعي 

در فصل آناليز موجک به معرفي تبديلات موجکي پيوسته، . ايم موجکهاست را مختصراً آورده
در اين فصل سعي شده تا . ايم ساز پرداخته تبديلات موجکي گسسته و ساختار آناليز چندريزه

ياس و تابع موجک پيوسته و خواص گوناگون موجکها مانند داشتن محمل فشرده، داشتن تابع مق
بديهي است . ساز را مختصراً شرح دهيم همچنين طريقه استخراج يک موجک از آناليز چندريزه

اي هرچند مختصر از اين موضوعات مستلزم بحث نسبتاً مفصلي است، که اين خود دليل  که ارائه
  .طولاني بودن اين فصل است

هاي کاربردي  نظريه موجک جايگاهي ويژه  جنبه که در» الگوريتم هرمي«در فصل سوم به ارئه 
پردازيم و همچنين به تحليل عددي موجکها و چگونگي فائق آمدن بر برخي مشکلات  دارد مي

اي از تابع مقياس و تابع موجک در برخي موجکهاي  محاسباتي آنان، مثل نداشتن شکل بسته
  .ايم    متعامد، مانند موجک دوبشي و موجک کويفمن، همت گماشته

گروهها استفاده شده است  نامه، از نظريه نيم از آنجا که در روش جديد بررسي شده در اين پايان
در ابتدا قصد داشتيم تا اين نتايج . ايم   ي اين حوزه را آورده لذا برخي از نتايج مهم و مورد استفاده

نجا که بيم عدم انعکاس را ذيل عنوان بخشي به همين نام در فصل پيشنيازها گردآوريم اما از آ
رفت، بهتر آن ديديم که فصلي جدا به آن اختصاص  کامل نقش آنها در روش مورد مطالعه مي

  .دهيم
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فصل پنجم به مطالعه روشهاي کلاسيک حل معادلات ديفرانسيل جزئي پرداخته است و از اين 
فکرحاکم بر رهگذر فضايي جهت مقايسه روشهاي گوناگون حل معادلات از يک سو و مقايسه ت

  .ايم اين روشها و شيوه جديد مبتني بر موجک از سوي ديگر پديد آورده

گروهها  در فصل پاياني به ارائه روشي جديد در حل معادلات به کمک موجکها  بر پايه نظريه نيم
» اصل دوهامل«گروهها و به ويژه  در اين روش ابتدا معادله ديفرانسيل را به کمک نيم. پردازيم مي
ک معادله انتگرال تبديل کرده و سپس با تقريب عملگرها و توابع در پايه موجکي و ارائه فرم به ي

در خلال اين فصل از خواص موجکها به . آوريم ماتريسي از آنها يک جواب تقريبي بدست مي
ويژه گشتاورهاي صفر آنها به خوبي بهره برده و هوشمندي موجکها را در ارائه روشي تطبيقي 

 .دهيم اين فصل را با ارائه چند مثال عددي پايان مي. کنيم ينمايان م
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ر خطي كه در آناليز فوريه و نيز مفاهيمي از جبدر اين فصل به ارائه نتايجي از آناليز حقيقي و 
نياز خواننده را ر حد ممكن سعي ما بر اين است كه د. فصول بعدي مورد نياز مي باشند مي پردازيم

ها براي هر  نهاي رفع كنيم اما بديهي است كه داشتن آشنايي مقدماتي با اين زمي پايه مفاهيمبه 
اين فصل ابتدا به ذكر تعاريف و  ي در ادامه. به اين بحث ضروري است مند دانشجوي علاقه

و  ۳ ، ۲وريه كه مكرراً در فصولقضاياي آناليز ف ز حقيقي و تابعي پرداخته و سپس بهقضاياي آنالي
به  PDEsاز آنجا كه اكثر روشهاي عددي براي حل . مورد استفاده قرار مي گيرند مي پردازيم ۶

مورد نياز در فصول  جبرخطي د لازم ديديم تا مفاهيم پايه اي ندستگاه معادلات خطي منجر مي شو
  .مرا زير عنوان بخشي به همين نام در اين فصل مهيا كني ۶و ۵

  آناليز حقيقي و تابعي  ۱.۱
يك . برداري همراه با يك نُرم را فضاي خطي نرم دار گوييم فضاييك  ).فضاي باناخ( ۱.۱.۱تعريف

در حقيقت يك . مي ناميم» فضاي باناخ«فضاي نرم دار خطي را كه نسبت به نرمش كامل است 
 ].۳۰[ گراستشي همار خطي است كه در آن هر دنباله كُفضايي نرم د ،فضاي باناخ

همراه با نرم  [a,b]متشكل از همه توابع پيوسته روي  C([a,b])فضاي خطي  .۲.۱.۱مثال
 xff max ۳۰[ يك فضاي باناخ است.[ 

فضاي «يك را  <V,C>هر فضاي برداري با اسكالرهاي مختلط  ).فضاي ضرب داخلي( ۳.۱.۱تعريف
,گوييم اگر تابعي مانند) »١برتهيل پيش«يا به اصطلاح فضاي (» ضرب داخلي :V V C       

Vwvuوجود داشته باشد به طوريكه براي همه ,,  وCa داشته باشيم:  

۱ (Rvv  ,0و  ,  vv  0اين شرط كه با,  vv  0اگر و فقط اگرv.  

۲ ( wuvuwvu ,,,.  

۳ ( vuavau ,,.  

                                                
١  Pre-Hilbert  
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۴ ( uvvu   .كه خط افقي بيانگر عمل مزدوج مختلط است ,,

تابع  .,.  ].۳۰[ ناميده مي شود» ضرب داخلي«  

را با ) ۳(برخي منابع خاصيت   vuaavu   .زين مي كنندجايگ ,,

  از تعريف فوق ايجاب مي كند كه ) ۴(، )۳(، )۲(توجه كنيد كه خواص

           wubwuawbvau ,,,  

  و

           wubvuabwavu ,,,  

كه اين يعني    .است» مزدوج خطي«نسبت به مختصة اول خطي و نسبت به مختصة دوم  .,.

اه با ضرب داخلي تعريف شده براي همر C nفضاي برداري  .۴.۱.۱مثال nuuuu ,..., 21  و
 nvvvv ,..., 21 يك فضاي ضرب داخلي است ،به صورت زير. 

              



n

j
jj vuvu

1

,  

  :داريم <V,C>در فضاي ضرب داخلي  u ,vبراي همه  .)نامساوي شوارتز ( ۵.۱.۱قضيه

            vuvu  ,  

2 كه در آن
1

,  vvv )۳۰[رجوع کنيد به[(. 

  داريم  <V,C>در فضاي ضرب داخلي  u ,vبراي همه  ).نامساوي مثلثي( ۶.۱.۱قضيه

               vuvu   

)]۳۰[(.  
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RVتابع  Vبراي هر فضاي برداري  ).رمنُ( ۷.۱.۱تعريف :.  كه براي تمام راVvu ,  و همه
Ra  مي ناميم» نرم«در شرايط زير صدق مي كند.  

۱ (00  vوv  0اگر  تنهااگر وv.  

۲( | |av a v.   

۳(u v u v  .  

اما عكس آن . رم قابل تعريف استتا اينجا واضح است كه براي هر فضاي با ضرب داخلي، يك ن
صادق نيست به عنوان مثال فضاهاي كلاسيك باناخ، نرم دار هستند اما نرم آنها القا شده توسط يك 

  ضرب داخلي نيست در واقع داريم

  )فضاهاي ضرب داخلي( )فضاهاي برداري نرم دار(  )   فضاهاي برداري(

فرض كنيد  ).لنامساوي بِس( ۹.۱.۱ضيهق nvvv ,..., يكه  در فضاي ضرب  يك مجموعه متعامد 21
Vuآنگاه براي همه. باشد <V,C>داخلي   داريم  

               



n

j
jvuu

1

22 ,  

مفاهيم عميق ناليز حقيقي مي پردازيم كه بسياري از آاكنون به تعريف يك فضاي بسيار مهم در 
 ].۳۰[ آناليز حقيقي بر پايه آن استوار است

 ].۳۰[ برت استليك فضاي ضرب داخلي كامل، يك فضاي هي ).برتلفضاي هي( ۱۰.۱.۱تعريف 

nnلذا . كامل هستند C ,Rاز آنجا كه  .۱۱.۱.۱مثال RC همراه با (رت هستند بلي از فضاي هييمثالها ,
 ].۳۰[ )»اي طهنق«ضرب داخلي آشناي 

 مقدار تابع  وابتدا ضرب داخلي د. العبد مي پردازيم برت نامتناهيلاكنون به مطالعه فضاهاي هي
  .مختلط را به صورت زير تعريف مي كنيم

                 ., dxxgxfgf 
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حقيقي باشند آنگاه علامت مزدوج بلااثر مقدار  g , fبديهي است كه در تعريف فوق اگر توابع 
  .اهد بودخو

)2فضاي  )L R برت استلكه به شكل زير تعريف مي شود يك فضاي هي.  

             22 ( ) | ( )L R f f x dx



    

  .يافت] ۳۰[ برت را برآورده مي سازد را مي توان درلبررسي اينكه فضاي فوق ويژگيهاي فضاي هي

كه شامل همه دنباله هاي  هيلبرتفضاهاي نامه با مثال ديگري از  در برخي از جاهاي اين پايان
  نشان مي دهيم يعني 2lاز اعداد حقيقي است برخورد خواهيم كرد كه آنرا با »مربع مجموع پذير«

           








 


1

2
21

2 ,,|,...,
i

ii xNiRxxxRl  

نمادين آنرا با  آن را تعميم داد كه معمولاً به شكل Ziدر تعريف فوق مي توان با گرفتن 
)(2 Zl نمايش مي دهند.  

 Hhآنگاه براي همه. باشد Hبرت لاز فضاي هيي بسته فضايك زير Sفرض كنيد  .۱۲.۱.۱قضيه
h تجزيه منحصر بفردي به شكل s s    كهSs و s S   وجود داردکهS  متمم

}يعني  است Sمتعامد  | , 0 }S h H h s s S      ، ]۳۰.[ 

},,{اگر  .۱۳.۱.۱قضيه 21 rrR  برت لاي براي فضاي هي هيكّ پايه متعامدH   باشد وHh  آنگاه  

             





1

,
k

kk rrhh  

]۳۰[.  

فرض كنيد  . ۱۴.۱.۱قضيه ,..., 21 rrR  برت لاي براي فضاي هي پايه متعامد يكّهH  باشد و همچنين

 121 ,...,  kk rrrspanR  و نيزHh آنگاه ،thsh
kRs



inf  كهi

k

i
i rrht 





1

1
, .

  ].۳۰[ است h ده خويكّ تعامدم مجموع جزيي سري hاين بدان معني است كه بهترين تقريب براي 
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  .براي اثبات درستي برخي قسمت هاي الگوريتم گفته شده مورد نياز است ۳در فصل زيرقضيه 

يک ايزومورفيسم، تابعي يک به يک و پوشا بين دو فضاست که ساختار آن دو را  .۱۵.۱.۱تعريف
 .گويند ايزومورفدر اينصورت آن دو فضا را . حفظ مي کند

برت با پايه اي ليك فضاي هي Hفرض كنيد ). العبد هيقضيه اساسي فضاهاي برداري نامتنا( ۱۶.۱.۱قضيه
  .]۳۰[ايزومورف است L2با  Hآنگاه . يكه نامتناهي باشد متعامد

يك ميدان  Fكه ( <V,F>روي يك فضاي نرم دار خطي  T »خطي تابعك«يك  .۱۷.۱.۱تعريف
FVTبه فرم ينگاشت) است : ت به طوريكه براي همه اسكالرهاي اسFff 21 و همه  ,

Vvv 21   داريم ,

             22112211 vTfvTfvfvfT   

RMكرندار است اگر Tتابعك خطي   وجود داشته باشد  بطوريكه( )T v M v  براي همه
Vv.  

کنيم لذا تعريف اينگونه توابع را در زير  شيتزي برخورد مي با قضايايي پيرامون توابع ليپ ۴ در فصل
  .ايم آورده

است اگر ثابتي چون  0از مرتبه »شيتزي ليپ « وار به طور نقطه vدر نقطه  fتابع  .۱۸.۱.۱تعريف 
0Kيا لهو چندجمvP از درجه][m )[] وجود داشته باشد ) صحيح است ءنماد جز

   tبطوريکه براي همه 

 vtKtPtf v  )()(  

است اگر رابطه فوق براي همه 0شيتزي از مرتبه  به طور يکنواخت ليپ  f و نيز گوييم
 bav ,برقرار باشد.  

)اگر . )تبديل هيلبرت( ۱۹.۱.۱تعريف  )f t   بر روي خط حقيقيt     تعريف شده باشد
)آن، با نماد » تبديل هيلبرت«آنگاه  )fشود ، به صورت زير تعريف مي  
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  1 ( )( )
R

f tf dt
t x
  

  کند يعني رفتار مي» شيمقدار اصلي کُ«رال فوق به شکل يک انتگحقيقي و  xدر آن که 

                                      ( ) ( )lim
x

R x

f t f tdt dt
t x t x






 


 

 
    

    

  آيد از رابطه زير بدست مي »معکوس تبديل هيلبرت«

                                                       
1 ( )( )( )

R

f xf t dx
x t 
 .  

  آناليز فوريه  ۲.۱
به طور گسترده اي از مفاهيم و قضاياي آناليز فوريه استفاده مي كنيم  ۶و ۳از آنجا كه در فصول 

لذا لازم ديديم تا برخي از تعاريف و نتايج مهم و پركاربرد اين حوزه از رياضيات را مختصراً و 
ده را به رجوع به كتابهاي مرتبط با آناليز فوريه اميد است كه نياز خوانن. بدون اثبات قضايا بياوريم

  .مرتفع كنيم اما هر جا لازم باشد خواننده را به منابع اصلي جهت بررسي بيشتر ارجاع خواهيم داد

  .مي باشد شروع مي كنيم آن و معکوسبا قضيه زير كه بيانگر تبديل فوريه 

1)(ق به و متعل پيوستهبا مشتق اول يك تابع   fاگر   .۱.۲.۱قضيه RL  يعني 



dttf  باشد

  آنگاه

)۱.۳(               



 


 defxf xiˆ

2
1  

كه در آن  f̂ ،» تبديل فوريهf«، به صورت زير داده شده است.  

                .
2
1ˆ dtetff ti





 


  

را كه معمولاً براي ) ۱.۳(صورت گسسته   llLf ,1   در نظر مي گيرند بصورت زير مي
  .باشد
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                .ˆ x
l

in

n
n efxf





  

  عبارت است از nf̂که در آن 

  .
2
1ˆ dtetf
l

f
l

l

t
l

in

n 





  

)گفتني است در برخي منابع تبديل فوريه را با نماد  )f که ما نيز  يا ساير نمادها نشان مي دهند
    .کنيم هاً جهت سهولت از آن استفاده ميگا

عكوس آن را در قضيه برخي از خواص اساسي تبديل فوريه و م بي آنكه وارد جزئيات اثبات شويم
  .ايم زير گردآورده

 tبراي (  f(t)=0توابعي مشتق پذير تعريف شده روي خط حقيقي با  fو  gفرض كنيد   .۲.۲.۱قضيه 
  ].۱۳[ خواص زير برقرارند. شندبا )بزرگ

 cيعني براي هر ثابت . هاي خطي مي باشندتبديل فوريه و معكوس آن، عملگر) ۱

    ( ) ( ) ( ) , ( ) ( )f g f g cf c f         

      1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) , ( ) ( )f g f g cf c f             

  .به صورت زير داده شده مي شود ntبا   fتبديل فوريه حاصلضرب ) ۲

             ( ) ( ) ( )( )
n

n n
n

dt f t i f
d

 


   

  :به صورت زير داده شده است nبا   fمعكوس تبديل فوريه حاصلضرب ) ۳

           1 1( ) ( ) ( ) ( )( )
n

n n
n

df t i f t
dt

      

  .م به صورت زير داده مي شوداnُتبديل فوريه مشتق ) ۴

           ( ) ( ) ( ) ( )( )n nf i f   �  


