


ارشد) کارشناسͬ (پایان�نامه

عنوان:

باناخ جبرهای ضعیف ,φ)−میانگین�پذیری ψ) و φ−میانگین�پذیری

دانشجو:

قمری ناصر

راهنما: استاد

ناصری صابر دکتر

مشاور: استاد

قهرمانͬ هوگر دکتر

١٣٩١



...ଘم৤قدৎ
඼ෙय़باৣم، భما و ৮در
ऒواଽزادهସ୍م، و ଽواऒ
೺ख़مد و یاໆر ऒوলم وୀا୓భی

گ࢙م. ඣ໑ฬد



قدردانͬ و تشͺر

و نکرده درک را او ذات ژرف�اندیش افکار که خدایی است. هستͬ بی�همتای خالق که را بزرگ خدای ثنای و مدح

خدایی نیست. هرگز عالم�تر او از و است مطلق عالم که خدایی رسید. نخواهد او به علوم دریای غواصان دست

نماید. استفاده احسن نحو به نعمت این از تا نهاد انسان وجود در را علم تحصیل نعمت و انسان�هاست خالق که

زندگͬ، لحظات تمام در همیشه که خدایی فرمود. را علم عنایتتحصیل لطفو حقیر بنده این به که شاکرم را خدا

التیام�بخش بی�کسͬ�هایم، همدم قلبم، آرام�بخش دردهایم، مرهم که خدایی است. بوده من ͬͽهمیش یاور و یار

است. من دعاهای کننده اجابت و دیده�ام روزگار از که زخم�هایی

از شده سپری سالهای این طول در من غمخوار و یار همیشه که مادرم و پدر از ابتدا در مͬ�دانم لازم پایان در

نهایت کشیده�اند تحصیل سالهای این در حقیر بنده�ی این حق در که بی�شائبه�ی زحمات خاطر به و بودند عمرم

دکتر آقایان مشاور، و راهنما ارجمند و گرامͬ اساتید مفید مشاوره�های و راهنمایی�ها از دارم. را قدردانͬ و تشͺر

همدلͬ و همیاری هم�چنین نژاد، زندی خانم گروه محترم کارشناس زحمات و قهرمانͬ، هوگر و ناصری صابر

پرندین، مسلم الیاسͬ، رامین باپیری، ادریس علیزاده، حمید باباخانͬ، عنایت الیاسͬ، ناصر آقایان عزیز، دوستان

حیدری، جمیل مردوخͬ، ناصح مرادی، اسماعیل مرادی، نعمت امین�پور، آزاد محمودی، کامران داریوشمیرزایی،

آرزوی برای�شان و مͬ�کنم سپاس�گذاری و تشͺر دوستان سایر و قاسمͬ وحید محمدپناه، حسینͬ،علͬ سیدمحسن

مͬ�نمایم. زندگͬ صحنه�های تمام در موفقیت



چͺیده

ویژگͬ�های مفهوم، این با معادل شرایط و کرده معرفͬ را باناخ جبرهای φ−میانگین�پذیری مفهوم نامه پایان این در

را ضعیف n−میانگین�پذیری و ضعیف میانگین�پذیری مفهوم ادامه در مͬ�کنیم. بیان را آن خواص بعضͬ و مورثͬ

,φ)−میانگین�پذیری ψ) میانگین�پذیریضعیفبنام از تعمیمͬ مفهوم، دو این گرفتن نظر در با پایان در و کرده بررسͬ

مͬ�دهیم. قرار مطالعه مورد را باناخ جبرهای ضعیف

,φ)−میانگین�پذیریضعیف، ψ) φ−میانگین�پذیری، پذیریضعیف، میانگین میانگین�پذیری، کلماتکلیدی:

باناخ. جبرهای
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پیشͽفتار

١٩٧٢ سال در جانسون توسط بار اولین برای مفهوم این دارد. باناخ جبرهای در مهمͬ جایͽاه میانگین�پذیری مفهوم

G میانگین�پذیری با که بود G فشرده موضعا گروه ͷی از L١(G) روی خاصیتͬ یافتن جانسون هدف شد. بیان

فصل در داد. تعمیم باناخ جبرهای تمام به آنرا و نامید میانگین�پذیری آنرا خاصیت، این یافتن از پس باشد. معادل

میانگین�پذیری مفهوم مͬ�دهیم. ارائه را میانگین�پذیری مهم نتایج برخͬ مقدماتͬ، قضایای تعاریفو بیان از پس اول

است میانگین�پذیر N جمعͬ گروه نیم مثال برای نبود. برقرار همواره گروهها نیم برای شد، ارائه جانسون توسط که

نمͬ�باشد[٣٠]. میانگین�پذیر L١(N) اما

گسسته گروه نیم مفهوم این ͷکم به مثال برای کرد. معرفͬ را میانگین�پذیریچپ مفهوم لائو مشͺل، این رفع برای

میانگین�پذیر L١(N) خاص حالت در باشد. چپ میانگین�پذیر l١(S) اگر وتنها اگر است چپ میانگین�پذیر S

است. چپ

در که دادند تعمیم باناخ جبرهای φ−میانگین�پذیری به را چپ میانگین�پذیری مفهوم کانیوس و پیم لائو، ادامه در

مͬ�پردازیم. آن به دوم فصل

میانگین�پذیریضعیف مفهوم پرداخت. میانگین�پذیریضعیفخواهیم نام به دیͽری مفهوم بررسͬ به سوم فصل در

همان در سپس و جابجایی باناخ جبرهای برای ١٩٨٧ سال در دیلز و کورتیس بید، توسط بار اولین باناخ جبرهای

در باناخ جبرهای ضعیف میانگین�پذیری مساله ادامه شد.در مطرح دلخواه باناخ جبرهای برای جانسون توسط سال

توسط بار اولین برای ضعیف n−میانگین�پذیری مفهوم ١٩٩٨ سال در و شد ارائه لوی و لائو توسط ١٩٩۶ سال

شد. بیان ͹گرونب و قهرمانͬ دیلز،

,φ)−میانگین�پذیری ψ) مفهوم میانگین�پذیریضعیف، و φ−میانگین�پذیری مفهوم گرفتن نظر در با چهارم فصل در

مͬ�دهیم. قرار مطالعه مورد را ضعیف

چ



١ فصل

پیش�نیازها و مقدمات

مقدماتͬ تعاریف ١.١

برای بطوریͺه باشد . : A×A −→ Aضرب عمل با C روی برداری فضای ͷی A فرضکنید .١.١.١ تعریف

باشیم: داشته t ∈ C و a, b, c ∈ A هر

(ab)c = a(bc) .١

(a+ b)c = ac+ bc .٢

a(b+ c) = ab+ ac .٣

.t(ab) = (ta)c .۴

نامند. جبر ͷی ساده طور به یا مختلط جبر ͷی را Aاینصورت در

بطوریͺه است [0,∞) به X از x −→ ∥x∥ چون Xتابعͬ روی نرم ͷی .٢.١.١ تعریف

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ X هر ازای به .١

.∥tx∥ = |t| ∥x∥ ،t ∈ C و x ∈ X هر ازای به .٢

مجهز برداری فضای هر و مͬ�شود نامیده نرم ͷی x = 0 که باشد برقرار وقتͬ فقط ∥x∥ = 0 آن در که نرمͬ نیم

مͬ�شود. نامیده نرم�دار برداری فضای ͷی نرم، به

باشیم داشته a, b ∈ A هر برای و باشد دار نرم برداری، فضای ͷی بعنوان هرگاه است دار نرم A جبر

∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥.

١



دنباله هر یعنͬ باشد، کامل دار نرم فضای ͷی بعنوان هرگاه نامند باناخ١ جبر ͷی Aرا دار نرم جبر تعریف٣.١.١.

باشد. همͽرا آن در کوشͬ

نگاشت آنگاه باشد، C روی جبر ͷی A کنید فرض .۴.١.١ تعریف

∗ : A −→ A

a 7−→ a∗

باشیم: داشته t ∈ C و a, b ∈ A هر برای اگر گوییم برگشت ͷی را

(a+ b)∗ = a∗ + b∗ .١

(ta)∗ = ta∗ .٢

(a∗)∗ = a .٣

.(ab)∗ = b∗a∗ .۴

داشته a ∈ A هر برای بطوریͺه باشد بالا نگاشت به مجهز که است باناخͬ جبر باناخ، جبر −∗ ͷی از منظور

باشیم:

∥a∗∥ = ∥a∥.

باشیم: داشته a ∈ A هر برای هرگاه گوییم باناخ جبر −C∗ را باناخ جبر −∗

∥aa∗∥ = ∥a∥٢.

همراه C روی E خطͬ فضای چپ، یAͷ−مدول باشد. C میدان روی جبر ͷی A کنید فرض .۵.١.١ تعریف

دوخطͬ نگاشت با

A× E −→ E

(a, x) 7−→ a.x

بطوریͺه مͬ�باشد

a.(b.x) = (ab).x (a, b ∈ A , x ∈ E).

دوخطͬ نگاشت با همراه C روی E خطͬ فضای راست، A−مدول همچنین

A× E −→ E

(a, x) 7−→ x.a

١Banach algebra

٢



بطوریͺه مͬ�باشد

(x.a).b = x.(ab) (a, b ∈ A , x ∈ E).

که باشد چپ A−مدول هم و راست A−مدول هم هرگاه است یAͷ−مدول ،E

a.(x.b) = (a.x).b (a, b ∈ A , x ∈ E).

تحت یAͷ−مدول C اینصورت در باشند. A روی خطͬ تابعک�های φ, ψ و جبر ͷیA فرضکنید .١.١ مثال

است زیر اعمال

a.z = φ(a)z , z.a = ψ(a)z (a ∈ A , z ∈ C).

اینصورت: در باشد باناخ جبر ͷی A کنید فرض .۶.١.١ تعریف

داشته K > 0 برای و باشد باناخ فضای ͷی A هرگاه گوییم باناخ چپ A−مدول ͷی را X چپ A−مدول

باشیم

∥ax∥ ≤ K∥a∥∥x∥ (a ∈ A , x ∈ X).

هرگاه گوییم باناخ A−دومدول را X باناخ فضای مͬ�شود. تعریف مشابه بطور نیز باناخ راست A−مدول

باشد. باناخ چپ و راست A−مدول

اگر مͬ�دهیم. ∗Xنشان با Xرا دوگان فضای آنگاه باشد، ͬͺتوپولوژی برداری فضای ͷیX اگر .٧.١.١ تعریف

مͬ�دهیم قرار ϕ ∈ X∗ هر برای آنگاه باشد، دار نرم فضای ͷیX

∥ϕ∥ = sup{| ϕ(x) |: ∥x∥ 6 ١} .

است. باناخ فضای ͷی فوق نرم با X∗

با باناخ راست یAͷ−مدول ،X∗ اینصورت در باشد. باناخ چپ XیAͷ−مدول فرضکنید .٨.١.١ تعریف

است زیر مدولͬ عمل

⟨x, f.a⟩ = ⟨a.x, f⟩ (a ∈ A , x ∈ X , f ∈ X∗).

عمل با باناخ چپ یAͷ−مدول X∗ اینصورت در باشد، باناخ راست یAͷ−مدول X هرگاه مشابه بطور

است زیر مدولͬ

⟨x, a.f⟩ = ⟨x.a, f⟩ (a ∈ A , x ∈ X , f ∈ X∗).

مدول ∗Xرا است. فوق مدولͬ اعمال با باناخ ∗XیAͷ−دومدول باشد، باناخ XیAͷ−دومدول هرگاه

Xگویند. دوگان

است. f ∈ A∗ , a, b ∈ A هر برای زیر مدولͬ اعمال با باناخ یAͷ−مدول A∗ خاص حالت در

⟨b, f.a⟩ = ⟨ab, f⟩ , ⟨b, a.f⟩ = ⟨ba, f⟩.

٣



است کرده تعریف زیر Aبصورت باناخ جبر دوم دوگان ،A∗∗ روی ضرب نوع Aدو باناخ جبر برای آرنز١[١]

مͬ�شود تعریف زیر بصورت و مͬ�دهیم نشان � نماد با که اول آرنز الف)ضرب .٩.١.١ تعریف

� : A∗∗ × A∗∗ −→ A∗∗

(φ, ψ) 7−→ φ�ψ

m,nداریم ∈ A∗∗ و f ∈ A∗ ،a, b ∈ A برای

⟨m�n, f⟩ = ⟨m,n.f⟩

⟨n.f, b⟩ = ⟨n, f.b⟩

⟨f.a, b⟩ = ⟨f, ab⟩ .

مͬ�دهیم. قرار mnرا ،m�n جای به جاها بیشتر در �نامه پایان این در است. باناخ جبر ͷی ضرب این با A∗∗

مͬ�شود تعریف زیر بصورت و مͬ�دهیم نشان ♢ نماد با که دوم آرنز ب)ضرب

♢ : A∗∗ × A∗∗ −→ A∗∗

(φ, ψ) 7−→ φ♢ψ

m,nداریم ∈ A∗∗ و f ∈ A∗ ،a, b ∈ A برای

⟨m♢n, f⟩ = ⟨m, f.n⟩

⟨f.n, b⟩ = ⟨n, b.f⟩

⟨a.f, b⟩ = ⟨f, ba⟩ .

است. باناخ جبر ͷی ضرب این با A∗∗

باشیم m,nداشته ∈ A∗∗ هر برای یعنͬ باشند، برابر هم با آرنز ودوم اول حاصلضرب�های اگر

m�n = m♢n

هستند. آرنز منظم همواره جبرها −C∗ مثال برای است. آرنز منظم A مͬ�گوییم آنگاه

١Arens

۴



اینصورت در باشند. شده mتعریف ≥ 0 برای X(٢m) روی A(٢m) مدولͬ اعمال کنید فرض .١٠.١.١ تعریف

برای آنگاه Ω ∈ A(٢m) و Θ ∈ X(٢m+k) اگر است. باناخ دومدول −A(٢m) ͷی X(٢m+k) ،k ≥ ١ برای

بود خواهند زیر بصورت مدولͬ اعمال ξ ∈ X(٢m+k−١)

⟨ξ,Ω.Θ⟩ = ⟨ξ.Ω,Θ⟩ ,

⟨ξ,Θ.Ω⟩ = ⟨Ω.ξ,Θ⟩ .

.Ω.Θ,Θ.Ω ∈ X(٢m+k) اینجا در که

تعریف زیر بصورت ξ ∈ A(٢m) برای FΦ,ΦF ∈ A(٢m+١) ،Φ ∈ X(٢m+١) و F ∈ X(٢m+١) برای اکنون

شوند مͬ

⟨ξ, FΦ⟩ = ⟨F,Φ.ξ⟩ ,

⟨ξ,ΦF ⟩ = ⟨F.ξ,Φ⟩ .

است. Y ∗∗ در y متعارف تصویر دهنده نشان ŷ ،y ∈ Y هر و Y باناخ جبر هر برای

اینصورت در باشد. باناخ XیAͷ−مدول و باناخ جبر ͷی A کنید فرض .١١.١.١ تعریف

باشیم: داشته a, b ∈ A هر برای هرگاه گوییم مشتق ͷی Dرا : A −→ X خطͬ تابع الف)

D(ab) = D(a).b+ a.D(b)

مͬ�دهیم. نمایش Z١(A,X) با را X به A از کراندار مشتق�های همه خانواده

داشته a ∈ A هر برای بطوریͺه باشد موجود x ∈ X عنصر هرگاه گوییم داخلͬ را D : A −→ X مشتق ب)

باشیم

D(a) = a.x− x.a .

Z١(A,X) از خطͬ زیر�فضای که مͬ�دهیم نمایش B١(A,X) با را X به A از داخلͬ مشتق�های همه خانواده

مͬ�باشد.

گویند. X در ضرایب با A کوهمولوژی١ گروه اولین را H١(A,X) =
Z١(A,X)

B١(A,X)
قسمتͬ خارج فضای ج)

با را Y Xبه از کراندار و خطͬ توابع همه فضای باشند. دار نرم فضای دو Y Xو کنید فرض .١٢.١.١ تعریف

نرم به موسوم نرم ͷی T −→ ∥T∥ نگاشت و است برداری فضای ͷی L(X,Y ) مͬ�دهیم. نمایش L(X, Y )

مͬ�شود: تعریف زیر بصورت ∥T∥ آن در که است L(X, Y ) روی عملͽر

∥T∥ = sup{∥Tx∥ : ∥x∥ = ١} .

١Cohomology

۵



ͷی gof : X −→ C که مͬ�شود دیده ساده�گͬ به آنگاه g ∈ Y ∗ اگر اینصورت در .f ∈ L(X,Y ) کنید فرض

f الحاقͬ نگاشت را f ∗(g) : gof ضابطه با f ∗ : Y ∗ −→ X∗ نگاشت است. X روی کراندار و خطͬ تابعک

مͬ�گویند.

داریم: اینصورت در .f ∈ L(X, Y ) کنید فرض .١.١.١ قضیه

(tf + g)∗ = tf∗ + g∗ داریم t ∈ C و g ∈ L(X,Y ) هر برای .١

f ∗∗|X = f .٢

∥f∗∥ = ∥f∥ .٣

(hof)∗ = f∗oh∗ داریم h ∈ L(Y, Z) هر و Z باناخ فضای هر برای .۴

شود. رجوع [۶] از ۴.١.۴ قضیه به اثبات.

اینصورت: در T ∈ L(X, Y ) کنید فرض .١٣.١.١ تعریف

چون ثابتͬ ازای به دیͽر بعبارتͬ باشد. کراندار T−١ و دوسویی T هرگاه مͬ�شود نامیده ایزومورفیسم T .١

باشیم داشته C > 0

∥ Tx ∥≥ C ∥ x ∥ .

باشیم داشته x ∈ X هر ازای به هرگاه است ایزومتری T .٢

∥ Tx ∥=∥ x ∥ .

اینصورت در باشد. دار نرم خطͬ فضای ͷی X کنید فرض .١۴.١.١ تعریف

پیوسته f ∈ X∗ هر آن تحت که Xاست روی توپولوژی کوچͺترین ،X روی ضعیف توپولوژی از منظور .١

مͬ�دهیم. نشان w با را توپولوژی این است.

هر برای آن در که مͬ�کنیم تعریف Φ(x) = x̂ ضابطه با x ∈ X برای را Φ : X −→ X∗∗ نگاشت .٢

توپولوژی کوچͺترین X∗ روی ضعیف∗ توپولوژی .x̂ : X∗ −→ C ; x̂(f) = f(x) داریم f ∈ X∗

مͬ�دهیم. نمایش w∗ با را توپولوژی این مͬ�سازد. پیوسته را Φ(X) خانواده که ∗Xاست روی

زیرا مͬ�کند، تعریف X روی متر ͷی ρ(x, y) = ∥x− y∥ تابع ،x, y ∈ X برای .٣

∥x− z∥ ≤ ∥x− y∥+ ∥y − z∥ ,

∥x− y∥ = ∥(−١)y − x∥ = ∥y − x∥.

مͬ�شود. نامیده X روی نرمͬ توپولوژی متر، این توسط شده تعریف توپولوژی

۶



(x ∈ نگاشتهای وسیله به که L(X,Y ) روی توپولوژی آن باشند. باناخ فضای دو Y و X کنید فرض .۴

مͬ�شود. نامیده L(X, Y ) روی قوی عملͽری توپولوژی مͬ�شود، (Xتولید T −→ Tx

باشد X بسته خطͬ فضای زیر ͷی Y و دار نرم برداری فضای ͷی X کنید فرض (هان�-باناخ١) .٢.١.١ قضیه

.∥f∥ = ∥g∥ و g = f |Y که دارد وجود f ∈ X∗ اینصورت در g ∈ X∗ و

شود. رجوع [۴٠] از ١۶.۵ قضیه به اثبات.

اینصورت: در باشد. دار نرم برداری فضای ͷی X کنید فرض .١.١.١ نتیجه

.∥f∥ = ١ و f(x0) = ∥x0∥ که است موجود f ∈ X∗ تابعک ،x0 ∈ X \ {0} برای .١

f(x0) ̸= 0 که است موجود f ∈ X∗ آنگاه ،x0 ∈ X \Y و Xباشد از سره بسته فضای زیر ͷی Y اگر .٢

.f |Y = 0 و

ͷی x −→ x̂ اینصورت در . مͬ�کنیم تعریف x̂(f) = f(x) با را x̂ : X∗ −→ C ،x ∈ X اگر .٣

∗∗Xاست. به X از خطͬ ایزومتری

بطوریͺه دارد وجود x ∈ X چون عضوی ϵ > 0 هر ازای به آنگاه ،f ∈ X∗ و F ∈ X∗∗ اگر .۴

F (f) = f(x) , ∥x∥ ≤ (١ + ϵ)∥F∥

.[٣٩] مرجع اثبات.

مͬ�دهیم. نمایش BX با را X دار نرم فضای بسته یͺه گوی

بسته واحد گوی اینصورت در باشد. دار نرم برداری فضای ͷی X کنید فرض (باناخ-آلاغلو٢) .٣.١.١ قضیه

است. ضعیف∗ فشرده X∗ در BX∗ = {f ∈ X∗ : ∥f∥ ≤ ١}

شود. رجوع [۵] از ٣.١۵ قضیه به اثبات.

ضعیف∗ BX∗∗ در BX اینصورت در باشد. دار نرم برداری فضای ͷیX فرضکنید (گلدشتاین٣) .١.١.١ لم

است. چͽال

شود. رجوع [۵] از ١۶.٢ قضیه به اثبات.

١Hahn-Banach
٢Banach-Alaoglu
٣Goldstine
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دارای (D,>) که طوری به باشد موجود > روی رابطه هرگاه گوییم دار جهت را D مجموعه .١۵.١.١ تعریف

باشد. زیر خاصیت�های

.α > γ آنگاه ،β > γ و α > β اگر ،α, β, γ ∈ D هر برای .١

.γ > β و ،γ > α که باشد موجود γ ∈ D ،α, β ∈ D هر برای .٢

است. دار جهت مجموعه ͷیD آن در که f : D −→ X مانند Xتابعͬ مجموعه در تور ͷی تعریف١.١.١۶.

نشان (xα) با ساده طور به یا (xα)α∈D با را f : D −→ X تور ،α ∈ D هر برای xα = f(α) فرض با

مͬ�دهیم.

مانند تابعͬ اگر است (xα)α∈D تور زیر ͷی (xβ)β∈E تور باشند. دار جهت مجموعه دو E Dو فرضکنید

بطوریͺه باشد موجود g : E −→ D

.α > γ آنگاه ،β > γ و α > β اگر ،α, β, γ ∈ D هر برای .١

،γ ∈ E هر برای که باشد موجود β ∈ E ،α ∈ D هر برای .yβ = xg(β) باشیم داشته ،β ∈ E هر برای .٢

.g(γ) > α باشیم داشته ،γ > β شرط با

که باشد موجود α0 ∈ D عنصر X در x0 از U ͬͽهمسای هر ازای به هرگاه همͽراست x0 به X در (xα) تور

.xα −→ x0 مͬ�نویسیم و .xα ∈ U ،α > α0 هر برای

اینصورت: در باشد A ⊆ X و خطͬ فضای ͷیX کنید فرض

.xα −→ x که باشد موجود A در xα تور ͷی اگر تنها و اگر x ∈ A .١

باشد. همͽرا زیرتور ͷی دارای ،A در تور هر اگر تنها و اگر است فشرده A .٢

اینصورت در باشد. دار نرم فضای ͷی X کنید فرض

.f(xα) −→ f(x) ،f ∈ X∗ هر برای اگر وتنها اگر است ضعیف همͽرای x ∈ X به X در xα تور .١

،x ∈ X هر برای اگر وتنها اگر است ضعیف∗ همͽرای f ∈ X∗ به X∗ در (fα) تور .٢

fα(x) −→ f(x).

که است موجود چنان (xα) ⊆ X کراندار تور گلدشتاین لم طبق اینصورت در .Φ ∈ X∗∗ کنید فرض

Φ = w∗ − lim
α
xα.

٨



داریم a ∈ A هر وبرای

a.Φ = w∗ − lim
α
a.xα ,

Φ.a = w∗ − lim
α
xα.a .

داد. X(n)نمایش بصورت و کرد تعریف را X دوگان مدول امین −n مͬ�توان استقرا از استفاده با

(ei) ⊆ X تور اینصورت در باشد. باناخ چپ XیAͷ−مدول و باناخ Aیͷجبر فرضکنید تعریف١٧.١.١.

باشیم داسته a ∈ A هر برای اگر گوییم Aچپ تقریبی همانͬ را

aei −→ a.

باشیم داسته a ∈ A هر برای اگر گوییم راست تقریبی همانͬ آنرا و

eia −→ a.

باشد. چپ و راست تقریبی همانͬ هرگاه گوییم تقریبی همانͬ را (ei)

مͬ�نامیم. کراندار تقریبی همانͬ را (ei) آنگاه (M ∈ R+) ∥ei∥ ≤M ،i ∈ I هر ازای به اگر

و باشد آن روی T توپولوژی با همراه گروه ͷی G کنید فرض .١٨.١.١ تعریف

باشد. پیوسته G −→ G از x −→ x−١ نگاشت .١

باشد. پیوسته G×G −→ G از (x, y) −→ xy نگاشت .٢

مͬ�نامند. ͬͺتوپولوژی گروه ͷی را G آنگاه

.٢.١ مثال

است. ͷتوپولوژی گروه ͷی باشد آن روی گسسته توپولوژی T و صحیح اعداد جمعͬ گروه Z که (Z, T ) .١

است. ͷتوپولوژی گروه ͷی R روی معمولͬ توپولوژی T و گروه عنوان به جمع عمل با R که (R, T ) .٢

است. ͷتوپولوژی گروه ͷی معمولͬ توپولوژی با همراه T = {z ∈ C : |z| = ١} .٣

پایه�ای آن توپولوژی برای هرگاه مͬ�شود نامیده محدب موضعا ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی .١٩.١.١ تعریف

باشد. شده تشͺیل محدب مجموعه�های از فقط که باشد داشته وجود

فرض نرم�هاست. نیم� حسب بر زیر تعریف محدب، توپولوژیͷموضعا برداری تعریففضای برای روش رایج�ترین

مͬ�دهیم قرار ،ϵ > 0 و a ∈ A ،x ∈ X اگر Xباشد. برداری فضای روی نرمها نیم از خانواده�ای {Pα}α∈A کنید

Uxαϵ = {y ∈ X : Pα(y − x) < ϵ}

اینصورت. در باشد Uxαϵ های مجموعه وسیله به شده تولید توپولوژی T کنید فرض و

٩



گوییم. محدب موضعا ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی را (X, T )

،α ∈ A هر ازای به اگر وتنها اگر xi −→ x آنگاه باشد، X در تور ͷی (xi)i∈I چنانچه

Pα(xi − x) −→ 0.

X در جبر −σ ͷی را X زیرمجموعه�های از A خانواده باشد. مجموعه ͷی X کنید فرض .٢٠.١.١ تعریف

باشد زیر ویژگͬ�های دارای A هرگاه گوییم

.X ∈ A .١

Xاست. به نسبت E متمم Ec آن در که ،Ec ∈ A آنگاه E ∈ A اگر .٢

.∪∞
n=١En ∈ A باشیم داشته A در {En} پذیر شمارش دسته هر برای .٣

مجموعه�های را A اعضای و است. A جبر −σ به مجهز X مجموعه (X,A) اندازه�پذیر فضای از منظور

Xگوییم. در اندازه�پذیر

در V باز مجموعه هر برای که باشد بͽونه�ای f : X → C تابع و باشد اندازه�پذیر فضای ͷی (X,A) هرگاه

نامیم. اندازه�پذیر را f اینصورت در f−١(V ) ∈ A باشیم داشته C

طوریͺه به است µ : A → [0,∞) مانند تابعͬ مثبت، اندازه ͷی (X,A) اندازه�پذیر فضای ͷی برای

.µ(∅) = 0 .١

.µ(∪∞
n=١En) =

∑∞
n=١ µ(En) باشیم داشته A از En مجزای دوبه�دو عناصر برای .٢

مͬ�نامیم. اندازه فضای ͷی را (X,µ) ساده طور به یا (X,A, µ) اینصورت در

.µ(X) <∞ هرگاه است متناهͬ اندازه ͷی µمثبت اندازه

شرط با X روی f اندازه�پذیر توابع همه خانواده ١ 6 p <∞ هر برای .٢١.١.١ تعریف

∥f∥p = (

∫
X

|f(x)|pdµ(x))
١
p <∞

مͬ�دهیم. نمایش Lp(X) با ساده طور به یا Lp(X,µ) با را

است. باناخ فضای ͷی فوق نرم و توابع نقطه�ای ضرب و جمع عمل با Lp(X)

١٠



زیر نرم با f : X → C توابع همه فضای

∥f∥p = (
∑
x∈X

|f(x)|p)
١
p <∞

آن در که مͬ�دهیم نمایش lp(X) با که است باناخ فضای ͷی

∑
x∈X

|f(x)|p = sup{
∑
x∈F

|f(x)|p : است ,Fمتناهͬ F ⊆ X}

.

بسته مجموعه�های تمام شامل σ−جبر کوچͺترین باشد. ͷتوپولوژی فضای ͷیX فرضکنید تعریف٢٢.١.١.

مͬ�نامیم. بورل١ جبر −σ آنرا و مͬ�دهیم نمایش B(X) با را X

باشد. شده تعریف B(X) روی اگر نامیم مͬ بورل را X روی µمثبت اندازه

هرگاه گوییم E ∈ B(X) روی بیرونͬ منظم را X روی µ بورل مثبت اندازه

µ(E) = inf{µ(V ) : V ⊇ E , است Vباز }

باشیم داشته هرگاه گوییم E ∈ B(X) روی درونͬ منظم را µ و

µ(E) = sup{µ(K) : K ⊆ E , است {Kفشرده

باشد. بیرونͬ منظم و درونͬ منظم هرگاه گوییم منظم E روی را µ

M(X) اینصورت در باشد. X روی منظم بورل اندازه�های تمام M(X)مجموعه کنید فرض .٢٣.١.١ تعریف

نرم و اسͺالر ضرب و برداری جمع با

∥µ∥ = |µ|(X) ( µ ∈M(X) ).

است. باناخ فضای ͷی

روی متناهͬ، مقدار فشرده مجموعه�های روی هرگاه مͬ�نامیم رادن٢ را X روی µ مثبت اندازه .٢۴.١.١ تعریف

باشد. درونͬ منظم باز مجموعه�های روی و بیرونͬ منظم بورل، مجموعه�های

١Borel
٢Radon
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هر ازای به هرگاه گوییم چپ(راست) هار را Gͷتوپولوژی گروه روی µ صفر غیر رادن اندازه .٢۵.١.١ تعریف

باشیم داشته E ⊆ G بورل مجموعه هر و x ∈ G

µ(xE) = µ(E) (µ(Ex) = µ(E))

باشد. راست و چپ هار هرگاه گوییم هار٣ اندازه آنرا و

داریم E بورل هر برای که است ͹لب اندازه همان (R,+) روی هار اندازه مثال برای

m(E + x) = m(E).

مختلط اعداد Cمیدان )A⊕C مجموعه باشد. همانͬ عضو بدون باناخ Aیͷجبر فرضکنید تعریف١.١.٢۶.

C روی ضربی خطͬ تابعک ١ ∈ C همانͬ عنصر تنها و مͬ�دهد تشͺیل باناخ جبر ͷی اقلیدسͬ نرم با که مͬ�باشد

و است (0, ١) همانͬ با باناخ جبر ͷی زیر ضرب با λ ∈ C و a ∈ A که (a, λ) مرتب زوج از متشͺل مͬ�باشد)

مͬ�دهند. نمایش A♯ نماد با و گویند A شده یͺدار آن به

(a١, λ١)(a٢, λ٢) = (a١a٢ + λ١a٢ + λ٢a١, λ١λ٢)

باشیم: داشته A از a, b هر برای اگر گوییم همومورفیسم ͷی را B جبر به A جبر از φ تابع .٢٧.١.١ تعریف

φ(ab) = φ(a)φ(b).

مͬ�شود. نامیده A از اندومورفیسم ͷی φ : A −→ A همومورفیسم هر

اپی�مورفیسم ͷی φ : A −→ B پوشا همومورفیسم و مونومورفیسم ͷی φ : A −→ Bͷی به ͷی همومورفیسم

مͬ�شود. نامیده

مͬ�شود. نامیده A روی مشخصه ͷی φ : A −→ C همومورفیسم

T ∈ L(E,F ) نگاشت باشند، چپ[راست] A−مدولهای ،E,F و جبر ͷی A کنید فرض .٢٨.١.١ تعریف

هرگاه است [راست] چپ مدولͬ −A همومورفیسم ͷی

T (a.x) = a.T (x) [T (x.a) = T (x).a] (a ∈ A , x ∈ E).

همومورفیسم ͷی E Aروی از نمایش ͷی باشد. خطͬ فضای ͷیE و جبر ͷیA فرضکنید تعریف٢٩.١.١.

مͬ�دهیم قرار و باشد چپ مدول −Aͷی E کنید فرض مͬ�باشد. ρ : A −→ L(E)

ρ(a)(x) = a.x (a ∈ A , x ∈ E).

است. E روی A از نمایش ͷی ρ آنگاه

٣Har

١٢



تعریف زیر بصورت L٢(G) روی G فشرده موضعا گروه از [L]R راست[چپ] منظم نمایش .٣٠.١.١ تعریف

مͬ�شود

R(g)f(h) = Rgf(h) = f(hg) [L(g)f(h) = Lgf(h) = f(g−١h)] (g, h ∈ G , f ∈ L٢(G)).

هرگاه است آفین f : V −→W نگاشت باشند. نرمدار فضای Wدو و V کنید فرض .٣١.١.١ تعریف

f(αx+ (١− α)x) = αf(x) + (١− α)f(x).

مͬ�دهند. (A)△نشان با را C به A از همومورفیسم�های همه مجموعه پایان�نامه این در

ͷی A کنید فرض �کنیم. بیان را میانگین�پذیری قضایای و تعاریف از بعضͬ است لازم اول، فصل شروع از قبل

باشیم داشته X باناخ مدول −A هر برای هرگاه است میانگین�پذیر A باشد. باناخ جبر

H١(A,X∗) = {0}.

باشد. Dداخلͬ : A −→ X∗ کراندار مشتق هر بعبارتͬ یا

زیر اعمال با A⊗̂A تصویری تانسوری حاصلضرب آنگاه باشد. باناخ جبر ͷی A کنید فرض .٣٢.١.١ تعریف

a.(b⊗ c) = ab⊗ c , (b⊗ c).a = b⊗ ca (a, b, c ∈ A).

است باناخ دومدول Aͷی

مͬ�کنیم تعریف زیر بصورت را π

πA : A⊗̂A −→ A , a⊗ b −→ ab (a, b ∈ A).

بطوریͺه است A⊗̂A در (mα) مانند کراندار تور ͷی A برای کراندار تقریبی قطر ͷی الف) .٣٣.١.١ تعریف

a.mα −mα.a −→ 0 , aπA(mα) −→ a (a ∈ A).

بطوریͺه است (A⊗̂A)∗∗ Mدر مانند عضو ͷی A برای واقعͬ قطر ͷی ب)

a.M = M.a , aπ∗∗
A (M) = a (a ∈ A).

ارزند: هم زیر گزاره�های آنگاه باشد. باناخ جبر ͷی A کنید فرض .۴.١.١ قضیه

است. میانگین�پذیر ،A .١

دارد. کراندار تقریبی قطر ͷی A .٢

دارد. واقعͬ قطر ͷی A .٣

١٣


