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احد دکتر آقای جناب بزرگوارم، راهنمای استاد ب�ͳدری΅ زحمات از م�ͳدانم خود وظیفه� آغاز در
به مجموعه این ایشان، دلسوزانه راهنمای�ͳهای بدون قطعاً که کنم ͳقدردان و تش΋ر صمیمانه ،ͳرحیم

م�ͳکنم. تش΋ر صمیمانه ͳمل عمر لیلا خانم سرکار راهنمای�ͳهای از همچنین نم�ͳرسید. انجام
ͳقاسم زینب
١٣٩٢ بهمن



چ΋یده
پایان�نامه این در ما هدف باشند. R-مدول ،L′ و L و ͳموضع نوتری ͳجابجای حلقه�ای R کنیم فرض
زیر نتای; مثال عنوان به است. TorRi (L,−) و ExtiR(L,−) تابعΎون�های ویژگ�ͳهای مورد در تحقیق

م�ͳدهیم: نشان را

است. نوتری R̂ روی ExtiR(L,L′) و ͳآرتین TorRi (L,L′) باشند، ͳآرتین L′ و L اگر .١

ماتلیس TorRi (L,L′) و ExtiR(L′, L) ،ExtiR(L,L′) باشد، ͳاس΋انع ماتلیس L′ و ͳآرتین L اگر .٢
هستند. ͳاس΋انع

کلماتکلیدی:
مدول ،ͳاس΋انع ماتلیس مدول دوگان، ماتلیس ،Tor و Ext تابعΎون�های نوتری، مدول ،ͳآرتین مدول

سازی کامل و مینͳ-ماکس
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پیشΎفتار

سال روتمن١در جوزف که م�ͳکنند ایفا همولوژی جبر در را ͳمهم بسیار نقش Tor و Ext تابعΎون�های

در وی م�ͳکند. ͳمعرف کامل طور به را تابعΎون دو این همولوژی جبر بر مقدمه�ای کتاب در ١٩٧٩

ͳقضیه�های روتمن م�ͳداند. همولوژی جبر یادگیری برای پایه�ای را Tor و Ext تابعΎون�های کتاب این

است. نموده اثبات و مطرح را Tor موضوع اصل و Ext موضوع اصل عنوان با

ͳمتناه طول با A⊗RA
′ آنΎاه باشند ͳآرتین ͳمدولهای-R ،A′ و A اگر که م�ͳدهد نشان [١١] در فیس٢

ͳمتناه طول HomR(A,N) آنΎاه باشد، نوتری یRΈ-مدول N اگر که ن΋ته این از مطلب این است.

نیز Tor و Ext تابعΎون�های برای فوق قضیه�ی آیا که است مطرح سوال این حال م�ͳشود. نتیجه دارد

تابعΎون�های درباره�ی بیشتری �های ͳبررس و مطالعات نیازمند سوال این به دادن ΁پاس است؟ برقرار

م�ͳباشد. Tor و Ext

است همولوژی و ͳجابجای جبر دوگان، ماتلیس سازی، کامل از ͳمطالب شامل پایان�نامه، این اول فصل

و ماکس ͳمین مدول�های تابدار، مدول�های دوم فصل در م�ͳکنیم. استفاده آنها از بعد فصول در که

پایان�نامه این ͳاصل قضیه�های اثبات در ͳمهم ͳنقش که م�ͳکنیم ͳمعرف را ͳاس΋انع ماتلیس مدول�های

دو این در م�ͳپردازیم. Tor و Ext تابعΎون�های خواص ͳبررس به چهارم و سوم �های فصل در دارد.

م�ͳکنیم. ثابت را زیر مهم قضایای فصل

R-مدول دو ،L′ و L کنید فرض همچنین باشد. i ≥ ۰ و ͳآرتین یRΈ-مدول A کنید فرض .١ قضیه

و µi
R(L) اگر م�ͳدهیم. نمایش βR

i (L
′) با را ͳبت عدد i-امین و µi

R(L) با را باس عدد i-امین باشند.

ͳآرتین یRΈ-مدول TorRi (A,L′) و نوتری یR̂Έ-مدول ExtiR(A,L) آنΎاه باشند، ͳمتناه βR
i (L

′)

است.

به�طوری΋ه باشند R-مدول ،L′ و L و ͳآرتین یRΈ-مدول A کنید فرض .٢ قضیه

کنید فرض همچنین باشند. کامل R/(AnnR(A) + AnnR(L
′)) و R/(AnnR(A) + AnnR(L))

TorRi (A,L
′) و ExtiR(A,L) صورت این در هستند، ͳمتناه βR

i (L
′) و µi

R(L) به�طوری΋ه i ≥ ۰

م�ͳباشند. ͳاس΋انع ماتلیس

قضایای شامل فصل این م�ͳآوریم. به�دست را ExtiR(L,L′) تابعΎون ماتلیس دوگان پنجم فصل در

است. زیر مهم

صورت این در باشد، i ≥ ۰ و ͳآرتین ͳمدول�های-R ،A′ و A کنید فرض .٣ قضیه

ExtiR(A,A
′) ∼= Exti

R̂
(A′∨, A∨).

.ExtiR(A,A′) ∼= Exti
R̂
(N,N ′) به�طوری΋ه موجودند N ′ و N نوتری R̂-مدول�های بنابراین

١Rotman ٢Faith

پ



Mماتلیس ′ Mیا اگر باشند. مینͳ-ماکس ͳمدول�های- R،M ′ Mو و i ≥ ۰ کنید فرض .۴ قضیه

.ExtiR(M,M ′)∨ ∼= TorRi (M,M ′∨) صورت این در باشند، ͳاس΋انع

ͳالحاق اول ایده�ال�های نیز و HomR(A,M) وابسته�ی اول ایده�ال�های مجموعه�های ششم فصل در

ExtiR(A,M) شدن صفر موضوع راستای در ͳنتایج شامل همچنین فصل این م�ͳدهیم. شرح A⊗RMرا

است. TorRi (A,M) و

است. پیشین فصول مفاهیم بهتر درک برای ͳمثال�های شامل هفتم فصل

ت



نمادها و نشانه�ها فهرست

I شامل اول ایده�ال�های مجموعه V (I)

M R-مدول ت΋یه�گاه SuppR(M)

R حلقه�ی Έادی-I سازی کامل R̂I

R حلقه��ی Έادی-m سازی کامل R̂

R حلقه اول ایده�ال�های مجموعه Spec(R)

M R-مدول وابسته اول ایده�ال�های AssR(M)

M R-مدول ضمیمه�ی اول ایده�ال�های AttR(M)

M R-مدول پوچساز AnnR(M)

R حلقه بعد dimR

ارتفاع ht(−)

R حلقه ماکسیمال ایده�ال�های مجموعه Max(R)

M R-مدول طول lR(M)

M R-مدول انژکتیو پوشش ER(M)

M ماتلیسR-مدول دوگان M∨

I ایده�ال به نسبت M R-مدول طول depthR(I,M)

I ایده�ال به نسبت M عرضR-مدول widthR(I,M)

K میدان روی چندجمله�ای حلقه S = K[x۱, . . . , xn]

ث



١ فصل

نیازها پیش



مطالب بهتر فهم در ͳمهم نقش که را همولوژی و ͳجابجای جبر از ͳقضایای و تعاریف فصل اين در

سرتاسر در دارد. ͳآشنای پیشرفته جبر مفاهیم با خواننده که است این بر ما فرض م�ͳشویم. یادآور دارند،

است. ي΋دار و ͳجابجای حلقه�ای ،R ازحلقه�ی منظور فصل، اين

سازی کامل ١-١

ν ∈ Λ باشد داشته وجود ،λ, µ ∈ Λ هر ازای به که را Λ مرتب جزئاً مجموعه�ی تعریف١-١-١.

م�ͳنامیم. مستقیم مجموعه�ی Έی ،µ ≤ ν و λ ≤ ν به�طوری΋ه

باشد. مستقیم یΈمجموعه�ی Λمجموعه�ی و دلخواه MیRΈ-مدول فرضکنید تعریف١-١-٢.

به i, j ∈ A اگر ͳیعن باشد، M مدول�های زیر از ١ͳصاف Έی F = {Mi}i∈Λ کنید فرض همچنین

ͳطبیع ͳهمریخت i < j هر ازای به پس .Mj ⊆Mi آنΎاه i < j که باشند گونه�ای

حد ساخت. را {M/Mi, φij} مع΋وس دستΎاه م�ͳتوان حال داریم. را φij : M/Mj → M/Mi

ͳیعن م�ͳدهیم. نمایش M̂ نماد با و نامیده M شده٢ کامل را دستΎاه این مع΋وس

M̂ = lim
←−

M/Mi.

دارد. وجود ψ :M → M̂ چون ͳطبیع ͳهمریخت-R است،
∏
M/Mi از ͳمدول زیر M̂ که ͳآنجای از

م�ͳنامیم. کامل٣ را M آنΎاه باشد ͳریخت΋ی ،ͳهمریخت این اگر

Mاست. �های مدول زیر از ͳصاف Έی {I iM}i∈N آنΎاه باشد R از ͳایده�ال I اگر تعریف١-١-٣.

م�ͳنامیم. ۴ Έادی-I شده کامل را ͳصاف این Έکم به M سازی کامل

دلخواه یΈحلقه�ی S آن در که I = (x۱, . . . , xn) و R = S[x۱, . . . , xn] فرضکنید مثال١-١-۴.

.R̂ = S[[x۱, . . . , Xn]] آنΎاه باشد، RΈادی-I کامل�شده R̂ اگر است.

M Έادی-I کامل�شده M̂ و MیRΈ-مدول ،R حلقه�ی از ͳایده�ال I کنید فرض .۵-١-١ قضیه

است. کامل ̂̂
M بنابراین .̂̂M ∼= M̂ صورت این در باشد.

.[٢] در ۴ فصل از ٩ تمرین به شود رجوع برهان.

باشد. مولد ͳمتناه ͳمدول-R ،M و R از ͳایده�ال I نوتری، حلقه�ای R کنید فرض .۶-١-١ قضیه

صورت این در باشند، R و M Έادی-I شده کامل بترتیب R̂ و M̂ اگر

١Filtration ٢Completion ٣Complete ۴I-adic completion

٢



ͳمتناه تولید با ͳمدول�های-R از کوتاه دقیق دنباله�ی Έی ۰ → M ′ → M → M ′′ → ۰ اگر .١

دنباله�ی صورت این در باشد،

۰ → M̂ ′ → M̂ → M̂ ′′ → ۰

گرفت. نتیجه را زیر ͳریخت΋ی م�ͳتوان این�رو از است. دقیق نیز
̂(M/M ′) ∼= M̂/M̂ ′.

و است M̂ یR̂Έ-زیرمدول ÎnM .٢

M̂/ÎnM ∼= M/InM.

.R̂⊗R M ∼= M̂ .٣

.IR̂ ∼= I ⊗R R̂ ∼= Î .۴

.[١٠] در ٢.۵.١٣ نتیجه و ٢.۵.١۵ ،٢.۵.١۴ ،٢.۵.١١ قضیه�های به شود رجوع برهان.

قرار ۶-١-١ قضیه�ی دوم قسمت در اگر باشد. RΈادی-I کامل�شده R̂ کنید فرض .١-١-٧ ن΋ته

داشت خواهیم ،M = R دهیم

R̂/ÎnR = R̂/InR̂ ∼= R/In.

هر برای و باشد ی΋دست M هرگاه م�ͳشود نامیده وفادار١ ی΋دست M R-مدول تعریف١-١-٨.

.M ⊗R N ̸= ۰ ،N صفر غیر R-مدول

عنوان به S هرگاه م�ͳشود نامیده وفادار) ی΋دست(ی΋دست φ : R → S ͳهمریخت تعریف١-١-٩.

باشد. وفادار) ی΋دست(ی΋دست R-مدول

شده کامل ،R̂ اگر باشند. R از ͳایده�ال�های J و I نوتری، حلقه�ای R کنید فرض .١-١-١٠ قضیه

صورت این در باشد، RΈادی-I

.Î ∩R = I و R ⊆ R̂ بنابراین است. وفادار ی΋دست R-مدول عنوان به R̂ .١

ماکسیمال ایده�ال با ͳموضع و نوتری حلقه�ای نیز R̂ باشد، ͳموضع نوتری حلقه�ی (R,m,k) اگر .٢

است. R̂/mR̂ = R̂/m = k باقیمانده میدان و mR̂

است. کامل R آنΎاه باشد، ͳموضع ͳآرتین Rحلقه�ی اگر .٣

١Faithfully flat

٣



.(̂JM) = JM̂ آنΎاه باشد، ͳمتناه تولید با ͳمدول-R ،M اگر .۴

.[١٩] در ۶٣ صفحه�ی ۴ و ٣ ن΋ات ،٢ ملاحظه�ی ،٨.١١ قضیه�ی به شود رجوع برهان.

شده کامل R̂ و R از ͳهای� ایده�ال I, J ،ͳموضع نوتری حلقه�ای (R,m) کنید فرض .١-١-١١ قضیه

صورت این در باشد. RΈادی-m

است. کامل حلقه�ای نیز R/I ،I ̸= R ایده�ال هر برای باشد، کامل R اگر .١

است. کامل نیز R/J آنΎاه باشد، کامل R/I و I ⊆ J اگر .٢

قضیه�ی به بنا لذا و است ͳمتناه تولید با I که م�ͳگیریم نتیجه R بودن نوتری از .١ برهان.

.Î = I ⊗R R̂ ،۶-١-١

بنابراین

R̂/I = R̂/Î

= R̂/(I ⊗R R̂)

= R/(I ⊗R R)

= R/I.

ͳطبیع نΎاشت بنابراین است I ⊆ J این΋ه به توجه با .٢

R/I
φ−→ R/J → ۰

داریم مدول�ها ͳریخت΋ی اول قضیه�ی طبق داریم. را

(R/I)/Kerφ ∼= R/J.

است. کامل نیز R/J نتیجه در است، کامل (R/I)/Kerφ اول قسمت به توجه با اما

ͳجابجای جبر از ͳقضایای و مفاهیم ١-٢

V (I) با را I واریته�ی باشد، R حلقه�ی از سره ͳایده�ال I کنید فرض (واریته١). تعریف١-٢-١

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به و داده نمایش

V (I) =
{
p ∈ Spec(R) : I ⊆ p

}
.

١Variety

۴



نماد با که را M ت΋یه�گاه باشد، R-مدول Έی M کنید فرض (ت΋یه�گاه١). ١-٢-٢ تعریف

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به را م�ͳدهیم نمایش SuppR(M)

SuppR(M) =
{
p ∈ Spec(R) : Mp ̸= ۰

}
.

مجموعه باشد، R-مدول Έی M کنید فرض .( وابسته٢ اول (ایده�ال�های ١-٢-٣ تعریف

از است عبارت م�ͳدهیم، نمایش AssR(M) علامت با که را M وابسته اول ایده�ال�های

AssR(M) =
{
p ∈ Spec(R) : ∃x ∈M, p = AnnR(x)

}
.

صورت این در باشد، یRΈ-مدول M و نوتری حلقه�ای R اگر .۴-١-٢ ن΋ته

AssR(M) = ∅ ⇐⇒M = ۰.

[٢۴] در ٩.٣۵ نتیجه�ی به شود رجوع برهان.

آنΎاه باشد، ی�RΈ-�مدول M کنید فرض .۵-١-٢ لم

آنΎاه باشد، ͳمتناه تولید با M و نوتری R اگر .١

SuppR(M) = V
(
AnnR(M)

)
=

∪
p∈AssR(M)

V (p).

آنΎاه باشد، ͳمتناه تولید با M و نوتری R اگر .٢

AssR
(
HomR(M,N)

)
= SuppR(M) ∩ AssR(N).

.[٨] در ١.٢.٢٧ تمرین و و [٢۴] در ٩.٢٠ لم به شود رجوع برهان.

تعریف زیر صورت به و داده نشان dim(R) با را R حلقه�ی بعد .( حلقه (بعد ۶-١-٢ تعریف

م�ͳکنیم

dim(R) = sup
{
n ∈ N۰ : p۰ ⊊ p۱ ⊊ . . . ⊊ pn , pi ∈ Spec(R) ; i = ۰, . . . , n

}
.

با را M کرول بˇعد باشد. R-مدول Έی M کنید فرض مدول٣). کرول (ب̶عد ١-٢-٧ تعریف

از، است عبارت و داده نشان dimR(M)

dimR(M) = sup
{
n ∈ N۰ : po ⊊ p۱ ⊊ · · · ⊊ pn , pi ∈ Supp(M)

}
.

را p همبعد) (یا ارتفاع صورت این در باشد، R حلقه از اول ͳایده�ال p کنید فرض تعریف١-٢-٨.

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به و داده نشان ( codim(p) (یا ht(p) با

ht p = sup
{
n ∈ N۰ : p۰ ⊊ p۱ ⊊ . . . ⊊ pn = p, pi ∈ Spec(R) , ۰ ≤ i ≤ n

}
١Support ٢Associated prime ideals ٣Krull dimension of module

۵



م�ͳکنیم تعریف R حلقه از I دلخواه ایده�ال Έی برای و

ht(I) = inf {ht(p) : p ∈ V (I)}

م�ͳکنیم تعریف M R-مدول برای همچنین و

ht(M) = ht
(
Ann(M)

)
.

زنجیر باشد. یRΈ-مدول M کنید فرض مدول١). (طول تعریف١-٢-٩

۰ =M۰ ⊊M۱ · · · ⊊Mn =M

زیرمدول�های از سره زنجیر م�ͳشود، ختم M به و م�ͳشود شروع صفر از که را M زیرمدول�های از

R-مدول�های ،۱ ≤ i ≤ n ،i هر ازای به اگر م�ͳکنیم. تعریف زنجیر طول را n و م�ͳنامیم M

که داد نشان م�ͳتوان م�ͳنامیم. M برای ترکیب�ͳای سری را زنجیر باشند، ساده Mi/Mi−۱ ͳخارج�قسمت

سری M اگر است ͳمتناه طول با M م�ͳگوییم دارند. مساوی طول M برای ͳترکیب سری�های همه�ی

با و م�ͳنامیم M مدول طول را M برای ͳترکیب سری این طول صورت، این در باشد. داشته ترکیب�ͳای

م�ͳدهیم. نمایش lR(M) نماد

فقط و اگر است ͳمتناه طول Mبا صورت این در باشد. R-مدول ،M کنید فرض .١-٢-١٠ ن΋ته

.ͳآرتین هم و باشد نوتری هم اگر

.[٢۴] در ٧.٣۶ گزاره�ی به شود رجوع برهان.

باشد، R از سره ایده�ال Έی I و نوتری و ͳموضع حلقه Έی (R,m) کنید فرض .١-٢-١١ گزاره

هم�ارزند. زیر گزاره�های آنΎاه

dim(R/I)؛ = ۰ .١

l(R/I)؛ <∞ .٢

Ass(R/I)؛ = Supp(R/I) = V (I) = m .٣

است؛ m-اولیه ͳایده�ال I .۴

و mt ⊆ I که دارد وجود t ∈ N چون عددی .۵

.
√
I = m .۶

١Length of module

۶



.[٢۴] در ١۵ فصل از ١٧ تمرین به شود رجوع برهان.

Mبا صورتR-مدول این در باشد. ͳموضع و نوتری حلقه�ای (R,m) کنید فرض .١-٢-١٢ قضیه

.mnM = ۰ به�طوری΋ه باشد موجود n ∈ N و باشد ͳمتناه تولید Mبا اگر تنها و اگر است، ͳمتناه طول

.[٢۴] در ٧.۴۵ تمرین به شود رجوع برهان.

-R ،M اگر باشند. R حلقه�ی از ͳماکسیمال ایده�ال�های mn،· · · ،m۱ کنید فرض .١-٢-١٣ قضیه

باشد. ͳآرتین اگر تنها و اگر است نوتری M آنΎاه ،m۱ · · ·mnM = ۰ که ͳویژگ این با باشد ͳمدول

.[٢۴] در ٧.٣٠ قضیه�ی به شود رجوع برهان.

-R Έی M و آن از ͳایده�آل I نوتری، حلقه�ای R کنید فرض منظم١). (رشته تعریف١-٢-١۴

م�ͳشود نامیده I در منظم M-رشته Έی I عناصر از x۱, . . . , xn دنباله باشد. مولد ͳمتناه مدول

هرگاه

.M ̸= (x۱, . . . , xn)M .١

.xi /∈ Z
(
M/(x۱, . . . , xi−۱)M

)
باشیم داشته i = ۱, . . . , n هر به�ازای .٢

چون عنصری نتوان هرگاه م�ͳشود نامیده ماکسیمال I در x۱, . . . , xn مانند منظم M-رشته Έی همچنین

باشد. منظم M-رشته Έی x۱, . . . , xn, xn+۱ که کرد پیدا xn+۱ ∈ I

ͳمتناه MیRΈ-مدول و نوتری حلقه�ای R فرضکنید .( ١-٢-١۵(نورس΋ات-ریس٢ قضیه
ماکسیمال M-رشته دو هر طول صورت این در ،IM ̸=M که باشد R از ͳایده�ال I و باشد ناصفر مولد

است. ی΋سان ،I در

.[٨] در ١ فصل از ٢ بخش در ۵ قضیه به شود رجوع برهان.

M عمق را I در ماکسیمال M-رشته�های ی΋سان طول فوق، قضیه مفروضات با تعریف١-٢-١۶.

حلقه�ای (R,m) اگر همچنین م�ͳدهیم. نمایش depthR(I,M) نماد با را آن و م�ͳنامیم I به نسبت

م�ͳدهیم. نمایش depthR(M) با را depthR(m,M) باشد، ͳموضع

Έادی-I کامل�سازی ،R̂ و R از ͳایده�ال I ،ͳموضع و نوتری حلقه�ای R فرضکنید .١-٢-١٧ قضیه

.depthRR = depthR R̂ صورت این در باشد. R
١Regular sequence ٢Northcott-Rees

٧



.[١٩] در ١٧.۵ قضیه�ی به شود رجوع برهان.

صورت این در باشد، R-مدول Έی M و ͳموضع نوتری حلقه�ی (R,m) اگر .١-٢-١٨ گزاره

.m ∈ Ass(M) اگر تنها و اگر depthR(M) = ۰

.[٨] در ٩.١.۴ گزاره به شود رجوع برهان.

-R ،M و ͳموضع حلقه (R,m) کنید فرض .( ١ͳال΋کوهن-م (مدول ١-٢-١٩ تعریف

.depthR(M) = dim(M) هرگاه است ͳال΋کوهن-م M R-مدول باشد.گوئیم مولد ͳمتناه ͳمدول

گاه هر باشد. ͳال΋کوهن-م R-مدول عنوان به هرگاه گوییم ͳال΋کوهن-م را R حلقه�ی همچنین

م�ͳنامیم. ماکسیمال ͳال΋کوهن-م مدول را M آنΎاه ،depthR(M) = dim(R)

باشد. ͳمتناه idR(R) هرگاه نامیم گرنشتاین٢ را R ͳموضع و نوتری حلقه�ی .١-٢-٢٠ تعریف

است. R حلقه�ی انژکتیو بعد ،idR(R) از منظور

است. ͳال΋کوهن-م حلقه�ی Έی گرنشتاین حلقه�ی هر .١-٢-٢١ گزاره

.[٨] در ٣.١.٢٠ گزاره�ی به شود رجوع برهان.

از خانواده�ای (Ri)i∈Z و باشد حلقه Έی R کنید فرض .( مدرج٣ (حلقه�ی ١-٢-٢٢ تعریف

هرگاه گوئیم، مدرج حلقه�ی Έی را R باشد. R ͳجمع زیرگروه�های

R = ⊕
i∈Z
Ri .١

.RiRj ⊆ Ri+j باشیم داشته i, j ∈ Z هر برای .٢

م�ͳدهیم Kباشد.قرار میدان روی چندجمله�ای� حلقه S = K[x۱, . . . , xn] فرضکنید مثال١-٢-٢٣.

Si =
{ ∑

a=(a۱,...,an)∈Nn
۰

rax
a۱
۱ x

a۲
۲ · · · xann : ra ∈ K, a۱ + a۲ + . . .+ an = i

}

است. استاندارد مدرج S گوئیم صورت این در که SiSj ⊆ Si+j و S = ⊕
i∈N۰

Si داد نشان م�ͳتوان

.S۰ = K وضوح به و نامیم ۴ͳخط فرم را S۱ اعضای
١Cohen-Macaulay ٢Gorenstein ٣Graded ring ۴Linear form
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ماتلیس دوگان ١-٣

N ͳاساس توسی΄ M م�ͳگوییم آن. از ͳتوسیعM و باشد R-مدول ،N کنید فرض تعریف١-٣-١.

.N ∩ U ̸= ۰ ،M از U مثل صفر غیر زیر�مدول هر ازای به اگر است

باشد. نداشته سره ͳاساس توسی΄ E اگر تنها و اگر است انژکتیو E R-مدول .١-٣-٢ گزاره

.[٨] در ٣.٢.٣ گزاره�ی به شود رجوع برهان.

نباشد صفر مقسوم�علیه که r ∈ R هر برای هرگاه نامیم ١ بخش�پذیر Mرا R-مدول تعریف١-٣-٣.

.x = ry به�طوری΋ه باشد موجود y ∈M ،x ∈M هر برای و

است. بخش�پذیر ͳمدول انژکتیو، R-مدول هر .۴-١-٣ قضیه

.[٨] در ٣.١.۵ نتیجه�ی اول قسمت به شود رجوع برهان.

E انژکتیو R-مدول باشد. R-مدول Έی M کنید فرض .( انژکتیو٢ (پوشش تعریف١-٣-۵

م�ͳدهیم. نمایش ER(M) نماد با و م�ͳنامیم M انژکتیو پوشش است M ͳاساس توسی΄ Έی E که را

ی΋ریخت M انژکتیو پوشش دو هر و دارد انژکتیو پوشش M مثل R-مدول هر که داد نشان م�ͳتوان

هستند.

ایده�ال با نوتری ͳموضع ͳجابجای حلقه�ای R کنید فرض .( ماتلیس٣ (دوگان ۶-١-٣ تعریف

k انژکتیو پوشش E = ER(k) کنید فرض همچنین باشد. k = R/m باقیمانده میدان و m ماکسیمال

م�ͳدهیم: قرار M R-مدول باشد.برای

M∨ = HomR(M,E)

م�ͳنامیم. M ماتلیس دوگان را M∨ و

صورت این در باشد. R نوتری حلقه�ی Έادی-m سازی کامل ،R̂ کنید فرض .١-٣-٧ قضیه

.AnnR(M) = AnnR(M
∨) آنΎاه باشد، یRΈ-مدول M اگر .١

نΎاشت .٢

δM :M → M∨∨

١Divisible ٢Injective hull ٣Matlis dual
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