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چͺیده
متقارن توزیع�های کلاس در θ بعدی p مͺان پارامتر بردار برآورد مسئله پایان�نامه این در
مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را تحتمحدودیت مجهول، و ماتریسمقیاسمعلوم پارامتر با کروی
مؤلفه�های همه مͬ�کنیم فرض ابتدا مͬ�گیریم. نظر در θ پارامتر بردار روی بر محدودیت سه
نامنفͬ θ بردار مؤلفه�های از مجموعه�ای زیر تنها مͬ�کنیم فرض سپس و باشند نامنفͬ θ بردار
مخروط به متعلق θ پارامتر آن در که مͬ�گیریم نظر در را حالتͬ سوم محدودیت عنوان به باشند.
مجهول مͺان پارامتر برای برتر انقباضͬ برآوردگرهای از کلاسͬ یافتن هدف است. C ∈ Rp

برتری ملاک است. موزون مربعͬ و مربعͬ زیان توابع تحت شده، محدود پارامتر فضای در ،θ
است. طبیعͬ برآوردگر از آن�ها مخاطره نسبͬ بودن کمتر برآوردگرها
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චاری ণپاس໋�
.ʿالْعالَمين ِˁبʿر ل˼ʓˊه˼ الْحʿم˂دُ أَنِ دʿع˂واهˀم˂ ˀآخ˼ر و̮ ʾلامʿس فيها تَح˼يˊتُهˀم˂ و̮ اللَّهˀمˊ سˀب˂حانَكَ فيها دʿع˂واهˀم˂

پايان و است سلام آنجا در درودشان و منزˁهͭ و پاك تو خدايا که است این آنجا، در آنان نيايش

.(١٠ آیه یونس (سوره است جهانيان پروردگار ويژه ستايش كه است اين آنان نيايش

بͬ�کران لطف با که خداوندی است. پرستش شایسته و مهربان بخشنده، که را خداوندی سپاس

فرمود. کرامت محبت کیمیای را وی و آراست عقل زیور را آدمͬ خود،

آرشͬ، محمد دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

رسم و راه عملͬ راهنمای بلͺه علمͬ مسائل راهنمای تنها نه ایشان کنم. قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

شاهرود دانشͽاه آمار گروه محترم اساتید تمامͬ از مͬ�دانم خود وظیفه همچنین بودند. نیز زندگͬ

مهدی و باغیشنͬ حسین آقایان داور محترم اساتید و رضازاده نزاکتͬ احمد شاهسونͬ، داود آقایان

بیاورم. عمل به قدردانͬ روزبه

و صمیمانه ادب، رسم به اما ناتوان�اند، عزیزم مادر و پدر به قلبͬ�، ارادت بیان در اوراق این چند هر

قدردانͬ و تشͺر مهربانͬ�اش، و گذشت خاطر به مادرم و فداکاری�اش و صبر برای پدرم از خالصانه،

معلم کودکͬ از که کبیر کرمͬ خانم سرکار ویژه به خواهرانم و برادر از همچنین مͬ�آورم. عمل به

دارم. را تشͺر کمال بوده�اند، بنده ریاضͬ

هم�فͺری�شان و همراهͬ بواسطه میعادولیپور و اسحقͬ احسان آقایان دوستانم از تا مͬ�دانم خود وظیفه

در شͽرف تاثیری ایشان با آشنایͬ که برآبادی پیمان آقای عزیزم دوست از همچنین نمایم. تشͺر

سپاسͽذارم. قلب صمیم از داشت، اینجانب

آموزش محترم مسئولین از همچنین و ریاضͬ دانشͺده ریاضͬ و آمار دانشجویان تمامͬ از پایان در

قدردانͬ محبت�هایشان و لطف پاس به خداوردی خانم سرکار و حسین�پور آقای جناب دانشͺده

مͬ�نمایم.

േॐیدਗඟ໊یඵ෭౶ر
۱۳۹۲௩ارد
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بررسͬ. حال در آماری، علوم مجله محدود“ب، پارامتر فضای



ج

گفتار پیش

است، ٢ از بزرگتر پارامتر فضای بعد که وقتͬ نرمال، توزیع در داد نشان (١٩۵۶) استاین که زمانͬ از

در فراوانͬ تلاش�های تاکنون است، نرمال توزیع میانͽین برای غیرمجاز برآوردگری نمونه میانͽین

یͺنواخت طور به مجاز برآوردگر هنوز حال این با است. گرفته صورت میانͽین برآوردگر بهبود جهت

است. نیامده دست به حالت این برای پارامتر فضای تمام در

به بیضͬ�گون توزیع�های خانواده در بلͺه نرمال توزیع در تنها نه یافته بهبود برآوردگر آوردن دست به

جستجوی در پایان�نامه این در منظور بدین دارد. قرار توجه مورد نیز کروی متقارن توزیع خصوص

محدود فضای در که ،θ مجهول مͺان پارامتر برای یافته بهبود انقباضͬ برآوردگرهای از کلاسͬ یافتن

محدودیت نوع سه گرفتن نظر در با راستا این در هستیم. طبیعͬ برآوردگر به نسبت دارد، قرار شده

برآوردگرهای مجهول، و معلوم مقیاس پارامتر با کروی متقارن توزیع مͺان پارامتر فضای روی بر

مͬ�باشد. پیوست ٣ و فصل ۴ شامل مجموعه این کرد. خواهیم معرفͬ را یافته بهبود انقباضͬ

از: عبارتند خلاصه طور به فصل هر مطالب

بعدی فصل�های در نیاز مورد لم�های و اولیه تعاریف ارائه با را کار مقدمات اول فصل در •

مͬ�کنیم. فراهم

برآوردگرهای از رده�ای ،θ پارامتر بردار روی محدودیت نوع سه دادن قرار با دوم فصل در •

صورت به انقباضͬ

δ(X,U) = δ٠(X) + g(X)UTU,

این مطالب یافت. خواهیم را است δ٠(X) طبیعͬ برآوردگر از بهتر مربعͬ زیان تابع تحت که

مͬ�باشد. (٢٠٠٣a ) همͺاران و فودینیر منبع از عمدتاً فصل

توزیع در ،θ پارامتر بردار روی بر محدودیت دو دادن قرار با دوم فصل همانند سوم فصل در •

با متغیره - p نرمال توزیع در همچنین و مجهول σ٢ با σ٢I مقیاس پارمتر با کروی متقارن

برآوردگرهای از رده�ای (Np(θ, σ
٢Ip)) مجهول σ٢ با σ٢I مقیاس پارامتر و θ مͺان پارامتر



چ

صورت به انقباضͬ

δ(X,U) = δ٠(X) + g(X,S)UTU,

یافت. خواهیم را است δ٠(X) طبیعͬ برآوردگر از بهتر دوم درجه زیان تابع تحت که

با انقباضͬ، برآوردگر با کار ͬͽونͽچ بردن پͬ برای واقعͬ مثال ͷی ارائه ضمن چهارم فصل در •

محدودیت تحت متغیره چند نرمال توزیع در را انقباضͬ برآوردگر برتری شبیه�سازی از استفاده

کشید. خواهیم تصویر به کامل،

شده اشاره آن�ها به پایان�نامه متن در که نیاز مورد خطͬ جبر تعاریف به ابتدا پیوست�ها در •

دستورهای پایان در و پرداخته پیشنهادات ارائه به دوم، بخش در سپس مͬ�پردازیم. است،

مͬ�آوریم. را شده، استفاده پایان�نامه در که ،R نرم�افزار اساس بر برنامه�نویسͬ نیاز مورد

هم که صورتͬ در و * علامت از بوده نویسنده از برهان که مواردی در مجموعه، این سرتاسر در

است. شده استفاده ** نماد از مͬ�باشد، نویسنده از برهان هم و قضیه
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١ فصل

دورنما و مقدمه

مقدمه ١.١

منجر معمولا˟ مدل پارامترهای تمام یا تعدادی روی بر پیشین اطلاعات از استفاده آماری، تحلیل در

بودن غیرقطعͬ یا قطعͬ به توجه با که مͬ�شود، ای یافته تعمیم و پیشرفته روش�های از استفاده به

باعث قید١، صورت به مدل روی بر آن اعمال اول، حالت در مͬ�شود. برده کار به اطلاعات، این

دست به محدودشده مدل�های اساس بر که برآوردگری مͬ�شوند. محدودشده٢ مدل آمدن وجود به

قید اساس بر محدودشده برآوردگرهای کارآیͬ و اعتبار مͬ�شود. نامیده محدودشده٣ برآوردگر مͬ�آید،

برآوردگرهای که حالͬ در مͬ�گیرند، قرار بررسͬ و سنجش مورد پارامتر فضای روی بر شده اعمال

مدل�های پایه بر آمده بدست نتایج بنابراین، مͬ�شوند. بررسͬ پارامتر فضای کل در محدودنشده

مͬ�تواند شده، اعمال قیود و محدودیت�ها اعتبار و درست سنجش با تنها محدودنشده و محدودشده

ببینید). را ١٣٨٧ آرشͬ، زمینه این در بیشتر گاهͬ آ (برای باشد کاربردی و معقول

طبیع۴ͬ برآوردگر ،(p ≥ ٣) متغیره - p نرمال توزیع در که داد نشان استاین چارلز ،١٩۵۶ سال در

بهبود برای انͽیزه ایجاد سبب موضوع این است. غیر�مجاز۵ مربعͬ، زیان تابع تحت نمونه میانͽین

دادند ارائه برآوردگری (١٩۶١) استاین و جیمز سپس شد. برآوردیابͬ مختلف مسائل در برآوردگرها
١Constraint
٢Restricted model
٣Restricted estimator
۴Natural estimator
۵Inadmissible



٢ دورنما و مقدمه .١

به نسبت کمتری مخاطره دارای برآوردگر این دیͽر عبارت به داشت. برتری نمونه میانͽین بر که

افراد آن از پس زیرا کرد. ایجاد آمار مختلف شاخه�های در بزرگͬ تحول یافته این بود. نمونه میانͽین

فضای مختلف شرایط در که دهند ارائه استاین ـ جیمز نوع از برآوردگرهایͬ کردند تلاش زیادی

باشد. کمتر مخاطره دارای پارامتر

دارد. برتری نمونه میانͽین خطͬ برآوردگر بر که است، غیرخطͬ برآوردگری استاین ـ جیمز برآوردگر

اساس بر که پایایͬ، و نااریبͬ قبیل از نمونه�ای، میانͽین برآوردگر خوب خواص تمامͬ نتیجه در

جیمز- برآوردگر تاثیر تحت مͬ�آیند، بدست ماکزیمم درستنمایͬ و دوم توان�های کمترین نظریه

یͺنواخت طور به که برآوردگری استاین، چارلز پرفسور افتخار به اساس این بر گرفتند. قرار استاین

ماکزیمم٧ درستنمایͬ برآوردگر و (LSE) دوم۶ توان�های کمترین (برآوردگر استاندارد برآوردگر بر

برآوردگر X ∈ R٢ کنید فرض مͬ�نامند. (SE) ٨ استاین نوع برآوردگر را دارد، برتری ((MLE)

است. زیر صورت به مͺان استاین نوع برآوردگرهای کلͬ ساختار باشد، مͺان پارامتر طبیعͬ

δJSa (X) =
(

١ − a

∥X∥٢

)
X, ٠ < a < ٢(p− ٢).

کلاسبرآوردگرهای در LS برآوردگر گوس-مارکف٩، قضیه بنابه است. پارامتر فضای بعد p آن در که

شدن اریب ازای در است ممͺن اما .(٢٠٠٣ (شائو، است واریانس کمترین دارای خطͬ نااریب

برآوردگر از کمتر مراتب به (مخاطره) واریانسͬ دارای که کنیم پیدا دست برآوردگری به برآوردگرها

است. خاصیت این دارای که است برآوردگرهایͬ از ͬͺی ١٠ انقباضͬ برآوردگر باشد. LS

مͬ�آید دست به انقباض اثر در مجازی یا واضح طور به که است برآوردگری انقباضͬ، برآوردگر

X+g(X)صورت به انقباضͬ برآوردگر کلͬ شͺل آمد). خواهد ادامه در برآوردگر این (تعریفکامل

با نیز استاین برآوردگر است مشخص که همانطور مͬ�باشد. اندازه�پذیر تابع ͷی g آن در که است

برآوردگر استاین، نوع برآوردگر به لذا است. انقباضͬ برآوردگر ͷی ،g(X) = − a
∥X∥٢X فرض

برآوردگر در رفته کار به آزمون آماره کلͬ، طور به مͬ�شود. گفته نیز (SSE) ١١ استاین نوع انقباضͬ
۶Least Squares Estimator
٧Maximum-Likelihood Estimator
٨Stein-type Estimator
٩Gauss–Markov Theorem
١٠Shrinkage estimator
١١Stein-type Shrinkage Estimator
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مͬ�گیرد. اندازه را محدودنشده برآوردگر و محدودشده برآوردگر بین فاصله استاین، نوع

روی محدودیت�هایͬ است ممͺن طبیعت، خاص شرایط به توجه با طبیعͬ، پدیده�های اغلب در

مدل�های در مشخصه�ها این موجبتخمین مورد، این که شود گذاشته متغیر مشخصه�های و صفت�ها

است، مثبت عددی همواره عمر طول متوسط لامپ، تولید فرآیند ͷی در مثلا́ مͬ�شود. محدودشده

بررسͬ مورد مدل به را بودن مثبت محدودیت باید باشیم، عمر طول تخمین به علاقه�مند اگر حال

استفاده لامپ�ها عمر طول مدل�سازی برای گاما توزیع از چنانچه که است ذکر به لازم کنیم. اضافه

توزیع از چنانچه ولͬ است. توزیع پارامتر فضای و تͺیه�گاه ذات در بودن مثبت محدودیت کنیم،

روی بر را بودن مثبت محدودیت حتماً باید آن�گاه کنیم، استفاده نمونه) اطلاعات (بنابه نرمال

پارامتر برآورد بنابراین باشد. نامثبت نمͬ�تواند عمر طول چون کنیم، اعمال مͺان پارامتر برآوردگر

اغلب در که چرا مͬ�شود. شامل را واقعͬ دنیای در موجود مثال�های از وسیع رده�ای محدودشده،

و بیشتر گاهͬ آ برای مͬ�شود. اتخاذ آزمایشͽر توسط که دارد وجود محدودیت�هایͬ مثال�ها این

بیس�بال، بازی در انقباضͬ برآوردگر کاربرد زمینه در ،(١٣٩١) تجدد به کاربردی مثالͬ مشاهده

کنید. مراجعه

این این�که ͬͺی است. اهمیت دارای محدودشده پارامتر برآورد در جهت دو از انقباضͬ برآوردگر

نقش این�که دیͽر و مͬ�دهد کاهش LS برآوردگر به نسبت کلͬ حالت در را مخاطره مقدار برآوردگر،

این�رو از است. چشم�پوشͬ قابل غیر X اولیه برآوردگر به محدودیت اثر کردن اضافه در g(X) تابع

محدودشده مدل�های در آن رفتار بررسͬ و مناسب انقباضͬ برآوردگر یافتن دنبال به پایان�نامه این در

هستیم.

در است. یافته متعددی های پیشرفت اخیر سال�های در محدودشده،� مͺان پارامتر برآورد مسئله

تحت را مͺان پارامتر برآورد مسئله بیͺل١٣(١٩٨١) و استرادرمان١٢(١٩٨١) و کسلا زمینه، این

راستا، همین در دادند. قرار مطالعه مورد متغیره ͷی نرمال توزیع در |θ| > m محدودیت

استرادرمان و کسلا با مشابه محدودیت با را بیز١۵ برآوردگر (١٩٨۵) همͺاران و گاتسونیس١۴
١٢Strawderman
١٣Bickel
١۴Gatsonis
١۵Bayes estimator
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و جیری١٧(١٩٨٩) و پرون کاریا١۶(١٩٨٩)، همچنین کردند. ارائه نرمال توزیع میانͽین برای

µ (برای µTΣ−١µ = λ0 محدودیت با را Np(µ,Σ) متغیره - p نرمال توزیع مارچاند١٨(١٩٩۴)،

برای (اساساً θ برای کروی متقارن توزیع�های (١٩٩٣) مارچاند گرفتند. نظر در مجهول)، Σ و

بهترین وی گرفت. نظر در ∥θ∥ = (θT θ)١/٢ = λ0 محدودیت با را آمیخته) نرمال توزیع�های

و ماکزیمم٢٠ درستنمایͬ برآوردگر از بهتر �BEE که کرد ثابت و یافت را (BEE)١٩ هم�پایا برآوردگر

برآوردگرهای از (١٩٩٣)کلاسͬ جیری و مارچاند است. (BLUE) نااریب٢١ خطͬ برآوردگر بهترین

تعمیم مقیاس٢٢ͬ آمیخته نرمال توزیع�های برای را نتایج و گرفته نظر در را استاین ـ جیمز نوع از

دادند.

دارای و (X,U) شͺل به مشاهدات که وقتͬ معمولͬ کروی٢۴ توزیع ،(٢٠٠٠)٢٣ اوسو و فودینیر

دادند. قرار بررسͬ مورد محدودشده θ حالت در را بودند (θ, 0) بردار حول کروی٢۵ متقارن توزیع

توزیع در گاما-مینیماکس٢٨ و مینیماکس٢٧ برآوردگرهای (٢٠٠٠) همͺاران و وان٢۶ ادامه، در

و اوسو همچنین آوردند. بدست را است متعلق θ ∈ [٠, β] فاصله به پارامتر فضای که وقتͬ پواسن،

و دادند قرار بررسͬ مورد مخروط�ها روی محدودیت با را کروی متقارن توزیع (٢٠٠٢) استرادرمان

محدودیت سه گرفتن نظر در با کروی متقارن توزیع در (٢٠٠٣a) همͺاران و فودینیر راستا همین در

دادند. ادامه را مطالعات پارامتر فضای روی بر

گرفتن نظر در با مͺان خانواده برای (٢٠٠۵) استرادرمان و مارچاند محدودشده، مدل�های زمینه در

برای را نتایج (٢٠٠۵) پرون و مارچاند همچنین دادند. ادامه را کار θ > a صورت به محدودیتͬ
١۶Kariya
١٧Perron and Giri
١٨Marchand
١٩Best Equivariant Estimator
٢٠Maximum Likelihood Estimator
٢١Best Linear Unbiased Estimator
٢٢Scale mixture of normal distribution
٢٣Fourdrinier and Ouassou
٢۴Spherical distribution
٢۵Spherically symmetri distribution
٢۶Wan
٢٧Minimax
٢٨Γ-minimax
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محدودیت تحت کروی متقارن توزیع�های

Θ(m) = {θ ∈ Rp : ∥θ∥ ≤ m : m > ٠}.

کلاس برای را θ ∈ [٠,m] شͺل به محدودیت ،(٢٠٠۶) پارسیان و مارچاند آوردند. بدست

و فودینیر و (٢٠٠۶) همͺاران و فودینیر ادامه در گرفتند. نظر در گسسته مدل�های از وسیعͬ

محدودیت�ها از دیͽری نوع با را مͺان پارامتر کروی، متقارن توزیع�های برای (٢٠١٠) مارچاند

نمودند. برآورد

ماتریس که حالت�هایͬ در میانͽین برآورد به ابتدا (١٣٨٨) زین�الدینͬ چندمتغیره٢٩، نرمال توزیع در

میانͽین برآورد سپس و پرداخت تصمیم نظریه دیدگاه از مͬ�باشد مجهول یا معلوم کوواریانس

داد. قرار بررسͬ مورد را دوم درجه زیان تابع تحت مقیاسͬ آمیخته نرمال و غیرنرمال توزیع�های

پارامتر فضای در مینیماکس برآورد برای را واحدی رهیافت (٢٠١٢) استرادرمان و مارچاند اخیراً

با بریده�شده٣١ خطͬ برآوردگر (٢٠١٢) مارچاند و کورتب٣٠ͬ نهایت در داده�اند. ارائه محدودشده

دادند. قرار بررسͬ مورد را آن رفتار و کرده ارائه را چندمتغیره نرمال توزیع در ∥θ∥ < mمحدودیت

این در است. کروی متقارن توزیع دارای بررسͬ مورد جامعه که مͬ�کنیم فرض پایان�نامه، این در

آن در که ،(X,U) صورت به مشاهدات که وقتͬ ،θ = (θ١, . . . , θp) بعدی p پارامتر بردار راستا

توزیع دارای (X,U) عبارتͬ به مͬ�گیریم. نظر در را بوده k با برابر U بعد و p با برابر X بعد

و کرده برآورد مختلف محدودیت�های تحت را θ پارامتر سپس است. (θ, 0) حول کروی متقارن

مͬ�دهیم. ارائه انقباضͬ نوع از برآوردگرهایͬ

٢٩Multivariate normal distribution
٣٠Kortbi
٣١Truncated linear estimtor
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تعاریف ٢.١

مͬ�آوریم. را مͬ�شود استفاده آن�ها از مجموعه این طول در که اساسͬ تعاریف بخش این در

ریاضͬ توابع و تعاریف ١.٢.١

،(١٩٨٢) میرهد٣٣ ،(١٣٧٣) رودین٣٢ به بخشمͬ�توان این قضایای تعاریفو از دقیقتر اطلاع برای

،(٢٠٠۵)٣۶ گات ،(٢٠٠٩) واندربرگ٣۵ و بوید ،(١٣٨۴) مدقالچͬ ،(١٩٩٨) کسلا٣۴ و لهمن

کرد. مراجعه راس٣٧(٢٠١٠) و (١٣٨٧) آرشͬ

گاما٣٨ تابع .١.٢.١ تعریف

تعریف زیر صورت به و داده نشان Γ(α) نماد با α > ٠ حقیقͬ عدد هر ازای به را گاما تابع

مͬ�نماییم.

Γ(α) =

∫ ∞

٠
e−xxα−١dx.

بتا٣٩ تابع .٢.٢.١ تعریف

تعریف زیر صورت به و داده نشان B(p, k) نماد با p, k > ٠ حقیقͬ اعداد ازای به را بتا تابع

مͬ�کنیم.

B(p, k) =

∫ ١

٠
xp−١)١ − x)k−١dx.

است. برقرار زیر رابطه گاما تابع و بتا تابع بین که است ذکر به لازم

B(p, k) =
Γ(p)Γ(k)

Γ(p+ k)
.

٣٢Rudin
٣٣Muirhead
٣۴Lehmann and Casella
٣۵Boyd and Vandenberghe
٣۶Gut
٣٧Ross
٣٨Gamma function
٣٩Beta function
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محدب۴٠ مجموعه .٣.٢.١ تعریف

به گیرد. قرار C درون ،C در دلخواه نقطه دو هر بین خط پاره اگر است، محدب C مجموعه

باشیم داشته ،٠ ≤ θ ≤ ١ شرط با ثابت، θ هر ازای به و C عضو x٢ و x١ هر ازای به عبارتͬ

θx١ + (١ − θ)x٢ ∈ C.

محدب۴١ تابع .۴.٢.١ تعریف

X, Y هر ازای به و باشد محدب مجموعه ͷی f دامنه اگر است، محدب f : Rn → R تابع

باشیم داشته ٠ ≤ θ ≤ ١ و f دامنه عضو

f(θX + (١ − θ)Y ) ≤ θf(X) + (١ − θ)f(Y ).

باشد. محدب (−f(·)) اگر گوییم ۴٢ مقعر را f(·) تابع

مخروط۴٣ .۵.٢.١ تعریف

باشد. C عضو θx ،θ ≥ ٠ و C مجموعه عضو x هر ازای به اگر است، مخروط C مجموعه

محدب۴۴ مخروط .۶.٢.١ تعریف

به دیͽر عبارت به باشد. مخروط هم و محدب هم اگر گوییم، محدب مخروط را C مجموعه

باشد. C عضو θ١x١ + θ٢x٢ ،θ١, θ٢ ≥ ٠ و C مجموعه عضو x٢ و x١ هر ازای

مثبت۴۵ مخروط .٧.٢.١ تعریف

اگر گویند، مثبت مخروط را Rp در C مخروط

.θX ∈ C آن�گاه .θ ≥ ٠ و X ∈ C هر ازای به .١

،X١ +X٢ ∈ C آن�گاه ،X١, X٢ ∈ C اگر .٢

.X = 0 آن�گاه ، −X ∈ C و X ∈ C اگر .٣
۴٠Convex set
۴١Convex function
۴٢Concave function
۴٣Cone
۴۴Convex cone
۴۵Positive cone
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نرم۴۶ .٨.٢.١ تعریف

اگر گوییم، نرم را f : Rp → R تابع

.f(X) ≥ ٠ باشیم، داشته X ∈ Rp هر ازای به یعنͬ باشد، نامنفͬ تابعͬ f(·) .١

.X = 0 اگر تنها و اگر f(X) = ٠ یعنͬ باشد، معین۴٧ f(·) .٢

.f(tX) = |t|f(X) باشیم، داشته t ∈ R و X ∈ Rp هر ازای به یعنͬ باشد، همͽن۴٨ f(·) .٣

باشیم داشته X, Y ∈ Rp هر ازای به یعنͬ کند، صدق مثلث۴٩ͬ نامساوی در f(·) .۴

f(X + Y ) ≤ f(X) + f(Y ).

مͬ�کنیم. استفاده نرم نمایش برای f(·) = ∥ · ∥ نماد از صورت این در

مخروط باشد. Rp روی دلخواه نرم ͷی ∥ · ∥ کنید فرض (٢٠٠٩ ، واندربرگ و (بوید .٩.٢.١ نͺته

مجموعه ،∥ · ∥ نرم با مرتبط

C = {(X, t)|∥X∥ ≤ t} ⊆ Rp+١,

ببینید). را ١.١ (شͺل مͬ�باشد محدب که است

اقلیدس۵٠ͬ نرم .١٠.٢.١ تعریف

هرگاه گوییم اقلیدسͬ نرم X = (X١, . . . , Xp) ∈ Rp بردار روی را ∥X∥

∥X∥ = (XTX)
١
٢ = (

p∑
i=١

X٢
i )

١/٢.

است. محدب اکیداً نرم ͷی اقلیدسͬ نرم (٢٠٠٩ واندربرگ، و (بوید .١١.٢.١ نͺته

است. اقلیدسͬ نرم منظور باشد، میان در نرم از سخن جا هر پایان�نامه این در
۴۶Norm
۴٧Definite
۴٨Homogeneous
۴٩Triangle inequality
۵٠Euclidean norm
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.{(x١, x٢, t)|(x٢
١ + x٢

٢)
١/٢ ≤ t} ،R٣ در دوم مرتبه مخروط کران :١.١ شͺل

باز) گوی۵١(گوی .١٢.٢.١ تعریف

مجموعه ρ > ٠ ازای به باشند. Rp عضو θ و X کنید فرض

Bθ,ρ = {X|∥X − θ∥ < ρ},

ترتیب همین به مͬ�نامیم. ρ شعاع و θ مرکز به باز گوی ͷی را

B[θ,ρ] = {X|∥X − θ∥ ≤ ρ},

مͬ�نامیم. ρ شعاع و θ مرکز به بسته۵٢ گوی ͷی را

کلͬ خواص بنابه باشد. Rp روی دلخواه نرم ͷی ∥ · ∥ کنید فرض (١٣٧٣ (رودین، .١٣.٢.١ نͺته

مجموعه�ای ،({X|∥X − θ∥ ≤ ρ}) θ مرکز و ρ شعاع به گوی ͷی که داد نشان مͬ�توان نرم�ها

است. محدب

کره۵٣ .١۴.٢.١ تعریف

مجموعه ρ > ٠ ازای به باشند. Rp عضو θ و X کنید فرض

Sθ,ρ = {X|∥X − θ∥ = ρ},
۵١Open ball
۵٢Closed ball
۵٣Sphere
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Rp در نقاط مجموعه از است عبارت کره دیͽر عبارت به مͬ�نامیم. ρ شعاع و θ مرکز به کره ͷی را

باشد. ρ برابر θ ∈ Rp مانند ثابت نقطه ͷی از آن�ها نرم که طوری به

مجموعه۵۴ درونͬ نقطه .١۵.٢.١ تعریف

که صورتͬ در مͬ�نامیم X مجموعه درونͬ نقطه ͷی را θ ∈ X نقطه .X ⊆ Rp کنید فرض

دیͽر عبارت به باشد. X جزء که طوری به باشد داشته وجود Bθ,ρ مانند بازی گوی

∀ θ ∈ X ∃ Bθ,ρ ⊆ X.

مجموعه) حدی مجموعه۵۵(نقطه ͬͽانباشت نقطه .١۶.٢.١ تعریف

گوی هر که صورتͬ در مͬ�نامیم X ͬͽانباشت نقطه ͷی را θ ∈ Rp نقطه .X ⊆ Rp کنید فرض

دیͽر عبارت به باشد. θ از غیر X از نقطه�ای شامل θ مرکز به باز

∀ θ ∈ Rp, ∀
(
Bθ,ρ − {θ}

)
∩X ̸= ∅.

باز۵۶ مجموعه .١٧.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم بسته۵٧ Xرا و باشد درونͬ آن نقطه هر که صورتͬ در مͬ�نامیم باز Xرا ⊆ Rp مجموعه

باشد. باز Rp −X که صورتͬ در

بسته۵٨ مجموعه از نقطه ͷی فاصله .١٨.٢.١ تعریف

داده نمایش dist(X٠, C) با را ∥ · ∥ نرم با ،C ⊆ Rp بسته مجموعه از X٠ ∈ Rp نقطه فاصله

مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به و

dist(X٠, C) = inf{∥X٠ −X∥|X ∈ C}.

.(٢٠٠٩ واندربرگ، و (بوید است موجود همواره اینفیمم مقدار این

۵۴Interior point of a set
۵۵Accumulation point of a set
۵۶Open set
۵٧Closed set
۵٨Distance of a point from a closed set


