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ଘمقدৎ

৮درБЗرদوارم

وماतభداکارم



وردگارا...

دیͽر شͺری تو ͬͺنی و احساس که این مͽر نمͬ�رسد، تو شͺرگزاری نهایت و پایان به کس هیچ

و فضل خاطر به باز کند، کوشش تو فرمانبرداری و طاعت در چقدر هر و نماید واجب او بر را

است. ناتوان و عاجز تو بی�انتهای احسان

تو که باشد آزمایشͬ همان این شاید مͬ�گویم: خود با زندگیم سخت لحظات در همیشه خدایا،

به مرا خدا ای پس بسازی، برایم زندگͬ از زیبایی تصویر مͬ�خواهͬ ͷتاری پرده�ی این پشت در

بیاموز. صبوری و بیازما توانم اندازه�ی

بدانم و نیست بیش ندانستنͬ تو لایتناهͬ دانش مقابل در دانسته�هایم کنم، قبول تا کن ͷکم من به

تو، یاری به جز قطره ͷی اندازه�ی به حتͬ را همه آن و مͬ�دانم من که آنͬ از بیشتر تو دانایی که

نمͬ�توانم. دانستن

ඵزدارمو ৯دارم...ૡঙه وਠमی೯ච໔دا

ඵزدارم...৯دارم. ૡঙه وਠमی೯ච໔دا



ث

චاری... ণپاس໋�

موجودی را آن محصول و اسرار از پر را هستͬ که سزاست را آفرینͬ جهان بی�پایان، سپاس

تحقیق آن درباره چه هر و آفرینشخداست کتاب طبیعت است. داده قرار انسان نام به اسرارآمیزتر

به فراوان صلوات و سلام و مͬ�کند تجلͬ بیشتر آن اسرار و رموز گیرد انجام بیشتری مطالعه و

جاودان روشنایی و سعادت دنیای به را بشریت که محمد(ص)، حضرت آدم، فرزندان ستوده�ترین

فرمود. رهبری

حمايتهای از مͬ�دانم واجب برخود است شده آماده حاضر، پایان�نامه�ی که الهͬ لطف پاس به اينک

سپاس�گزاری غفاری�حدیقه علیرضا دكتر آقای جناب راهنمایم، استاد مساعدت�های و بی�دريغ

نمايم.

فرمودند زحمت قبول كه سپاسͽزارم الاسلامͬ، شیخ محمود دکتر و خیرفام بهروز دكتر آقایان از

گرفتند. برعهده را تحقيق اين داوری و

بی�پایان�شان، دلͽرمͬ�های و بی�دریغ پاسکم�ͷهای به عزیزم، مادر و پدر از مͬ�کنم تشͺر همچنین

زیر توانستم که تحصیلم، دوران اساتید همه�ی دستان بر مͬ�زنم بوسه و بودند من پشتیبان بهترین که

افتخار مایه روزی که باشد بردارم، قدم دانش و علم کسب راه در صبوری�هایشان و مهربانͬ سایه

پایه، علوم دانشͺده مسئولین کلیه نیز و ریاضͬ گروه گران�مایه اساتید دیͽر از همچنین باشم. آنها

نمایم. مͬ قدردانͬ آذربایجان، معلم تربیت دانشͽاه

بیاض عارفه

١٣٩٠ ماه مهر
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٢٧. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرادیان. روش -الͽوریتم ͷی الͽوریتم

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاگرانژی دوگان مساله حل برای زیرگرادیان -الͽوریتم دو الͽوریتم

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . جایͽزین دوگان مساله حل برای برشͬ صفحه -الͽوریتم سه الͽوریتم
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+ مجموعه
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ν(Q).......................................................................... Q مساله بهینه مقدار

Ω(Q)......................................................... Qمساله بهینه جواب�های مجموعه

ذ



چͺیده

از بعضͬ یا تمام آن در که است بهینه�سازی مساله از نوع ͷی (IP ) صحیح بهینه�سازی مساله

و شاخه �برشͬ، صفحه مانند حلͬ روش�های هستند. بودن صحیح به ملزم �تصمیم متغیرهای

یا است، نقص�هایی دارای روش�ها این که شده�اند ارائه صحیح بهینه�سازی مسائل برای کران،...

برای کارایی الͽوریتم هیچ حال به تا و است نمایی آن�ها اجرای زمان یا مͬ�کنند تولید تقریبی جواب

دوگان اینکه به توجه با باشد. چندجمله�ای آن�ها اجرای زمان که است نشده ابداع مسائل نوع این

بهینه�سازی است، اهمیت حائز اولیه مساله برای کران�هایی یافتن لحاظ به بهینه�سازی مساله ͷی

و شاخه روش در که مͬ�کند تولید بهینه هزینه برای کران�هایی و دارد دوگانͬ نظریه نیز صحیح

در که شده�اند ارائه مسائل نوع این برای متعددی دوگان�های مͬ�گیرند. قرار استفاده مورد کران

شرح را صحیح بهینه�سازی مسائل برای شده ارائه جایͽزین و لاگرانژی دوگان�های پایان�نامه این

سال�ها ریاضͬ�دانان که مطالعاتͬ به توجه با مͬ�کنیم. مقایسه هم با را دوگان دو این و مͬ�دهیم

کران از �جایͽزین دوگان از شده تولید کران که، آمده به�دست نتایج این داده�اند انجام زمینه این در

دوگانͬ قضیه همچنین است. بیشتر �جایͽزین دوگان محاسبات اما است بهتر لاگرانژی دوگان

دوگان دو هر برای کلͬ، حالت در �قوی دوگانͬ قضیه اما است برقرار دوگان دو هر در �ضعیف

بیان تفصیل به پایان�نامه این در که دارند وجود دوگان دو این بین دیͽری روابط نیست. برقرار

شد. خواهد

دوگان �لاگرانژی، دوگان تخفیف�یافته، مساله صحیح، بهینه�سازی مساله کلیدی: کلمات

�جایͽزین.

ر



پیشͽفتار

افزایش و خودی ارتش هزینه کاهش منظور به دوم، جهانͬ جنگ طͬ در خطͬ بهینه�سازی

١٩٣٩ سال در ١ کانترویچ نام به روسͬ ریاضͬ�دان ͷی یافت. گسترش دشمن، خسارت

بود. سری صورت به ١٩۴٧ سال تا موضوع این کرد[٢۴]. ابداع را خطͬ بهینه�سازی مساله

ارائه ١٩۴٧ سال در ٢ ͷدانتزی توسط سادک روش نام به مسائل، نوع این برای حلͬ روش

دیͽری حل روش�های کرد[٣٢]. مطرح را دوگانͬ نظریه ٣ نیومن سال همان در شد[٨]و

سال در ۴ کارمارکار توسط �درونͬ نقطه روش�های نام به خطͬ بهینه�سازی مساله برای

صحیح بهینه�سازی مساله بهینه�سازی، مسائل انواع از ͬͺی .[٢٠] است شده ارائه ١٩٨۴

مساله هستند. بودن صحیح به مقید تصمیم متغیرهای تمامͬ یا بعضͬ آن در که است

و هدف تابع اینکه به بسته مͬ�شود ͷتفکی غیرخطͬ و خطͬ نوع دو به صحیح بهینه�سازی

باشند. غیرخطͬ یا خطͬ مساله قیود

است: زیر شرح به شده�اند ارائه مسائل نوع این برای که حل روش چند

۵ گاموری صفحه�برشͬ روش روش، این انواع از ͬͺی : صفحه�برشͬ روش -١

ابداع گاموری توسط ١٩۵٨ سال در که است خاتمه�پذیر الͽوریتم اولین روش این است.

.[١٨ ،١٧] است شده
١L.V.Kantorovich
٢George B.Dantzig
٣V.Neumann
۴N.Karmarkar
۵Gomory

ز



س پیشͽفتار

مجموعه بررسͬ برای پیشروی و تقسیم روند از روش این : کران و شاخه روش -٢

استفاده بهینه هزینه بر موجود کران�های از و مͬ�کند استفاده صحیح شدنͬ جواب�های

.[٣۶ ،۵] نکند بررسͬ را صحیح شدنͬ جواب�های مجموعه از معینͬ قسمت�های تا مͬ�کند

وجود مͬ�کند حل دنباله�ای طور به را مسائل که �پویا برنامه�ریزی روش مانند دیͽری روش

دارند: نقص دو موجود الͽوریتم�های همه�ی اما . [۴ ،٣] دارد

مͬ�آورند. وجود به تقریبی جواب ͷی فقط این�که یا است نمایی آن�ها اجرای زمان یا

ͷی دوگان دارد. مرکزی نقش خطͬ بهینه�سازی در �دوگانͬ نظریه مͬ�دانید که همان�طور

است. اهمیت حائز اولیه مساله برای کران�هایی یافتن لحاظ به خطͬ بهینه�سازی مساله

مͬ�کند، تولید هدف تابع برای کران�هایی و دارد �دوگانͬ نظریه ͷی نیز صحیح بهینه�سازی

نوع این برای متعددی دوگان�های مͬ�گیرند. قرار استفاده مورد کران و شاخه روش در که

دوگان�های مͬ�پردازیم. دوگان�ها این از برخͬ معرفͬ به قسمت این در که شده�اند ارائه مسائل

است: زیر شرح به صحیح بهینه�سازی مسائل برای شده ارائه

.[١۴ ،١٢ ،١١] �لاگرانژی دوگان -١

.[٣٠ ،١۵] �جایͽزین دوگان -٢

.[٣٧ ،٧] �ابرجمعͬ دوگان -٣

دو این بین ارتباط و مͬ�دهیم شرح را جایͽزین دوگان و لاگرانژی دوگان پایان�نامه این در

مͬ�کنیم. بیان را دوگان

: �لاگرانژی دوگان

توسط بار اولین صحیح، بهینه�سازی مسائل برای �لاگرانژی دوگان نظریه� اصلͬ ویژگͬ�های

صحیح بهینه�سازی برای لاگرانژی روش�های .[١١] شده�است بیان ١٩۶٣ سال در ۶ اورت

،[١٢]٩ فیشر شاپیرو٨[۶]، و ٧ بل توسط ١٩٨١ تا ١٩٧۴ سال از گسترده طور به خطͬ،
۶Everett
٧Bell
٨Shapiro
٩Fisher



ش پیشͽفتار

روش کاربرد از بررسͬ ͷی است. شده مطالعه [١۴]١٠ ژئوفرین و [١٣] شاپیرو و فیشر

لاگرانژی تخفیف�یافته ویژگͬ�های است. شده� بیان [٣٣] در بهینه�سازیصحیح در لاگرانژی

استفاده است. شده بررسͬ [٩] در محدب صحیح بهینه�سازی مسائل خطͬ قیدهای برای

همچنین است. شده ارائه [١٩] در صحیح بهینه�سازی مسائل حل برای زیرگرادیان روش از

است. شده بیان [٣۴] در ناهموار محدب مسائل کمینه�سازی برای زیرگرادیان روش�های

: �جایͽزین دوگان

١٩۶٨ سال در ١١ لئونبرگر توسط پیوسته بهینه�سازی مسائل برای ابتدا �جایͽزین دوگان

دوگان همچنین است. شده مطرح [١۵] ١٩٧٠ سال در ١٣ پیرسͺلا و ١٢ گرینبرگ و [٣٠]

مͬ�توان است. رفته کار به [٢٣ ،٢٢ ،١۶] در خطͬ صحیح بهینه�سازی برای �جایͽزین

یافت. [٣۵ ،١٠] در را خطͬ صحیح بهینه�سازی برای جایͽزین دوگان جستجوی روش�های

است. شده بیان [٢۵] در نیز زیرگرادیان پایه بر دوگان جستجوی برای همͽرا روش ͷی

سال در ١۴ کاروان توسط که دارند وجود �جایͽزین دوگان و �لاگرانژی دوگان بین روابطͬ

استفاده متعددی مقالات و کتاب�ها از پایان�نامه این در .[٢١] است شده مطرح ١٩٧٩

است. شده استفاده مستقیم طور به [٢١ ،۵ ،٢۶] مراجع از ویژه به است شده

دوگان دوم فصل در است. مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف شامل پایان�نامه این اول فصل

چهارم فصل در مͬ�کنیم. بیان سوم فصل در را جایͽزین دوگان و مͬ�دهیم شرح را لاگرانژی

و نتایج پنجم فصل مͬ�کنیم. اشاره جایͽزین و لاگرانژی دوگان�های بین روابط برخͬ به

�مͬ�کنیم. بیان را داد انجام مͬ�توان پایان�نامه این تکمیل در که کارهایی

١٠Geoffrion
١١Luenberger
١٢Greenberg
١٣ Pierskalla
١۴Mark H. Karwan



١ فصل

مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه

خطͬ بهینه�سازی ١.١

(یا کمینه�سازی خطͬ، بهینه�سازی مͬ�کنیم. معرفͬ را (LP ) خطͬ بهینه�سازی بخش این در

ͷی است. خطͬ نامعادله یا و معادله صورت به قیدهایی با خطͬ �هدف تابع ͷی بیشینه�سازی)

است: زیر شͺل به اولیه استاندارد خطͬ بهینه�سازی مساله

min cTx
s.t. Ax = b,

x ≥ ٠,
(LP)

.b ∈ Rm و c, x ∈ Rn و A ∈ Rm×n طوری�که به

کامل رتبه Am×n ماتریس به است. کامل رتبه از A ماتریس و m < n که است ذکر به لازم

کند Axصدق = b قید در که را x ≥ ٠ بردار هر . rank (A) = min{m,n} هرگاه مͬ�شود گفته

و �شدنͬ ناحیه یا شدنͬ مجموعه�ی را شدنͬ جواب�های همه�ی مجموعه گویند. �شدنͬ جواب ͷی

کند، کمینه را �هدف تابع که را x∗ �شدنͬ جواب ͷی مͬ�نامند. هزینه تابع یا �هدف تابع را cTx تابع

گویند. �بهینه هزینه را cTx∗ و �بهینه جواب ͷی

جواب مساله به�طوری�که باشند، ناسازگار محدودیت�ها خطͬ، بهینه�سازی مساله�ی ͷی در اگر

مͬ�شود. نامیده نشدنͬ مساله �صورت این در باشد)، تهͬ �شدنͬ ناحیه�ی (یا باشد نداشته �شدنͬ

بی�کران متناظر �شدنͬ ناحیه روی خطͬ بهینه�سازی مساله ͷی �هدف تابع که حالتͬ در همچنین

مͬ��شود. نامیده کران�دار �صورت، این غیر در و بی�کران مساله باشد،

١



٢ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

خلاصه زیر در پیشمͬ�آیند، خطͬ بهینه�سازی مسائل در که ممͺن حالت�های همه کلͬ، طور به

مͬ�شود:

است. فرد به منحصر و دارد وجود بهینه جواب فرد: منحصربه �بهینه جواب وجود .١

تابع بهینه مقدار اما نامتناهͬ �بهینه جواب�های مجموعه : دگرین متناهͬ �بهینه جواب وجود .٢

است. متناهͬ �هدف

است. نامتناهͬ بهینه مقدار و بی�کران �شدنͬ ناحیه : نامتناهͬ بهینه جواب� وجود .٣

است. تهͬ �شدنͬ ناحیه شدنͬ: جواب وجود عدم .۴

ͷی A آن در که مͬ�شود گفته یͷچندوجهͬ {x ∈ Rn : Ax ≥ b} مجموعه�ی به .١.١ تعریف

صورت به مجموعه�ای ویژه، به است. Rm در برداری b و m× nماتریس

{x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ ٠}

ͷی �شدنͬ مجموعه بنابراین مͬ�گوییم. استاندارد چندوجهͬ آن به که است چندوجهͬ ͷی نیز

است. چندوجهͬ ͷی خطͬ، بهینه�سازی مساله

مͬ�گوییم X �راسͬ یͷنقطه را x ∈ X بردار است. چندوجهͬ ͷی X کنید فرض .٢.١ تعریف

�که طوری به یافت را λ ∈ (٠,١) عدد و ، x از متمایز دو هر ، X در z و y بردارهای نتوان هرگاه

. x = λy + (١ − λ)z

: است شده تعریف زیر نامعادله و معادله قیدهای با که بͽیرید نظر در را X ⊂ Rn چندوجهͬ

(
ai
)T

x ≥ bi , i ∈ M١(
ai
)T

x ≤ bi , i ∈ M٢(
ai
)T

x = bi , i ∈ M٣

، k = ١,٢,٣ و i ∈ Mk برای که هستند اندیس�ها از متناهͬ M٣مجموعه�هایی ،M٢ ،M١ که

است. عدد ͷی bi و Rn در برداری ai



٣ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

آن�گاه کند، M٣,M٢,M١صدق در i بعضͬ به�ازای
(
ai
)T

x = bi در x∗ بردار اگر .٣.١ تعریف

مͬ�گوییم. فعال یا موثر x∗ در را متناظر قید

مشخص مجهول n و معادله n یͷدستگاه در x∗ آن�گاه باشد داشته وجود x∗ در قیدموثر n اگر

مستقل�خطͬ آن معادله n اگر تنها و اگر دارد فرد منحصربه جواب ͷی دستگاه این مͬ�کند. صدق

باشند.

عضوی x∗ و شده تعریف نامعادله و معادله قیدهای با X چندوجهͬ کنید فرض .۴.١ تعریف

و باشند فعال معادله قیدهای همه هرگاه، مͬ�گوییم �پایه�ای جواب ͷی را x∗ بردار است. Rn از

جواب ͷی x∗ اگر باشد. داشته وجود مستقل�خطͬ قید n هستند فعال x∗ در که قیدهایی بین در

مͬ�گوییم. پایه�ای �شدنͬ جواب ͷی را آن آن�گاه کند، صدق قیدها همه در که باشد �پایه�ای

گزاره�های صورت این در .x∗ ∈ X و است ناتهͬ چندوجهͬ ͷی X کنید فرض [۵] .١.١ قضیه

ارزند: هم زیر

است. چندوجهͬ راس ͷی x∗ الف-

است. چندوجهͬ �پایه�ای �شدنͬ جواب ͷی x∗ ب-

تعداد فقط �صورت این در بͽیرید. نظر در خطͬ معادله و نامعادله قید متناهͬ تعداد .١.١ نتیجه

دارد. وجود �پایه�ای شدنͬ یا پایه�ای جواب� متناهͬ

بͽیرید. نظر در x ∈ Rn برحسب خطͬ معادله و نامعادله قید (m+ n) شامل دستگاهͬ برهان.

ͷی فعال، خطͬ مستقل قید n هر چون دارد. وجود فعال خطͬ مستقل قید n پایه�ای، جواب هر در

مجموعه�های با متناظر باید متمایز، پایه�ای جواب�های پس مͬ�کند، تولید را فرد منحصربه نقطه

به کراندار بالا از پایه�ای جواب�های تعداد بنابراین باشند. فعال خطͬ مستقل قید n شامل مختلفͬ

است. متناهͬ عدد ͷی که است قید (m+ n) از قید nانتخاب راه�های تعداد

�شدنͬ یͷجهت را d ∈ Rn بردار .x ∈ X و باشد چندوجهͬ ͷی X کنید فرض .۵.١ تعریف

.x+ θd ∈ X طوری�که به باشد داشته� وجود θ مانند مثبتͬ عدد هرگاه مͬ�گوییم x در



۴ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

ͷی d آن در که است {x٠ + λd : λ ≥ ٠} شͺل به نقاط مجموعه�ی ، یͷشعاع .۶.١ تعریف

است. شعاع جهت d و شعاع راس x٠ ، ناصفر بردار

خطͬ ترکیب صورت به را آن نتوان که است مجموعه از جهتͬ مجموعه، ͷی �راسͬ جهت

آن جهت که �محدب مجموعه ͷی در شعاعͬ هر به نوشت. X در متمایز شدنͬ جهت دو از مثبتͬ

مͬ�شود. گفته راسͬ شعاع است، راسͬ

ناتهͬ چندوجهͬ ͷی X = {x : Ax ≤ b, x ≥ ٠} کنید فرض نمایش)[١] (قضیه .٢.١ قضیه

علاوه است. x١, ..., xk مانند بردار، متناهͬ تعداد دارای و ناتهͬ �راسͬ نقاط مجموعه پس است.

باشد، Xبی�کران اگر باشد. Xکراندار اگر تنها و اگر است تهͬ راسͬ جهت�های مجموعه این، بر

است. d١, ..., dl مانند بردار، متناهͬ تعداد دارای و است ناتهͬ راسͬ جهت�های مجموعه آن�گاه

ترکیب و x١, ..., xk از محدبی ترکیب صورت به بتوان را آن اگر تنها و اگر x ∈ X این، بر علاوه

اگر تنها و اگر x ∈ X یعنͬ نوشت. d١, ..., dl از نامنفͬ

x =

k∑
j=١

λjx
j +

l∑
i=١

µid
i,

k∑
j=١

λj = ١,

λj ≥ ٠, j = ١, ..., k , µi ≥ ٠, i = ١, ..., l.

دوگانͬ نظریه ٢.١

دیͽری خطͬ بهینه�سازی مساله و مͬ�کنیم شروع اولیه خطͬ بهینه�سازی مساله ͷی با بخش، این در

و مͬ�پردازد مساله دو این بین ارتباط به �دوگانͬ، نظریه مͬ�سازیم. گویند، �دوگان مساله آن به که را،

مͬ�سازد. روشن را خطͬ بهینه�سازی درونͬ ساختار



۵ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

بͽیرید: نظر در را زیر خطͬ بهینه�سازی اولیه مساله

min cTx
s.t. Ax = b,

x ≥ ٠.
(LP)

است: زیر شͺل به مساله این دوگان

max bT y
s.t. AT y + z = c,

z ≥ ٠,
(D)

را (y, z) بردار هر ،(D) �دوگان مساله در .b, y ∈ Rm و c, x, z ∈ Rn و A ∈ Rm×n آن�ها در که

مͬ�نامند. دوگان شدنͬ جواب ͷی کند صدق AT y + z = c قید در و z ≥ ٠ که

بیان را دوگانͬ خاصیت اولین است، شده نامیده �ضعیف دوگانͬ قضیه�ی که بعدی قضیه�ی

مͬ�کند.

جواب ͷی (y, z) بردار و (LP ) مساله برای �شدنͬ جواب ͷی x بردار اگر [٣۶] .٣.١ قضیه

.bT y ≤ cTx آن�گاه باشد، (D) مساله برای �شدنͬ

است. اولیه مساله�ی بهینه هزینه برای پایین کران� ͷی دوگان، جوابشدنͬ هر ،٣.١ قضیه طبق

�شدنͬ جواب هر و x اولیه �شدنͬ جواب هر ،برای bT y و cTx تفاضل از که مثبتͬ حقیقͬ عدد به

مͬ�شود. گفته �دوگانͬ شͺاف مͬ�آید، به�دست (y, z) دوگان

مͬ�کنیم. بیان �قوی دوگانͬ قضیه�ی عنوان با را دوگانͬ خاصیت دومین ادامه، در

جواب هم (D) مساله�ی آن�گاه باشد، داشته �بهینه جواب (LP ) مساله�ی اگر [٣۶] .۴.١ قضیه

برابرند. هم با مساله دو هر �هدف تابع بهین مقدارهای و دارد �بهینه

نشدنͬ مساله اگر تنها و اگر است تهͬ بهینه جواب�های مجموعه خطͬ، بهینه�سازی مساله�ی در

مͬ�شود. استنتاج �قوی دوگانͬ قضیه�ی از بعدی نتایج باشد. بی�کران یا و


