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چͺیده
غیرخطͬ �سازی بهینه متنوع مسائل حل برای قدرتمند ابزاری هندسͬ برنامه�ریزی
مهندسͬ طراحͬ مسائل در هندسͬ برنامه�ریزی کاربردهای از بسیاری مͬ�آورد. فراهم
پارامترها اگر هستند. نادقیق مسئله، پارامترهای مسائل، این در اغلب که مͬ�باشد؛
بود. خواهد بازه�ای نیز هدف تابع مقدار اینصورت در باشند؛ بازه�ای مسئله، ͷی در
بازه�ای هندسͬ برنامه�ریزی مسائل در هدف تابع مقدار آوردن بدست رساله، این هدف
همچنین و قیود ضرایب هزینه�ها، هدف، تابع در تصمیم متغیرهای توان�های که است
ͷی به را بازه�ای هندسͬ برنامه�ریزی مسئله ابتدا باشند. بازه�ای اعداد (RHS) منابع
زوج دو�گانͬ، قضیه براساس سپس و کرده تبدیل سطحͬ دو ریاضͬ برنامه�ریزی زوج
مͬ�کنیم تبدیل متعارف هندسͬ برنامه�ریزی زوج ͷی به را سطحͬ دو ریاضͬ برنامه�ریزی
بدست هندسͬ برنامه�ریزی زوج این حل با را هدف تابع مقدار پایین و بالا کران�های و

مͬ�آوریم.



یਪھا৩هآૡঙଘمقدৎ
ਗیऒواঘندசداষند



೯دایا...١
گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم حسرت است،

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود
بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای به
هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست رهایͬ
را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که
در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من، نͽاه
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری بͬ�پاداش،
در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود، خوبͬ بͬ�ریا، ایمان

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن دوست و جمعیت، انبوه

اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت
৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�
پله�ای باردیͽر تا داد یاری�ام آموختن نشیب و پرفراز راه پیمودن در که را خدای سپاس
خداوندیش بیͺران الطاف پرتو در که ͷاین نمایم. طͬ را دانش و علم از ͷکوچ هرچند
یاری آن انجام در مرا که عزیزانͬ همه�ی از مͬ�دانم لازم خود بر رسیده، پایان به تحقیق این

نمایم. تشͺر و تقدیر نموده�اند،
منصور دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
این ایشان، ارزنده��ی راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه سراج

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه
فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که صادقͬ حبیبه دکتر خانم سرکار از
کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی آماده در و

دارم. را امتنان
در که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه مهربانم اساتید تمامͬ از که مͬدانم لازم همچنین
و داده قرار عنایت و لطف مورد مرا خود شائبهی بͬ کم�ͷهای با تحصیل طول تمامͬ

آوردهاند. فراهم اینجانب پیشرفت برای را زمینه
یاوری همواره زندگͬ دشواری�های و سختͬ�ها در که مهربانم و عزیز مادر و پدر از پایان، در
و پرمهر دستان بر بوسه و سپاسͽزارم بوده�اند، برایم مطمئن و محͺم پشتیبانͬ و دلسوز

مͬ�نهم. محبتشان
صمیمانه بوده�اند پشتیبانم علمͬ کارهای همه�ی در مهربانͬ و صبر با که عزیزم، همسر از
وجود که عزیزم، برادر و خواهر دل�گرمͬ�های و بودن�ها از و مͬ�کنم؛ قدردانͬ و تشͺر

مͬ�کنم. تشͺر است، خودباوری�هایم تͺیه�گاه پرمهرشان

۱۳۹۳زඅඔࢋड़و१وی



مطالب فهرست

١ پیشͽفتار

٢ هندسͬ ریزی برنامه ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
٣ . . . . . . . . . . . . . حسابͬ-هندسͬ میانͽین نامساوی و تحدب ٢.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامقید هندسͬ ریزی برنامه ٣.١
٩ . . . . . . . . . نامقید هندسͬ برنامه�ریزی مسأله حل روش ١.٣.١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقید هندسͬ برنامه�ریزی ۴.١
١۶ . . . . . . . . . . . دوگان و اولیه مقید هندسͬ برنامه�ریزی ١.۴.١
١٨ . . . . . . . . . . . . هندسͬ ریزی برنامه دوگان های قضیه ٢.۴.١
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . هندسͬ ریزی برنامه مسائل سختͬ درجه ۵.١

٣٣ بازه�ها حساب ٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حقیقͬ بازه�های ٢.٢
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . بازه�ها حساب از عملͽرهایͬ ١.٢.٢
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازه�ای بردارهای ٣.٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازه�ای ماتریس�های ۴.٢
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازه�ها حساب جبری خاصیت ۵.٢

۴۶ بازه�ای پارامترهای با هندسͬ برنامه�ریزی ٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازه�ای هندسͬ برنامه�ریزی ٢.٣

ج



چ مطالب فهرست

۴٨ دوسطحͬ ریاضͬ مسئله زوج به بازه�ای هندسͬ برنامه�ریزی مسئله تبدیل ٣.٣
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازه�ای هدف مقدار ۴.٣
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هدف تابع بالای کران ١.۴.٣
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هدف تابع پایین کران ٢.۴.٣
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال�های ۵.٣

۶٧ مراجع

۶٩ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

٧٨ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه



پیشͽفتار

دارد. وجود کارآمدی روشهای دقیق، پارامترهای با هندسͬ برنامه�ریزی مسائل حل در

روشهایͬ باید نیستند؛ دقیق اعداد همواره مسئله پارامترهای واقعͬ، دنیای در ازآنجائیͺه اما

[٢٣] از برگرفته که رساله این در باشند. مسائل گونه این حل به قادر که کرد معرفͬ را

را بازه�ای پارامترهای با هندسͬ برنامه�ریزی مسائل حل جهت روشͬ مͬ�خواهیم مͬ�باشد،

بازه�ها حساب و هندسͬ برنامه�ریزی مبحث دو با باید آن از قبل اما دهیم. قرار بررسͬ مورد

فصل در و مͬ�پردازیم هندسͬ برنامه�ریزی معرفͬ به اول فصل در ابتدا باشیم. داشته آشنایͬ

مͬ�باشد، رساله این کار اساس که سوم فصل در مͬ�کنیم. معرفͬ را بازه�ها حساب دوم

مسئله پارامترهای از ͬͺی حداقل زمانیͺه بازه�ای، هدف مقدار که مͬ�کنیم بررسͬ را روشͬ

مسئله پارامترهای از ͬͺی حداقل اگر اینͺه به توجه با مͬ�کند. محاسبه را باشد بازه�ای عدد

جهت راهͺاری روش این لذا بود. خواهد بازه�ای عدد نیز هدف تابع باشد، بازه�ای عدد

ͷی به را بازه�ای هندسͬ برنامه�ریزی مسئله ابتدا مͬ�باشد. بازه�ای هدف تابع محاسبه�ی

زوج این دوگانͬ، قضیه براساس سپس و کرده تبدیل سطحͬ دو ریاضͬ برنامه�ریزی زوج

در مͬ�کند. تبدیل متعارف هندسͬ برنامه�ریزی زوج ͷی به را دوسطحͬ ریاضͬ برنامه�ریزی

هدف، مقدار پایین و بالا کران�های محاسبه�ی و هندسͬ برنامه�ریزی زوج این حل با پایان

مͬ�شود. حاصل بازه�ای هدف مقدار



١ فصل

هندسͬ ریزی برنامه

مقدمه ١.١

غیرخطͬ ریزی برنامه مسائل از رده�ای برای کارا و جالب نسبتاً روش هندسͬ، ریزی برنامه

تابع بهینه مقدار ابتدا زیرا است. متفاوت بهینه�سازی روشهای سایر با روش این است.

در بار اولین برای روش این اساس و پایه مͬ�آید. بدست متغیرها بهینه مقدار سپس و هدف

طراحͬ در آنها اهداف بیشتر و گردیده مطرح پترسون٣ و دافین٢ زینر١، توسط ١٩۶۴ سال

حسابͬ-هندسͬ نامساوی پایه بر هندسͬ ریزی برنامه اساس است. گرفته شͺل مهندسͬ

و است گردیده مطرح حسابͬ-هندسͬ میانͽین نامساوی ابتدا فصل، این در لذا مͬ�باشد؛

شͺل فصل، پایان قسمت در مͬ�گردد. معرفͬ مقید) و (نامقید هندسͬ ریزی برنامه سپس

مͬ�شود. بیان دوگانͬ قضایای همچنین و دوگان و اولیه مسئله کلͬ
١Zener
٢Duffin
٣Peterson

٢



٣ حسابͬ-هندسͬ میانͽین نامساوی و تحدب .٢.١

حسابͬ-هندسͬ میانͽین نامساوی و تحدب ٢.١

ریاضͬ پایه تمام مͬ�توانیم تحدب از استفاده با است. ریاضیات غنͬ مباحث از ͬͺی تحدب

بسازیم. را هندسͬ ریزی برنامه بنام سازی بهینه مسائل از مهم رده ͷی برای

( محدب مجموعه ) .١.٢.١ تعریف

y و x مفروض نقطه دو هر ازای به هرگاه گویند محدب مجموعه�ی را C ⊆ Rn مجموعه�

باشیم داشته λ ∈ [٠,١] هر برای و C در

(λx+ (١− λ)y )∈ C

( محدب تابع ) .٢.٢.١ تعریف

تابع را f باشد. تابع ͷی f : C −→ R و C ⊆ Rn محدب، مجموعه�ای C کنید فرض

باشد. برقرار زیر رابطه λ ∈ [٠,١] هر برای و x, y ∈ C هر به�ازای اگر گویند محدب

f(λx+ (١− λ)y) ⩽ λf(x) + (١− λ)f(y) (١.١)

f(x) تابع آنͽاه باشند، اکید بطور ، λ ∈ (٠,١) و متمایز y و x به�ازای بالا، نامساوی اگر

است. محدب اکیداً

محدب تابع :١.١ شͺل



۴ هندسͬ ریزی برنامه .١

مͬ�دهند. دست به محدب توابع تعیین برای کارا روش ͷی بعدی قضیه دو

Rn از C باز و محدب زیرمجموعه بر f(x) تابع دوم مرتبه مشتق کنید فرض .٣.٢.١ قضیه

C بر f(x) آنͽاه باشد (مثبت) نامنفͬ ، C بر f(x) تابع دوم مرتبه مشتق اگر باشد. پیوسته

است. آمده [١] در قضیه این اثبات است. اکید) (محدب محدب

C محدب زیرمجموعه بر محدب توابعͬ fi(x) , i = ١,٢, · · · , k اگر الف) .۴.٢.١ قضیه

تابع آنͽاه باشند، Rn از

f(x) =
k∑

i=١
fi(x)

f(x) آنͽاه باشد، اکید محدب C بر ها fi(x) از ͬͺی حداقل اگر بعلاوه، است. محدب نیز

است. اکید محدب نیز

α اگر و باشد Rn از C محدب زیرمجموعه بر اکید) (محدب محدب تابعͬ f(x) اگر ب)

است. اکید) (محدب محدب C بر نیز αf(x) آنͽاه باشد مثبتͬ عدد

اگر و باشد Rn از C محدب زیرمجموعه بر اکید) (محدب محدب تابعͬ f(x) اگر پ)

آنͽاه باشد R در f(x) برد بر اکید) (صعودی صعودی محدب تابع ͷی ، h(y) ; y ∈ R

آمده [١] در قضیه این اثبات است. اکید) (محدب محدب C بر نیز h(f(x)) آنها، ترکیب

است.

C محدب زیرمجموعه بر شده تعریف محدب تابع ͷی f(x) کنید فرض .۵.٢.١ قضیه

x١, x٢, · · · , xk اگر و باشند ͷی مجموع با نامنفͬ اعداد λ١, λ٢, · · · , λk اگر باشد. Rn از

آنͽاه باشند C در نقاطͬ

f

(
k∑

i=١
λi xi

)
⩽

k∑
i=١

λi f(xi) (٢.١)

برقرار (٢.١) در تساوی آنͽاه باشند مثبت ها λi همه� و باشد اکید محدب C بر f(x) اگر

باشند. مساوی ها xi اگر تنها و اگر است



۵ حسابͬ-هندسͬ میانͽین نامساوی و تحدب .٢.١

ازای به که داریم توجه کرد. اثبات k روی استقرا از استفاده با مͬ�توان را قضیه این برهان.

قضیه دوم قسمت حالت، این در و است محدب تابع تعریف همان (٢.١) رابطه ، k = ٢

نشان k = ٣ برای را استقرا اصلͬ گام فقط لذا مͬ�شود. نتیجه اکید تحدب از بلافاصله

ͷی مجموع با نامنفͬ اعداد λ١, λ٢, λ٣ و C در نقاطͬ x١, x٢, x٣ کنید فرض مͬ�دهیم.

دست به اکید تحدب یا تحدب تعریف از بلافاصله (٢.١) آنͽاه باشد λ٣ = ٠ اگر باشند.

بنابراین مͬ�یابد. تقلیل C از نقطه دو محدب ترکیب به λ١x١ + λ٢x٢ + λ٣x٣ چون مͬ�آید؛

چون حالت، این در باشد. λ٣ ̸= ٠ مͬ�کنیم فرض

z =
λ٢

λ٢ + λ٣
x٢ +

λ٣
λ٢ + λ٣

x٣

نقطه دو محدب ترکیب نیز λ١x١ + (λ٢ + λ٣)z چون و است C از نقطه دو محدب ترکیب

پس است، C از

f(λ١x١ + λ٢x٢ + λ٣x٣) = f(λ١x١ + (λ٢ + λ٣)z)

⩽ λ١f(x١) + (λ٢ + λ٣)f(z)

= λ١f(x١) + (λ٢ + λ٣)f

(
λ٢

λ٢ + λ٣
x٢ +

λ٣
λ٢ + λ٣

x٣

)
⩽ λ١f(x١) + (λ٢ + λ٣)

(
λ٢

λ٢ + λ٣
f(x٢) +

λ٣
λ٢ + λ٣

f(x٣)

)
= λ١f(x١) + λ٢f(x٢) + λ٣f(x٣)

است. برقرار k = ٣ ازای به قضیه، اول قسمت بنابراین

آنͽاه باشد، اکید محدب f(x) اگر که مͬ�کنیم ملاحظه قضیه، دوم قسمت اثبات برای

اگر تنها و اگر است برقرار فوق نامساوی اولین در تساوی

x١ = z =
λ٢

λ٢ + λ٣
x٢ +

λ٣
λ٢ + λ٣

x٣

پس باشد. x٢ = x٣ اگر تنها و اگر است برقرار دوم نامساوی در تساوی و

f(λ١x١ + λ٢x٢ + λ٣x٣) = λ١f(x١) + λ٢f(x٢) + λ٣f(x٣)
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باشد. برقرار x١ = x٢ = x٣ اگر تنها و اگر

امر این از غیرخطͬ ریزی برنامه و هستند مهم ریاضیات زمینه�های اکثر در نامساویها

به مناسبͬ محدب توابع انتخاب با مͬ�توان را مهم نامساویهای از بعضͬ نیست. مستثنͬ

نامساوی این مͬ�شود؛ نامیده حسابͬ-هندسͬ نامساوی نامساویها، این از ͬͺی آورد. دست

استفاده با آنها حل که است معینͬ عملͬ سازی بهینه مسایل حل برای مفیدی خیلͬ ابزار

ریاضͬ پایه نامساوی این درواقع، مͬ�باشد. مشͺل عمومͬ ریاضیات بر ͬͺمت روشهای از

است. هندسͬ ریزی برنامه بنام سازی بهینه مسأله ͷی حل روند

( حسابͬ�هندسͬ میانͽین نامساوی ) .۶.٢.١ قضیه

باشند ͷی مجموع با مثبتͬ اعداد λ١, λ٢, · · · , λn و مثبت حقیقͬ اعداد x١, x٢, · · · , xn اگر

آنͽاه
n∏

i=١
xλi
i ⩽

n∑
i=١

λi xi (٣.١)

مͬ�باشد. برقرار

باشند. x١ = x٢ = · · · = xn که است برقرار وقتͬ تنها و وقتͬ تساوی

با x١, x٢, · · · , xn از وزنͬ هندسͬ میانͽین را (٣.١) نامساوی چپ سمت حاصلضرب

حسابͬ میانͽین را نامساوی این راست سمت حاصلجمع و نامیده λ١, λ٢, · · · , λn وزنهای

مͬ�نامیم. λ١, λ٢, · · · , λn وزنهای با x١, x٢, · · · , xn وزنͬ

را زیر تابع ابتدا کرد. ثابت تحدب خواص گرفتن نظر در با مͬ�توان را قضیه این برهان.

مͬ�گیریم. نظر در

f(x) = −lnx; x > ٠

بنابراین، است. اکید محدب تابعͬ f(x) لذا f ′′
(x) =

١
x٢

> ٠ چون ، ٣.٢.١ قضیه طبق
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بطوریͺه باشند؛ مثبتͬ اعداد λ١, λ٢, · · · , λn همچنین و x١, x٢, · · · , xn اگر

λ١ + λ٢ + · · ·+ λn = ١

که مͬ�دهد نتیجه ۵.٢.١ قضیه آنͽاه

−ln

(
n∑

i=١
λi xi

)
= f

(
n∑

i=١
λi xi

)
⩽

n∑
i=١

λi f(xi) = −
n∑

i=١
λilnxi

با هم�ارز فوق نامساوی

ln

(
n∑

i=١
λi xi

)
⩾

n∑
i=١

ln(xλi
i ) = ln

(
n∏

i=١
xλi
i

)

داشت خواهیم بنابراین است؛ اکید صعودی لͽاریتم، تابع چون مͬ�باشد.
n∑

i=١
λi xi ⩾

n∏
i=١

xλi
i

باشند. مساوی ها xi همه� که مͬ�باشد برقرار وقتͬ تنها و وقتͬ تساوی

نامقید هندسͬ ریزی برنامه ٣.١

بحث دوگان ماکزیمم�سازی و اولیه مسأله مینیمم�سازی مسائل درمورد هندسͬ ریزی برنامه

دوگان برنامه و اولیه برنامه مسأله خواص بین ͷی به ͷی تناظری دوگانͬ قضیه مͬ�کند.

مͬ�کنیم. بررسͬ مقید و نامقید صورت دو به را هندسͬ ریزی برنامه است.

مثبت) ت�ͷجمله�ای مونمیال۴( .١.٣.١ تعریف

با برداری t = (t١, · · · , tm) و باشند مثبت حقیقͬ متغیرهای t١, t٢, · · · , tm کنید فرض

مͬ�شود نامیده مونمیال ͷی ، Rm روی شده تعریف u(t) مقدار حقیقͬ تابع ، tj مؤلفه�های

بصورت u(t) هرگاه

u(t) = C tα١١ tα٢٢ · · · tαm
m

۴Monomial
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مͬ�باشند. دلخواه حقیقͬ اعداد j = ١, · · · ,m ، αj و C > ٠ بطوریͺه باشد،

(توابع) عبارات صورت این در باشند، مثبت حقیقͬ متغیرهای x , y , z اگر مثال؛ بعنوان

مونمیال�اند. زیر

٢ x , ٠٫٢٣ , ٢z
√

x

y

t = (t١, · · · , tm) و باشند مثبت حقیقͬ متغیرهای t١, t٢, · · · , tm فرضکنید تعریف٢.٣.١.
پوزینمیال۵ ͷی ، Rm روی شده تعریف g(t) مقدار حقیقͬ تابع ، ti مؤلفه�های با برداری

بصورت g(t) هرگاه مͬ�شود نامیده

g(t) =
n∑

i=١
ci

m∏
j=١

t
αij

j

مͬ�باشند. دلخواه حقیقͬ اعداد ها αij و مثبت ثابتهای ها ci بطوریͺه باشد،

مثال بعنوان

(
١
٢)t

١
٣
١ t

− ١
٣

٢ t٣ + (
٢
٣)t

١
٢
١ t

− ٢
٣

٢

مͬ�باشد. t١, t٢, t٣ > ٠ برای پوزینمیال ͷی

سیͽنومیال۶ .٣.٣.١ تعریف

نامند. سیͽنومیال را باشند منفͬ مͬ�توانند ci ضرایب بطوریͺه پوزینمیال، شͺل به تابعͬ

که است؛ یافته تعمیم هندسͬ برنامه�ریزی نوع ͷی سیͽنومیال، هندسͬ برنامه�ریزی همچنین

باشند. سیͽنومیال مͬ�توانند قیود و هدف تابع

مثال بعنوان

(
١
٢) t١ t−١٢ − t١ − ۵ t−١٢

مͬ�باشد. t١, t٢, t٣ > ٠ برای سیͽنومیال ͷی
است. (چندجمله�ای) polynomial و (مثبت) positive کلمه دو ۵ترکیب

۶Signomial
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دراین باشد. t = (t١, · · · , tm)مثبت متغیر m از پوزینمیال g(t) فرضکنید .۴.٣.١ تعریف

برنامه صورت

min g(t) =
n∑

i=١
ci

m∏
j=١

t
αij

j

s.t tj > ٠ , j = ١,٢, · · · ,m

مͬ�شود. نامیده نامقید هندسͬ ریزی برنامه ͷی

نامقید هندسͬ برنامه�ریزی مسأله حل روش ١.٣.١

مͬ�باشد. زیر اولیه هندسͬ ریزی برنامه حل نامقید، هندسͬ ریزی برنامه هدف

min g(t) =
n∑

i=١
ci

m∏
j=١

t
αij

j (۴.١)

s.t tj > ٠ , j = ١,٢, · · · ,m

g(t) سراسری کننده مینیمم ͷی (۴.١) اولیه هندسͬ ریزی برنامه برای جواب ͷی از منظور

مͬ�باشد. مثبت مؤلفه�های با بردارها مجموعه در t∗ مانند

بصورت مͬ�توان را g(t) که مͬ�کنیم آغاز مطلب این به باتوجه را اولیه هندسͬ برنامه�ریزی حل

g(t) =
n∑

i=١
λi(

ci
∏m

j=١ t
αij

j

λi

)

قید اگر بودن). مثبت (شرط هستند مثبت اعداد ها λi آن در که نوشت
n∑

i=١
λi = ١ بودن) نرمال (شرط
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g(t) جدید شͺل برای را حسابͬ-هندسͬ میانͽین نامساوی مͬ�توانیم آنͽاه نماییم اضافه را

آوریم بدست و برده بͺار

g(t) ⩾
n∏

i=١

(
ci
∏m

j=١ t
αij

j

λi

)λi

=
n∏

i=١

(
ci
λi

)λi

 n∏
i=١

m∏
j=١

t
αijλi

j



=
n∏

i=١

(
ci
λi

)λi m∏
j=١

t
∑n

i=١ αijλi

j

اضافͬ شرط تحمیل با بنابراین
n∑

i=١
αijλi = ٠; j = ١,٢, · · · ,m متعامد) (شرط

داشت خواهیم

g(t) ⩾
n∏

i=١

(
ci
λi

)λi

دادن قرار با نتیجه در

v(λ) =
n∏

i=١

(
ci
λi

)λi

نرمال بودن، مثبت شرایط در صادق λ ∈ Rn هر و مثبت مؤلفه�های با t ∈ Rm هر ازای به

داریم تعامد و بودن

g(t) ⩾ v(λ)
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کرد. بیان ذیل بصورت مͬ�توان را هندسͬ برنامه دوگان لذا

max v(λ) =
n∏

i=١

(
ci
λi

)λi

s.t

λ١ ⩾ ٠, λ٢ ⩾ ٠, · · · , λn ⩾ ٠ بودن) مثبت (شرط
n∑

i=١
λi = ١ بودن) نرمال (شرط

n∑
i=١

αijλi = ٠ ; ∀j تعامد) (شرط

بردار ͷی مͬ�کند؛ صدق تعامد و بودن نرمال بودن، مثبت شرایط در که را λ ∈ Rn بردار

برنامه برای جواب ͷی از منظور همچنین، مͬ�گوییم. دوگان هندسͬ برنامه برای شدنͬ

مجموعه روی v(λ) سراسری کننده ماکزیمم ͷی که است λ∗ ∈ Rn مانند برداری دوگان،

مͬ�باشد. دوگان هندسͬ برنامه شدنͬ بردارهای

برنامه آنͽاه نباشد تهͬ دوگان، هندسͬ برنامه شدنͬ بردارهای مجموعه اگر .۵.٣.١ تعریف

گوییم. سازگار را دوگان

برنامه آنͽاه باشد اولیه هندسͬ برنامه برای جواب ͷی t∗ = (t∗١, · · · , t∗m) اگر .۶.٣.١ قضیه

با شده تعریف λ∗ = (λ∗
١, · · · , λ∗

n) بردار بعلاوه، است. سازگار متناظر دوگان هندسͬ

λ∗
i =

ui(t
∗)

g(t∗)
; i = ١,٢, · · · , n (۵.١)

برنامه برای جواب ͷی است.) g(t) ام i جمله ui(t) = cit
αi١
١ , tαi٢

٢ , · · · , tαim
m آن در (که

یعنͬ است، برقرار تساوی با -دوگان اولیه نامساوی و مͬ�باشد دوگان هندسͬ

g(t∗) = v(λ∗)

بصورت g(t) تابع جزئͬ جمله ͷی برهان.

ui(t) = cit
αi١
١ , tαi٢

٢ , · · · , tαim
m
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بطور دارد. ui(t) بر ساده خیلͬ تأثیر ͷی tj به نسبت ui(t) نسبͬ مشتق مͬ�گیریم. نظر در را

آن فوق عبارت معنͬ مͬ�شود. کاسته tj نمای از واحد ͷی و شده ضرب αij در ui(t) ساده

معادله که است

tj
∂ui

∂tj
= αijui

بنابراین است. g(t) سراسری کننده مینیمم ͷی t∗ = (t∗١, · · · , t∗m) چون است. برقرار

٠ =
∂g

∂tj
(t∗) =

n∑
i=١

∂ui

∂tj
(t∗) ; j = ١,٢, · · · ,m.

داریم اثبات، اول بنابرپارگراف درنتیجه،

٠ =
n∑

i=١
αijui(t

∗) ; j = ١,٢, · · · ,m.

داشت خواهیم g(t∗) بر آخر تساوی طرفین تقسیم با پس ، g(t∗) > ٠ چون

٠ =
n∑

i=١
αij(

ui(t
∗)

g(t∗)
) ; j = ١,٢, · · · ,m

دادن قرار با

λ∗
i =

ui(t
∗)

g(t∗)
; i = ١,٢, · · · , n

صدق دوگان هندسͬ برنامه برای تعامد شرط در λ∗ = (λ∗
١, · · · , λ∗

n) بردار اخیر، رابطه در

برقرار نیز بودن مثبت شرط پس ، i = ١,٢, · · · , n ازای به λ∗
i > ٠ چون همچنین، مͬ�کند.

بعلاوه است.
n∑

i=١
λ∗
i =

n∑
i=١

ui(t
∗)

g(t∗)
=

g(t∗)

g(t∗)
= ١

است. شدنͬ دوگان برنامه برای λ∗ بردار پس مͬ�باشد. برقرار نیز بودن نرمال شرط بنابراین
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که داریم توجه مͬ�باشد. سازگار دوگان هندسͬ برنامه لذا

g(t∗) = (g(t∗))λ
∗
١+···+λ∗

n

= (g(t∗))λ
∗
١ (g(t∗))λ

∗
٢ · · · (g(t∗))λ

∗
n

=

(
u١(t∗)

λ∗
١

)λ∗
١
(
u٢(t∗)

λ∗
٢

)λ∗
٢
· · ·
(
un(t

∗)

λ∗
n

)λ∗
n

=

(
c١
λ∗
١

)λ∗
١
· · ·
(
cn
λ∗
n

)λ∗
n

= v(λ∗)

برای جواب ͷی λ∗ که مͬ�دهد نشان این است. برقرار تساوی با -دوگان اولیه نامساوی پس

چون است. دوگان هندسͬ برنامه

λ∗
i =

ui(t
∗)

g(t∗)
; i = ١,٢, · · · , n (۶.١)

مͬ�شود. کامل اثبات بنابراین

بͽیرید. نظر در را ذیل هندسͬ برنامه .٧.٣.١ مثال

min g(t) =
١

t١ t٢
+ ١٠ t١ t٢ t−١٣ + ٢٠ t٢ t٣ + t١ t٣

s.t t١ , t٢ , t٣ > ٠


