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ণپاسච໋اری

می�کنم احساس درونم در که خدایی از

لوحه سر را انسانیت و زندگی�اند در من تکیه�گاه و می�گیرم برگ و شاخ آنها ریشه از که می�نمایم قدردانی مادرم و پدر از آغاز در

دادند. قرار راهم

برایم را ها سختی از بسیاري که زاده طاهري عبدالجواد دکتر آقاي جناب گرانقدرم، راهنماي استاد زحمات داشت خواهم پاس

شدم. بهره�مند ایشان علمی هاي رهنمود از نامه پایان این انجام مدت طول در و نمودند آسان

در که جمالی علیرضا دکتر و پذیرفتند را نامه پایان این داوري که جهانگیري مریم دکتر و موسوي احمد دکتر محترم اساتید از

می�کنم. تشکر ساخته�اند، بهره�مند خویش دانش و تجربه از مرا بی�دریغ آموزش، دوره طول

از به�ویژه بستند؛ نقش ذهنم در را دلنشینی خاطرات و بودند کنارم در لحظات تمامی در که عزیزم دوستان از می�کنم قدردانی

خانم کرد، برطرف مرا دانش هاي کاستی که ورمزیار بهروز آقاي کردم، استفاده بسیار راهنمایی�هایش از که فرشاد نگین خانم

خانم و زاده حسن صادق آقاي قربانی، مریم خانم نژاد، حاجی حسن آقاي از و بود وجودم بخش آرامش حضورش که صراف الهام

داده�اند. یاري مشکلات با مواجهه در صمیمانه مرا که صادقی فرحناز

هستند. زندگی�ام بخش گرما که نیلوفر و پدرام برادرم مادربزرگم، از می�کنم تشکر همچنین

به�کلی ترسمان بیفتیم، که راه کرد، فکر نباید که اش همه می�کنید، فکر زیادي شما گفت: کوچولو سیاه ماهی ” پایان در

” . می�ریزد...

زیاري زارعی پریسا

صبح 10 ساعت 1391 اسفند 16 چهارشنبه



چکیده

اساسی هاي خاصیت بیشتر مدول�ها این که می�شود داده نشان می�شود. معرفی تمام خودتوان مدول�هاي مفهوم نامه پایان این در

می�برند. ارث به را، نویمان فون منظم هاي حلقه

می�شود. بررسی مدول�ها از رده این خواص از برخی هم�چنین و معرفی تمام خودتوان مدول�هاي دوگان مفهوم این، بر علاوه

دوگان مدول محض، دوگان زیرمدول خودتوان، دوگان زیرمدول تمام، خودتوان مدول خودتوان، زیرمدول کلیدي: واژه�هاي

. تمام خودتوان

.13C13 ثانوي ،13C13 نخستین :2010 ریاضی موضوعی رده�بندي

ج



مقدمه

N زیرمدول براي هم�چنین می�گیریم. نظر در صحیح اعداد حلقه را Z و یکدار و جابه�جایی حلقه را R نامه پایان این سرتاسر در

انژکتیو پوشش و
(
AnnR(N)

)k کننده�ي مشخص ترتیب به E(M) و k ∈ N به�طوري�که AnnkR(N) ،M R−مدول از

هستند. M

وجود R از I ایده�آل ،M از N زیرمدول هر براي اگر می�شود نامیده ضربی مدول M باشد. R−مدول یک M کنیم فرض

.([14])N = IM به�طوري�که باشد داشته

به�طوري�که باشد داشته وجود R از I ایده�آل ،M از N زیرمدول هر براي اگر می�شود نامیده ضربی دوگان مدول M

.N = (۰ :M I)

([4]). IN = N ∩ IM ،R از I ایده�آل هر براي اگر می�شود نامیده محض M از N زیرمدول

([8]). (N :M I) = N + (۰ :M I) ،R از I ایده�آل هر براي اگر می�شود نامیده محض دوگان N این، بر علاوه

می�کنیم تعریف (N :R M)(K :R M)M به�صورت را K و N حاصلضرب باشند. M از زیرمدول دو K و N کنیم فرض

تعریف (۰ :M AnnR(N)AnnR(K)) به�صورت را K و N حاصلضرب دوگان هم�چنین می�دهیم. نمایش NK نماد با و

می�شود.([6]) داده نمایش C(NK) نماد با و می�شود

می�کنیم معرفی را تمام محض دوگان و تمام محض تمام، خودتوان دوگان تمام، خودتوان مدول�هاي مفهوم ما نامه پایان این در

می�کنیم. بیان را مدول�ها از جدید رده این درباره سودمند اطلاعات برخی و

خودتوان M براین علاوه .(N = C(N۲)) N = N۲ اگر می�شود نامیده خودتوان) (دوگان خودتوان M از N زیرمدول

باشد. خودتوان) (دوگان خودتوان M از زیرمدول هر اگر می�شود نامیده تمام) خودتوان (دوگان تمام

باشد ضربی دوگان و ضربی مدول M اگر که می�کنیم ثابت و می�پردازیم دیگري نتایج بیان به نامه پایان این 2 بخش در

می�دهیم نشان هم�چنین .( 10.1.2 (قضیه است تمام خودتوان M آنگاه باشد نداشته پوچ�توانی ناصفر زیرمدول M به�طوري�که

ماکسیمال M از متناهی) تولید (با اول زیرمدول هر و است نیم�ساده دوگان M آنگاه باشد تمام خودتوان مدول یک M اگر

.(26.1.2 ،10.1.2 ،11.1.2 (قضیه است (دوري)

چ



ح

.(9.1.3 است(قضیه تمام خودتوان دوگان M آنگاه باشد، ضربی دوگان نیم�ساده مدول یک M اگر می�دهیم نشان 3 بخش در

ما 19.1.3 نتیجه در می�کنیم. بیان را ضربی دوگان مدول از محض دوگان زیرمدول�هاي از سودمندي رده�بندي 15.1.3 قضیه در

می�کنیم. بررسی را تمام) محض (دوگان تمام خودتوان دوگان مدول�هاي با تمام) (محض تمام خودتوان مدول�هاي بین رابطه

است. نیم�ساده M آنگاه باشد تمام خودتوان دوگان و متناهی تولید با مدول یک M اگر می�کنیم ثابت سرانجام

است. شده استفاده زیر مقاله از پایان�نامه این تدوین در
H. Ansari-Toroghy and F. Farshadifar, Fully Idempotent and Coidempotent modules, Bul. Ira-
nian Math. Soc. 38 (4) (2012) 987-1005.
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1 فصل

مقدمات

مقدماتی قضایاي و تعاریف 1.1

زیر صورت به و داده نشان AnnR(M) با را M پوچساز این�صورت در باشد، R−مدول یک M کنیم فرض .1.1.1 تعریف

می�کنیم تعریف

AnnR(M) = {r ∈ R | rm = ۰, ∀m ∈ M} = (۰ :R M).

. AnnR(M) = ۰ صورتی�که در می�نامیم باوفا را M R−مدول .2.1.1 تعریف

در M = aM به�طوري�که باشد R از ایده�آل یک a و متناهی تولید با R−مدول یک M کنیم فرض [11, 2.5] .3.1.1 لم

.(۱+ λ)M = ۰ به�طوري�که دارد وجود λ ∈ a این�صورت

این�صورت در M = aM به�طوري�که باشد R از ایده�آل یک a و متناهی تولید با R−مدول یک M کنیم فرض .4.1.1 نتیجه

. R = a+AnnR(M)

به�طوري�که باشد R از ایده�آل یک a و متناهی تولید با R−مدول یک M کنیم فرض ناکایاما) (لم [27, 8.24] .5.1.1 لم

. M = ۰ این�صورت در ،M = aM و a ⊆ J(R)

.r۲r′ = r به�طوري�که باشد داشته وجود r′ ∈ R ،r ∈ R هر براي اگر است نویمان فون منظم R حلقه�ي .6.1.1 تعریف

[32, 3.1] باشد. خودتوان آن ایده�آل هر اگروتنهااگر است نویمان فون منظم R حلقه •

1



2 مقدمات .1 فصل

باشد. M از مستقیم جمعوند ،M از دوري زیرمدول هر اگر است نویمان فون منظم M R−مدول .7.1.1 تعریف

. r۲ = r ،r ∈ R هر ازاي به هرگاه است بولی حلقه یک R .8.1.1 تعریف

باشد. یکریختی M از (یک�به�یک) پوشا درون�ریختی هر هرگاه می�نامیم هوپفی) (دوگان هوپفی را M R−مدول .9.1.1 تعریف

است. هوپفی مدول یک نوتري مدول هر و هوپفی دوگان مدول یک آرتینی مدول هر •

باشند. M و ۰ ،M زیرمدول�هاي تنها و M ̸= ۰ اگر است ساده M مدول .10.1.1 تعریف

باشد. ساده Rp-مدول یک Mp ،R از p اول ایده�آل هر براي اگر است ساده موضعی به�طور مدول یک M .11.1.1 تعریف

باشد. داشته ماکسیمال ایده�آل یک تنها که صورتی در است موضعی R حلقه .12.1.1 تعریف

هرگاه می�نامیم A وسیله به هم�مولد را M مدول باشد. مدول�ها از کلاس یک A کنیم فرض [4, P. 106] .13.1.1 تعریف

همریختی و A در (Uα)α∈Λ و Λ مانند گذاري اندیس مجموعه

φ : M −→
∏
α∈Λ

Uα

باشد. یک�به�یک φ به�طوري�که باشد داشته وجود

M زیرمدول�هاي از {Mλ}λ∈Λ گردایه� هر براي اگر می�نامیم متناهی هم�مولد را M R−مدول [7, 2.1.(c)] .14.1.1 تعریف

.
n∩

i=۱
Mλi

= ۰ به�طوري�که شود یافت nمثبت صحیح عدد ، ∩
λ∈Λ

Mλ = ۰ که

از (کوچک) بزرگ زیرمدول را N باشد. M R−مدول از (سره) صفر غیر زیرمدول N کنیم فرض [6, P. 2] .15.1.1 تعریف

.(L+N ̸= M) N ∩ L ̸= ۰ ،M از L (سره) صفر غیر زیرمدول هر براي هرگاه می�نامیم M

کند. صدق زیر معادل شرایط از یکی در هرگاه می�نامیم توزیع�پذیر مدول یک را M R−مدول [30, 1.8] .16.1.1 تعریف

،M از H و G ،F زیرمدول�هاي براي (1)

F ∩ (G+H) = F ∩G+ F ∩H .

،M از H و G ،F زیرمدول�هاي براي (2)

(F +G) ∩ (F +H) = F + (G ∩H).



3 مقدمات .1 فصل

،m,n ∈ M هر براي (3)

(m+ n)R = mR ∩ (m+ n)R+ nR ∩ (m+ n)R.

هستند. معادل زیر هاي گزاره این�صورت باشد.در R−مدول یک M که کنیم فرض [27, 9.15] .17.1.1 قضیه

. M = ۰ (1)

. Supp(M) = ϕ یعنی .Mp = ۰ ،p ∈ Spec(R) هر ازاي به (2)

. Mm = ۰ ،m ∈ Max(R) هر ازاي به (3)

I ،M از زیرمدول�هایی N و P ،R از ضربی بسته یک S و R−مدول یک M کنیم فرض [27, 9.12 , 9.11] .18.1.1 قضیه

این�صورت در باشند، x ∈ R و R از ایده�آلی

. S−۱(IM) = (S−۱I)(S−۱M) (1)

. S−۱(xM) =
x

۱S−۱M (2)

. S−۱(N + P ) = S−۱N + S−۱P (3)

. S−۱(N ∩ P ) = S−۱N ∩ S−۱P (4)

. S−۱(
M

N
) ∼=

S−۱M
S−۱N

(5)

. S−۱(N :R P ) = (S−۱N :S−۱R S−۱P ) آنگاه باشد متناهی تولید با P اگر (6)

. S−۱(AnnR(M)) = AnnS−۱R(S
−۱M) آنگاه باشد متناهی تولید با M اگر (7)

،Np = Kp ،R از p اول ایده�آل هر براي Nو ⊆ K به�طوري�که Mباشند از Kزیرمدول�هایی Nو کنیم فرض .19.1.1 گزاره

. N = K آنگاه

،R از p اول ایده�آل هر براي برهان.

(
K

N
)p ∼=

Kp

Np
= ۰

. K = N بنابراین . K
N

= ۰ ،17.1.1 قضیه به توجه با لذا
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باشد. R از ایده�آلی I و R−مدول یک M کنیم فرض [15, 1.1.1] .20.1.1 تعریف

ΓI(M) := {m ∈ M | ∃t ∈ N s.t. Itm = ۰} ⩽ M

.ΓI(M) =
∪
t∈N

(۰ :M It) رو این از

یکR−مدول ΓI(E) این�صورت در باشد. R از ایده�آلی I و انژکتیو یکR−مدول E کنیم فرض [15, 2.1.4] .21.1.1 گزاره

است. انژکتیو

شود نتیجه N ⊆ K که M از K سره زیرمدول هر براي هرگاه می�نامیم ماکسیمال را M از N زیرمدول .22.1.1 تعریف

. N = K

دارد. فراوان کاربرد سوم فصل در زیر گزاره�ي

زیر هاي گزاره باشند. R از هایی ایده�آل bو a و M زیرمدول�هاي L و K ،N و R−مدول یک M کنیم فرض .23.1.1 گزاره

هستند. برقرار

. (N :M ab) =
(
(N :M a) :M b

)
(1)

. (۰ :M
N

a) =
(N :M a)

N
(2)

. AnnR(K) ⊆ AnnR(
K

N
) آنگاه باشد N ⊆ K اگر (3)

. (N :M a) = (N :L a) + (N :K a) آنگاه M = L+K اگر (4)

. aM + bM = (a+ b)M (5)

. AnnR(
K

N
) = (N :R K) (6)

. (۰ :R aN) =
(
(۰ :M a) :R N

)
(7)

. AnnR(N +K) = AnnR(N)
∩

AnnR(K) (8)

داریم است. R ایده�آل یک ai ،i هر براي کنیم فرض (9)

. (۰ :M
∑
i∈I

ai) = ∩i∈I(۰ :M ai)
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نتیجه در mba ⊆ N رو این از .mb ⊆ (N :M a) پس m ∈
(
(N :M a) :M b

)
کنیم فرض (1) برهان.

.
(
(N :M a) :M b

)
⊆ (N :M ab) لذا . m ∈ (N :M ab)

. m′b ⊆ (N :M a) رو این از m′ab ⊆ N پس m′ ∈ (N :M ab) کنیم فرض حال

بنابراین . (N :M ab) ⊆
(
(N :M a) :M b

)
لذا . m′ ∈

(
(N :M a) :M b

)
نتیجه در

(N :M ab) =
(
(N :M a) :M b

)
.

نتیجه در ax ⊆ N لذا ax + N = N رو این از a(x + N) = ۰ پس x + N ∈ (۰ :M
N

a) کنیم فرض (2)

. (۰ :M
N

a) ⊆ (N :M a)

N
لذا . x+N ∈ (N :M a)

N
این�صورت در . x ∈ (N :M a)

این�صورت در ax′+N = N نتیجه در ax′ ⊆ N رو این از x′ ∈ (N :M a)پس x′+N ∈ (N :M a)

N
کنیم فرض حال

بنابراین . (N :M a)

N
⊆ (۰ :M

N
a) پس x′ +N ∈ (۰ :M

N
a) لذا a(x′ +N) = ۰

. (۰ :M
N

a) =
(N :M a)

N

داریم rK = پس۰ r ∈ AnnR(K) کنیم فرض (3)

r(
K

N
) =

rK +N

N
=
۰+N

N
= ۰

. r ∈ AnnR(
K

N
) بنابراین

به�طوري�که دارند وجود k′ ∈ K و ℓ ∈ L نتیجه در x ∈ M طرفی از xa ⊆ N پس x ∈ (N :M a) کنیم فرض (4)

مشابهاً و ℓ ∈ (N :L a) پس ℓa ⊆ ℓa + k′a ⊆ N داریم xa = ℓa + k′a ⊆ N این�صورت در . x = ℓ + k′

. (N :M a) ⊆ (N :L a) + (N :K a) لذا x ∈ (N :L a) + (N :K a) بنابراین . k′ ∈ (N :K a)

به�طوري�که دارند وجود k′۱ ∈ (N :K a) و ℓ۱ ∈ (N :L a) پس x′ ∈ (N :L a) + (N :K a) کنیم فرض حال

داریم . x′ = ℓ۱ + k′۱

x′a = ℓ۱a+ k′۱a ⊆ N +N = N

بنابراین . (N :L a) + (N :K a) ⊆ (N :M a) نتیجه در x′ ∈ (N :M a) لذا

(N :M a) = (N :L a) + (N :K a).
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. aM + bM ⊆ (a+ b)M لذا bM ⊆ (a+ b)M مشابهاً aM ⊆ (a+ b)M پس a ⊆ a+ b می�دانیم (5)

داریم mi ∈ M و bi ∈ b ،ai ∈ a به�طوري�که x =
t∑

i=۱
(ai + bi)mi این�صورت در x ∈ (a+ b)M کنیم فرض حال

x =
t∑

i=۱
(ai + bi)mi =

t∑
i=۱

aimi +
t∑

i=۱
bimi ∈ aM + bM

. (a+ b)M ⊆ aM + bM بنابراین

است. آسان (6)

این�صورت در rN ∈ (۰ :M a) لذا raN = پس۰ r ∈ (۰ :R aN) کنیم فرض (7)

و r′Na = ۰ لذا r′N ⊆ (۰ :M a) نتیجه در r′ ∈
(
(۰ :M a) :R N

)
کنیم فرض حال . r ∈

(
(۰ :M a) :R N

)
بنابراین . r′ ∈ (۰ :R Na) رو این از

. (۰ :R aN) =
(
(۰ :M a) :R N

)
نتیجه در و N ⊆ N +K طرفی از r(N +K) = پس۰ r ∈ AnnR(N +K) کنیم فرض (8)

پس . r ∈ AnnR(N)∩AnnR(K) بنابراین r ∈ AnnR(K) مشابهاً . r ∈ AnnR(N) لذا rN ⊆ r(N +K) = ۰

. AnnR(N +K) ⊆ AnnR(N) ∩AnnR(K)

پس r′(N + K) = ۰ لذا r′N = r′K = ۰ نتیجه در r′ ∈ AnnR(N) ∩ AnnR(K) کنیم فرض حال

. AnnR(N) ∩AnnR(K) ⊆ AnnR(N +K) این�صورت در . r′ ∈ AnnR(N +K)

لذا mai ⊆
∑
i∈I

mai نتیجه در ai ⊆
∑
i∈I

ai حال m
∑
i∈I

ai =
∑
i∈I

mai = پس۰ m ∈ (۰ :M
∑
i∈I

ai) کنیم فرض (9)

. m ∈
∩
i∈I

(۰ :M ai) پس m ∈ (۰ :M ai) ،i هر براي رو این از mai = ۰

لذا m′ai = ۰ ،i ∈ I هر براي پس m′ ∈ (۰ :M ai) ،i ∈ I هر براي نتیحه در . m′ ∈
∩
i∈I

(۰ :M ai) کنیم فرض حال

بنابراین m′ ∈ (۰ :M
∑
i∈I

ai) نتیجه در m′ ∑
i∈I

ai = ۰ رو این از ∑
i∈I

m′ai = ۰

(۰ :M
∑
i∈I

ai) =
∩
i∈I

(۰ :M ai).
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انژکتیو پوشش 2.1

باشد، E سره زیرمدول M اگر باشد. E از زیرمدولی M هرگاه می�نامیم M R−مدول توسیع را E R−مدول .1.2.1 تعریف

می�شود. نامیده M از سره توسیع E

M اساسی توسیع را E این�صورت در باشد. M ناصفر R−مدول توسیع یک E R−مدول که کنیم فرض .2.2.1 تعریف

.E′ ∩M ̸= ۰ ،E از E′ ناصفر زیرمدول هر براي هرگاه می�نامیم،

از صفر غیر عضو یک rx به�طوري�که باشد داشته وجود r ∈ R مانند عضوي ،x ∈ E صفر غیر عضو هر ازاي به دیگر عبارت به

باشد. M

اساسی توسیع یک را E این�صورت در باشد. M ناصفر R−مدول توسیع یک E R−مدول که کنیم فرض .3.2.1 تعریف

کند. صدق زیر شرایط در هرگاه می�نامیم، M از ماکسیمال

باشد. M اساسی توسیع یک E (1)

نباشد. M اساسی توسیع E′ آنگاه باشد، E از محض توسیع یک E′ اگر (2)

انژکتیو توسیع یک را E این�صورت در باشد. M ناصفر R−مدول توسیع یک E R−مدول که کنیم فرض .4.2.1 تعریف

کند. صدق زیر شرایط در هرگاه می�نامیم، M از مینیمال

باشد. انژکتیو R−مدول یک E (1)

نباشد. انژکتیو E′ آنگاه باشد، M شامل و E محض زیرمدول یک E′ اگر (2)

شرایط در و می�باشد M ناصفر R−مدول توسیع یک که است موجود E مانند R−مدولی [28, 2.20 , 2.21] .5.2.1 گزاره

می�کند. صدق زیر معادل

است. M انژکتیو اساسی توسیع یک E (1)

است. M ماکسیمال اساسی توسیع یک E (2)

است. M مینیمال انژکتیو توسیع یک E (3)

. E ∼= E′ آنگاه کنند، صدق فوق معادل شرایط در E′ و E اگر به�علاوه
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E(M) نماد با حلقه بودن مشخص صورت در یا و ER(M)علامت با را 5.2.1 گزاره�ي در مذکور E R−مدول .6.2.1 ملاحظه

می�نامیم. M انژکتیو پوشش را آن و می�دهیم نمایش

هر و G از g هر براي که صورتی در می�نامیم بخش�پذیر را G این�صورت در باشد، آبلی گروه یک G کنید فرض .7.2.1 تعریف

. g = ng′ به�طوري�که باشد داشته وجود G از g′ ،Z از n ̸= ۰

تنها و اگر است انژکتیو یکR−مدول E این�صورت در باشد، اصلی ایده�آل حوزه یک R کنید فرض [26, 3.35] .8.2.1 نتیجه

باشد. بخش�پذیر E اگر

که E(Zp) = Zp∞ این�صورت در بگیرید. نظر در را Zp Z−مدول ،p اول عدد هر براي .9.2.1 مثال

. Zp∞ = { r

pi
+ Z | i ∈ N۰, r ∈ Z}

است. بخش�پذیر Zp∞ می�دهیم نشان منظور این براي است. انژکتیو Z−مدول به�عنوان Zp∞ می�دهیم نشان ابتدا برهان.

. a
pi

+ Z ∈ Zp∞ و ۰ ̸= r ∈ Z کنیم فرض

حال . rs+ pit = ۱ به�طوري�که دارند وجود s, t ∈ Z پس (r, pi) = ۱ نتیجه در (r, p) = پس۱ p ∤ r اگر اول حالت

a

pi
+ Z =

a(rs+ pit)

pi
+ Z =

ars

pi
+ at+ Z =

ars

pi
+ Z = r(

as

pi
+ Z)

است. بخش�پذیر Zp∞ حالت این در لذا

. ℓ′ ≥ ۱ و (p, h) = ۱ به�طوري�که r = pℓ
′
.h رو این از r = pℓ به�طوري�که دارد وجود ℓ ∈ Z پس p | r اگر دوم حالت

می�دهیم نشان . rZp∞ = pℓ
′
.h.Zp∞ = pℓ

′
.Zp∞ داریم لذا hZp∞ = Zp∞ می�شود نتیجه اول حالت بر بنا حال

نتیجه در . a
pi

+ Z ∈ Zp∞ کنیم فرض . pℓ′ .Zp∞ = Zp∞

a

pi
+ Z =

apℓ
′

pipℓ′
+ Z = pℓ

′
(
(

a

pi+ℓ′
) + Z

)
است. بخش�پذیر Zp∞ نیز حالت این در نتیجه در rZp∞ = Zp∞ پس pℓ′Zp∞ = Zp∞ بنابراین a

pi
+ Z ∈ pℓ

′Zp∞ لذا

همریختی حال Zp
∼=

Z
pZ

می�دانیم است. Zp اساسی توسیع Zp∞ می�دهیم نشان حال است. انژکتیو Zp∞ بنابراین

طرفی از Z
pZ

∼= Im f ⩽ Zp∞ بنابراین بگیرید. نظر در را f(i + pZ) =
i

p
+ Z ضابطه با f :

Z
pZ

−→ Zp∞

است. Z
pZ

اساسی توسیع Zp∞ این�صورت در است. ⟨۱
p
+Z⟩ اساسی توسیع یک Zp∞ می�دهیم نشان . Im f = ⟨۱

p
+Z⟩

داریم (a, p) = ۱ که طوري به ۰ ̸= a

pi
+ Z ∈ Zp∞ کنیم فرض
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pi−۱(
a

pi
+ Z) =

a

p
+ Z ∈ ⟨۱

p
+ Z⟩

ضربی دوگان و ضربی مدول�هاي 3.1

به�طوري�که باشد داشته Rوجود از I Mایده�آل Nاز زیرمدول هر براي صورتی�که در می�نامیم ضربی Mرا مدول .1.3.1 تعریف

. N = IM

. N = (N :R M)M باشیم داشته M از N زیرمدول هر براي اگر تنها و اگر است ضربی R−مدول یک M •

است. ضربی دوري مدول هر •

باشد. حلقه یک R کنیم فرض [14, 2] .2.3.1 لم

S−۱R−مدول یک S−۱M این�صورت در باشد. ضربی R−مدول یک M و R از ضربی بسته یک S کنیم فرض (1)

است. ضربی

Rp−مدول یک Mp ،R از p (ماکسیمال) اول ایده�آل هر براي اگروتنها�اگر است ضربی M متناهی تولید با R−مدول (2)

باشد. ضربی

زیر هاي گزاره باشد. باوفا ضربی R−مدول یک M و یکدار و جابه�جایی حلقه یک R کنیم فرض [18, 3.1] .3.3.1 قضیه

هستند. معادل

است. متناهی تولید با M (1)

است. A ⊆ B آنگاه AM ⊆ BM به�طوري�که باشند R از هایی ایده�آل B و A اگر (2)

است. N = IM به�طوري�که دارد وجود R از I منحصر�به�فرد ایده�آل ،M از N زیرمدول هر براي (3)

. M ̸= AM ،R از A سره ایده�آل هر براي (4)

. M ̸= pM ،R از p ماکسیمال ایده�آل هر براي (5)

اگروتنهااگر است ضربی M R−مدول [18, 1.7] .4.3.1 گزاره
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،R از Iλ(λ ∈ Λ) هاي ایده�آل از تهی غیر گردایه�ي هر براي (1)

∩
λ∈Λ

(IλM) = (
∩
λ∈Λ

[Iλ +AnnR(M)])M.

.N ⊆ BM و B ⊆ A به�طوري�که دارد وجود B ایده�آل ،N ⊆ AM که R از A ایده�آل Mو Nاز زیرمدول هر براي (2)

است. برقرار زیر هاي گزاره باشند. M از زیرمدول�هایی K و H ،N و R−مدول یک M کنیم فرض [6, 3.6] .5.3.1 قضیه

است. برقرار تساوي باشد، ضربی R−مدول یک M اگر و HN +HK ⊆ H(N +K) (1)

است. برقرار تساوي باشد، ضربی دوگان R−مدول یک M اگر و C(H(N ∩K)) ⊆ C(HN) ∩ C(HK) (2)

آنگاه باشد. ناصفر ضربی R−مدول یک M کنیم فرض [18, 2.5] .6.3.1 قضیه

می�باشد. M از ماکسیمال زیرمدول یک در مشمول M از سره زیرمدول هر (1)

به�طوري�که باشد داشته وجود R از p ماکسیمال ایده�آل اگروتنهااگر است M از ماکسیمال زیرمدول یک K (2)

. K = pM ̸= M

.M = ۰ آنگاه M = aM و a ⊆ J(R) به�طوري�که باشد R ایده�آل یک a و ضربی R−مدول یک M اگر .7.3.1 گزاره

ضربی M و M زیرمدول Rx که آنجا از حال دارد. وجود ۰ ̸= x ∈ M پس M ̸= ۰ کنیم فرض خلف برهان به برهان.

بنابراین . Rx = IM به�طوري�که دارد وجود R از I ایده�آل پس است

Rx = IM = IaM = a(IM) = aRx = ax

هر براي ۱− tr و t ∈ J(R) اما (۱− t)x = ۰ نتیجه در x = tx به�طوري�که دارد وجود t ∈ a ⊆ J(R) پس x ∈ ax

است. تناقض این و x = پس۰ است. وارون�پذیر r ∈ R

باشد داشته وجود R از I ایده�آل M از N زیرمدول هر براي صورتی�که در می�نامیم، ضربی دوگان را M مدول .8.3.1 تعریف

. N = (۰ :M I) به�طوري�که

M از N زیرمدول هر براي اگر تنها و اگر است ضربی دوگان M این�صورت در باشد. R−مدول یک M کنیم فرض •

[5, 3.7]. N = (۰ :M AnnR(N)) باشیم داشته


