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��þ�ä �¤¢�õ ø ¤À� �� ÝþÀÖ�ö�Èçþ¤¢ü� ý�û´±½õ §�� ��



ÂØÈ� ø ü÷�¢¤Àì
Ý÷�¢üõ �¥� ¢�¡ Â� .¢�Þ÷ ßõ °�Ê÷ �¤ ¤�î ßþ� ��¹÷� �î �Âî�ª �¤ À÷ø�À¡ .Àª ��Þ� ñ�¨ 2 Ýþ¢¥ Ýû Â� ÝÈ� ��.Ýþ�Þ÷ ü÷�¢¤Àì À÷¢�Þ÷ üû�ÂÞû ù�¤ ßþ� ¤¢ �Âõ �î ü÷��þ�ä �bÞû ¥� �îø üû�ÂÞû ø À�µ¡�õ� ßõ �� �î üþ�û§¤¢ ��Þ� ý�Â� ö��ÜÌÔ� À�ã¨ Âµî¢ ���� ¢�¡ ¤��ð¤�� ø �þ�ä ¢�µ¨� ¥� �Àµ��.�¤�¢ �¤ ÂØÈ� ñ�Þî �õ�÷ö�þ�� ßþøÀ� ø Õ�Ö½� üÏ ¤¢ ö�Èþ� �Àä�Æõ.�¤��ð§�³¨ �÷�ã®�¡ ��÷ ü��¥ Â�õ Âµî¢ ø üþ�¨¤ø Âµî¢ «�Ê¡�� ü®�þ¤ ùøÂð �Âµ½õ À���¨� ¥�¥� ß��»Þû ø .�¤�¢ �¤ ÂØÈ� ñ�Þî ��üðÀ÷¥ ö�¤ø¢ ��Þ� ¤¢ ö�ª�÷�Öª�ä ý�û´þ�Þ� ÂÏ�¡ �� ��þ�ä ù¢��÷�¡ ¥��Þ�ª ,��êÂ±û¤ ��ì¤ ,�Ü÷��Âì ¥��ú� ,ýÀÞ�� �Âû¥ ,üõ�÷ ö��� ,ù¢�¥�õ �ó� ,üÔ¨�þ �Þ�¨ �ûÝ÷�¡ ,��þ�ä ö�µ¨ø¢ý�û´þ�Þ� �� �î ��þ�ä ö�µ¨ø¢ Âþ�¨ ø á¤�¥ ¢�¹¨ ,ü��Îä ¢�ãÆõ ö�þ�ì� ø ýÂ�� ���õ ,¢�Ä÷ ý�Üä ¥��úõ ,´ÖÔªýø¥¤� ö�Èþ�Â� ø ù¢�Þ÷ ÂØÈ� �÷�Þ�Þ¬ ,À÷ÀþÂê� �±þ¥ ü��ÂÏ�¡ ßõ ý�Â� Û�Ê½� ö�¤ø¢ ñ�Ï ¤¢ ö�Èçþ¤¢ü�.�¤�¢ ý¥øÂ�� ø üµõ�¨

¤�ú�



ùÀ�Ø�ýø¤ ñ�Þ�Æî�õ Ý¡ ý�÷�ð .Àª�� Fq2 üû��µõ ö�À�õ ýø¤ g ý�÷�ð ¥� ñ�Þ�Æî�õ Ý¡ ×þ ,� Ý¡ Ý��îüõ­Âê�þ g � g1 := q(q � 1)=2 Â��Â� Fq2 ö�À�õg � g2 := 8<: (q � 1)2=4 Àª�� ¢Âê qÂð�q(q � 2)=4 Àª�� �ø¥qÂð�ø g2 ý�÷�ð �� ñ�Þ�Æî�õ Ý¡ �ú�� .´¨� yq + y = xq+1 �bÎ��¤ �� üµ�õÂû Ý¡ ,g1 ý�÷�ð �� ñ�Þ�Æî�õ Ý¡ .´¨��� ñ�Þ�Æî�õ-Fq2 Ý¡ ×þ �î¢�ª üõ ù¢�¢ ö�È÷ �õ�÷ ö�þ�� ßþ� ¤¢ .¢�ªüõ ù¢�¢ yq + y = xq+1=2 �� ,¢Âê q×þ q=2 �Ø�þ� Â� ¯øÂÈõ ,´¨�Pti=1 yq=2i = xq+1 ß�Ø��÷ ¼ÎÆõ Ý¡ �� ´¿þÂØþ-Fq2 ,�ø¥ q ø g2 ý�÷�ð.Àª�� Ý¡ ¯�Ö÷ ¥� üÌã� ¤¢ §�ÂµªÂþ�ø ö�ÊÖ÷Â�è

¸��



´¨Âúê
¸�� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ùÀ�Ø�´Èû : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �õÀÖõ��õÀÖõ 11 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ��þ¥ ¤� ý�û�ÖÜ� ø â��� ö�À�õ 1.15 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ýÂ±� ý�ûÝ¡ 2.16 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :  ¤-ö�Þþ¤ �b �Ìì ø �û���È¿� 1.2.19 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �ûÝ¡ ýø¤ üÎ¡ ý�ûýÂ¨ 3.114 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �û´¿þ¤ ø üÎ¡ ý�ûýÂ¨ ß�� �bÎ��¤ 4.115 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : â��� ý�ûö�À�õ ýÂ±� ý�ûâ�¨�� 1.4.118 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Åµþø¤�û ý�÷�ð ñ�õÂê ø Û®�Ô� 2.4.120 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : üµ�õÂû ý�û�¢¤ø�÷ 5.121 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �Æû ý�ûÕµÈõ 6.1Çª



§����øÂê ý�û�±�Âõ ø §�ÂµªÂþ�ø ý�ûùøÂð Ý�÷ 227 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ��ãÈ÷� ���È¿� ø �û�±�Âõ �ó�±÷¢ 1.234 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : í�Âµª� ý�û�Ìê�D 2.236 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : §�ÂµªÂþ�ø ý�ûùøÂð Ý�÷ 3.241 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : §����øÂê ý�û�±�Âõ 4.2Ûþø-�Æû �b �Ìì ø ��¥ â��� 350 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : â��� ö�À�õ ×þ ý��¥ â��� 1.359 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : (ö�Þþ¤ ­Âê) Ûþø-�Æû �b �Ìì 2.363 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ��¥ â��� ¥� ���È¿��Fq 3.369 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : üµ�õÂû Ý¡ 4.3ñ�Þ�Æî�õ ý�û Ý¡ 472 : : : : : : : : : : : : : : �ø¥ �Ê¿Èõ ¥� üû��µõ ý�û ö�À�õ ýø¤ ñ�Þ�Æî�õ ý�û Ý¡ 1.492 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : «�¡ ´ó�� ¤¢ ñ�Þ�Æî�õ ý�û Ý¡ 2.493 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : q = 4´ó�� ¤¢ ñ�Þ�Æî�õ ý�ûÝ¡ 1.2.495 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : â��Âõ
´Ôû



�õÀÖõ.´¨� ℄2[ ,üÜ¬� â�Âõ �õ�÷ ö�þ�� ßþ� ¤¢­Âê .ÝþÂ�ðüõ ÂÑ÷ ¤¢ ÂÊ�ä ` �� F` üû��µõ ö�À�õ ýø¤ ß�Ø��÷ ø ÂþÁ��÷ Ûþ�½� ,ýÂþ�Ê� Ý¡ ×þ �¤ � Ý¡¢�Àã� ¢�Àã� ¢Âî ´��� 2 ý�Ì�� ý�ûÝ¡ ý�Â� 1�Æû .Àª�� F` ýø¤ � Ý¡ ý�þ�ð ¯�Ö÷ �bä�Þ¹õ �(F`) Ý��îüõ�bÎ��¤ ¤¢ ,g ý�÷�ð �� � Ý¡ ý�þ�ð ¯�Ö÷#�(F`) � `+ 1 + 2gp`Âð� .´êÂð ��÷ Ûþø-�Æû �b Î��¤ ,��� �b Î��¤ ßþ�Â���� .¢Âî ´��� �ûÝ¡ �b Þû ý�Â� �¤ ö� Ûþø ø .À�îüõ ëÀ¬�µ±ó� .¢�ªüõ �µÔð ñ�Þ�Æî�õ � Ý¡ ù�Ú÷� ,Àª�� Ûþø-�Æû �b Î��¤ ý��� ö�Âî Â��Â� ,� Ý¡ ý�þ�ð ¯�Ö÷ ¢�Àã�ñ�Þ�Æî�õ � Âð� ßþ�Â���� .` = q2 Ý��îüõ­Âê Å� .Àª�� Ûõ�î â�Âõ Àþ�� ` ´ó�� ßþ� ¤¢ �î Ý��îüõ ����ù�Ú÷� ,Àª��#�(Fq2 ) = q2 + 1 + 2qg:ý�ûÝ¡ ùÄþø�� �ûÝ¡ ßþ� ý�û¢Â�¤�î 3 ���ð �î ü÷�õ¥ ¥� ,üû��µõ ý�ûö�À�õ ýø¤ �ûÝ¡ �b ãó�Îõ �� �ì�ä.´êÂð ¤�Âì ���� ¢¤�õ ýÀ� ¤�Ï�� ö� ¥� Àã� ø ´ê�þ Çþ��ê� ,¢Âî ö��� 4Àî �b þÂÑ÷ ¤¢ �¤ ñ�Þ�Æî�õ�� ,P0 2 �(Fq2 ) �î D� :=j (q + 1)P0 j �b þ�� ¥� ÛÖµÆõ üÎ¡ ýÂ¨ ¢��ø ,ñ�Þ�Æî�õ ý�ûÝ¡ üðÄþø ßþÂµÞúõ:´¨� Âþ¥ ý�ûüðÄþøqP + Fr�(P ) 2 D� (Óó�)´¨� ù¢�¨ D� (�): dim(D�) � 2 (�).´¨� Fq2 ö�À�õ ýø¤ � Ý¡ 5 §����øÂê ´ª�Ú÷ ,Fr� �îHasse 1ellipti
 2Goppa 3Coding Theory 4Frobenius 5´Èû



:Ýþ¥�¢Â�üõ Âþ¥ ¢¤��õ �� �õ�÷ö�þ�� ßþ� ¤¢üÎ¡ ý�ûýÂ¨ ,�û���È¿� ,ýÂ±� ý�ûÝ¡ ,��þ¥ ¤� ý�û�ÖÜ� ø â��� ö�À�õ À�÷�õ ý��þ�� Ý�û�Ôõ ñø� ÛÊê ¤¢ø üµ�õÂû ý�û�¢¤ø�÷ ß��»Þû ø 6Åµþø¤�û ý�÷�ð ñ�õÂê ,�û´¿þ¤ ø üÎ¡ ý�ûýÂ¨ ß�� �b Î��¤ ,�ûÝ¡ ýø¤.Ý��îüõ �ÂÎõ �¤ �Æû ý�ûÕµÈõÝ�û�Ôõ �õ�¢� ¤¢ .Ýþ�ªüõ ��ª� í�Âµª� ý�û�Ìê-D ø ��ãÈ÷� ���È¿� ,�û�±�Âõ �b ó�±÷¢ �� ,�ø¢ ÛÊê ¤¢ Å³¨.Ý��îüõ �ÂÎõ �¤ §����øÂê ý�û�±�Âõ ö� ¥� Àã� ø Ý��îüõ üêÂãõ �¤ §�ÂµªÂþ�ø ý�ûùøÂðÝ�÷ ü¨�¨��b õ�¢� ¤¢ .Ý�û¢üõ ö�È÷ �¤ ö�Þþ¤ ­Âê ö� ÕþÂÏ ¥� ø Ý��îüõ üêÂãõ �¤ ö�À�õ ×þ ý��¥ â��� ��¨ ÛÊê ¤¢ø ´¨� q(q � 1)=2 ý�÷�ð �� ñ�Þ�Æî�õ Ý¡ �ú�� ,yq + y = xq+1 �bÎ��¤ �� üµ�õÂû Ý¡ Ý�û¢üõ ö�È÷ ��¨ ÛÊê�� ñ�Þ�Æî�õ Ý¡ �ú�� ,À÷¢�¢ ö�È÷ ℄6[ â�Âõ ¤¢ 8 §¤�� ø 7��¨¤�ð .Ý��îüõ �ãó�Îõ �¤ Ý¡ ßþ� «��¡ ¥� ü¡Â�.´¨� yq + y = xq+1=2 Ý¡ ,¢Âê q ,(q � 1)2=4 ý�÷�ð,�ø¥ q ,q(q � 2)=4 ý�÷�ð �� ñ�Þ�Æî�õ Ý¡ Ý��îüõ ´��� ´¨� �õ�÷ö�þ�� üÜ¬� éÀû �î �¤�ú� ÛÊê ¤¢:´¨� Âþ¥ ß�Ø��÷ Ý¡ �� ´¿þÂÞûtXi=1 yq=2i = xq+1.´¨� Ý¡ ¥� ù��¿ó¢ �bÎÖ÷ Âû ¤¢ §�ÂµªÂþ�ø ö�ÊÖ÷Â�è ×þ q=2 ø q = 2t �î.À÷¤�¢ ü¨�¨� ÇÖ÷ �û�±�Âõ ø � Ý¡ �� ÂÒ��µõ üÎ¡ ýÂ¨ ,��Ìì ßþ� ��±�� ¤¢
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ñø� ÛÊê
��õÀÖõ

ýø¤ üÎ¡ ý�ûýÂ¨ ,�û���È¿� ,ýÂ±� ý�ûÝ¡ ,��þ¥ ¤� ý�û�ÖÜ� ø â��� ö�À�õ ü¨�¨� Ý�û�Ôõ ÛÊê ßþ� ¤¢ý�ûÕµÈõ ø üµ�õÂû ý�û�¢¤ø�÷ ,Åµþø ¤�û-ßÞþ¤ ý�÷�ð ñ�õÂê ,�û´¿þ¤ ø üÎ¡ ý�ûýÂ¨ ß�� �b Î��¤ ,Ý¡℄24[ø℄11[ø℄13[ )â��Âõ �� À�÷���üõ Ç¿� ßþ� ý�þ�Ìì ø �ûù¤��ð ¥� ü��±�� öÀþ¢ ý�Â� .Ý��îüõ �ÂÎõ �¤ �Æû.À��î á��¤ (��þ¥¤� ý�û�ÖÜ� ø â��� ö�À�õ 1.1ý�ûüþ���n �bä�Þ¹õ ,K ö�À�õ ýø¤ 1ß�ê� ý�Ìê �n ¥� ¤�Ñ�õA n = A n ( �K) = fP = (x1; : : : ; xn) j xi 2 �KgÓ þÂ ã � Â ��� � À ã � × þ ß � ê� ý� Ì ê ¯� Î ¡ � ä� Þ ¹ õ �¤� ¬� � �¤ 2 ýÂ þ� Ê � ý� Ì ê .´ ¨�.¢¤Á ðüõ (x0; : : : ; xn) ø �bÀ ± õ ¥� � î ´¨� A n+1 ¤¢ Í¡ ×þ Pn ¤¢ (x0 : : : : : xn) �ÎÖ ÷ ×þ .Ý � � îüõÂ ð�� ú � �øÂ ð� ,(x0 : : : : : xn) = (y0 : : : : : yn) ,(x0 : : : : : xn); (y0 : : : : : yn) 2 Pn ý�Â � ß þ�Â �� � �.� 2 K� �îý¤�Ï ,(x0; : : : ; xn) = �(y0; : : : ; yn)AÆne Spa
e 1Proje
tive Spa
e 21



I � K[X ℄ ø ùÂ�çµõ�n+ 1 ý�ûý��ÜÞ�À�� �b ÖÜ� K[X ℄ := K[X0; : : : ; Xn℄ Ý��î ­Âê 1.1.1 ÓþÂã��¤�¬�� �¤ A n ¥� ý��ä�Þ¹õ Âþ¥ ,üó�ùÀþ� ß��� Âû �� .Àª�� ñ�ùÀþ� ×þVI := fP 2 A n j f(P ) = 0 ,f 2 I Âû ý�¥� ��g:ý�û�Èþ¤ �b ä�Þ¹õ ,H �b ½Ô¬ Â�� ¥� ¤�Ñ�õ .Ý�þ�ðüõ A n ¤¢ ß�ê� ýÂ±� �ä�Þ¹õ VI �� .Ý��îüõ ÂÒ��µõ.´¨�Pni=1 aixi = 0�¤�¬�� V �� ÂÒ��µõ ñ�ùÀþ� ,Àª�� ß�ê� ýÂ±� �bä�Þ¹õ ×þ V Âð� 2.1.1 ÓþÂã�I(V ) := ff 2 �K[X ℄ j f(P ) = 0 ,P 2 V Âû ý�Â�g .¢�ªüõ ÓþÂã�:Ý�ª�� �µª�¢ � 2 �K Âû ý�Â� ù�ðÂû Ý�þ�ðüõ d ��¤¢ ¥� 3ßÚÞû �¤ f 2 �K[X ℄ = �K[X0; : : : ; Xn℄ ý��ÜÞ�À��f(�X0; : : : ; �Xn) = �df(X0; : : : ; Xn).¢�ª À�ó�� ßÚÞû ý�ûý��ÜÞ�À�� Í¨�� ù�ðÂû Ý�þ�ð ßÚÞû �¤ I � �K[X ℄ ñ�ùÀþ�¤¢ ñø� ñ�ùÀþ� ×þ I(V ) ù�ðÂû ,Ý�þ�ð ß�ê� 4ý�÷�ðÀ�� ×þ �¤ V ß�ê� ýÂ±� �ä�Þ¹õ 3.1.1 ÓþÂã�.Àª�� �K[X ℄ÂÒ��µõ Âþ¥ �¤�¬�� �¤ Pn ¥� ý��ä�Þ¹õÂþ¥ ,I � K[X0; : : : ; Xn℄ ßÚÞû ñ�ùÀþ� Âû �� 4.1.1 ÓþÂã�.Ý��îüõVI = fP 2 Pn j f(P ) = 0 ,f 2 I ßÚÞû ý��ÜÞ�À�� Âû ý�Â�g:ñ�ùÀþ� ,Àª�� ýÂþ�Ê� ýÂ±� �bä�Þ¹õ ×þ V Âð� .´¨� VI ÛØª�� ý��ä�Þ¹õ ,ýÂþ�Ê� ýÂ±� �bä�Þ¹õ ×þ�¤�¬ �� �K[X ℄ ¤¢ üó�ùÀþ� ,VI �� ÂÒ��µõ ßÚÞûI(V ) = hf 2 �K[X0; : : : ; Xn℄ j f(P ) = 0 ,P 2 V Âû ý�Â� ø ßÚÞû fiHomogenouse 3Variety 42



×þ ,ö� �� ÂÒ��µõ ßÚÞû ñ�ùÀþ� Âð� Ý�þ�ðüõ ýÂþ�Ê� ý�÷�ðÀ�� �¤ ýÂþ�Ê� ýÂ±� �b ä�Þ¹õ ×þ .´¨�.Àª�� �K[X0; : : : ; Xn℄ ¤¢ ñø� ñ�ùÀþ��îý¤�Ï ´¨� F � K â�¨�� ö�À�õ ,K ö�À�õ ýø¤ Â�çµõ ×þ �� F=K ýÂ±� â��� ö�À�õ 5.1.1 ÓþÂã�.Àª�� K(x) ýø¤ üû��µõ ýÂ±� â�¨�� F �îý¤�Ï ,Àª�� �µª�¢ ¢��ø K ýø¤ x 2 F üó�ãµõ ÂÊ�ä.Àª�� üû��µõ �b�¤¢ ¥� F=K(z) â�¨�� Âð�ÍÖêøÂð� ´¨� üó�ãµõ z 2 F ÂÊ�ä .�µØ÷Ý��î ­Âê ñ�� .´¨� üû��µõ �b �¤¢ ¥� F=K(z) â��� ö�À�õ ÓþÂã� Õ±Ï ,Àª�� üó�ãµõ z 2 F Âð� .ö�ûÂ��¹�µ÷ ¤¢ ,üû��µõ �b �¤¢ ¥� [K(z) : K℄ ù�Ú÷� Àª�� ýÂ±� z 2 F Âð� .Àª�� üû��µõ �b �¤¢ ¥� F=K(z) â�¨��� .´¨� üó�ãµõ ÂÊ�ä ×þ z ßþ�Â���� .´¨� üû��µõ �b�¤¢ ¥� F=K�bä�Þ¹õ �¤�¬ßþ� ¤¢ .Àª�� ýÂ±� â��� ö�À�õ ×þ F=K Ý��î ­Âê 6.1.1 Ýó~K = fz 2 F j´¨� ýÂ±� K ýø¤ zg¤¢ K Ý�þ�ð ,K = ~K Âð� :K � ~K $ F Ýþ¤�¢ ø Ý�þ�ð F=K ´��� ö�À�õ �¤ ~K .´¨� F ¥� ö�À�õ Âþ¥ ×þ Âþ¥.´¨� ýÂ±� �b µÆ� F:´¨� Âþ¥ «��¡ �� O � F �bÖÜ� Âþ¥ ×þ ,F=K â��� ö�À�õ 5��þ¥ ¤� �b ÖÜ� 7.1.1 ÓþÂã�,K $ O $ F (Óó�).z�1 2 O �þ z 2 O ,z 2 F ÂÊ�äÂû ý�Â� (�)P = O nO� ¢Âê��ÂÊ½�õ ñ�Þ�Æî�õ ñ�ùÀþ� ×þ �ú�� ý�¤�¢ ü�ãþ .À�µÆû üã®�õ ,��þ¥ ¤� ý�û�ÖÜ� .�µØ÷�bä�Þ¹õ ö� ¤¢ �î À�µÆûO� = fz 2 O j zw = 1�î Àª�� �µª�¢ ¢��ø ý¤�Ï w 2 Og.´¨� O ý�ûñ�Øþ ùøÂðValuation Ring 53



ù�Ú÷� Àª�� ö� �� ÂÒ��µõ ñ�Þ�Æî�õ ñ�ùÀþ� P ø F=K â��� ö�À�õ ��þ¥ ¤� �b ÖÜ� O Ý��î ­Âê 8.1.1 Ýó:À÷¥ ¤�Ýû Âþ¥ Íþ�Âª,´¨� üÜ¬� ñ�ùÀþ� ×þ P (Óó�)ö� ¤¢ �î ¢¤�¢ z = tnu ÛØª �� ý¢Âê�� ÂÊ½�õ Çþ�Þ÷ ,0 6= z 2 F ÂÊ�ä Âû ù�Ú÷� ,P = tO Âð� (�),u 2 O� ø n 2 Z,Àª� � ñ�ùÀ þ� ×þ f0g 6= I � O ø P = tO Â ð� Â �Õ � ì¢ ö� � � � � .´¨� üÜ¬� ñ�ùÀ þ� ùb¥�� ×þ O (�):I = tnO Ýþ¤�¢ n×þ ý�¥� �� �¤�¬ßþ�¤¢.À�þ�ð ö� 7 üã®�õ Âµõ�¤�� �¤ t �Ìä ø 6 �µÆÆð ��þ¥ ¤� �b ÖÜ� Àª�� �µª�¢ �¤ ë�ê Íþ�Âª ¥� üØþ �î ý��ÖÜ�F=K ¤¢ ��þ¥ ¤� �b ÖÜ� ñ�Þ�Æî�õ ñ�ùÀþ� ,F=K â��� ö�À�õ ¤¢ P 8ö�Øõ ¥� ¤�Ñ�õ (Óó�) 9.1.1 ÓþÂã�F=K ¤¢ ö� ��þ¥ ¤� �b ÖÜ� O ö� ¤¢ �î ´ª�÷ P = tO �¤�¬�� �¤ P ö��µ� t 2 P ÂÊ�ä ý�¥��� Âð� .´¨�.Ý�õ�÷ P ¤¢ ñø� ÂÊ�ä ×þ �¤ t ù�Ú÷� ,´¨�,Ý��îüõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬�� �¤ PF �bä�Þ¹õ (�)PF := fP j´¨� F=K ¤¢ ö�Øõ ×þ Pg.Ý�õ�÷ F=K â��� ö�À�õ ý�ûö�Øõ �bä�Þ¹õ �¤ ö� øÂþ¥ «��¡ �� ,v : F �! Z[ f1g â��� ×þ ,F=K â��� ö�À�õ ¥� 9�b µÆÆð ��þ¥ ¤� ×þ 10.1.1 ÓþÂã�:´¨�;v(x) =1 Âð�ÍÖêøÂð� .x = 0 (Óó�);v(xy) = v(x) + v(y) ,x ø y 2 F Âû ý�Â� (�);v(x + y) � minfv(x); v(y)g ,x ø y 2 F Âû ý�Â� (�)Dis
rete Valuation Ring 6Lo
al Parameter 7Pla
e 8Dis
rete Valuation 94



;v(z) = 1 Ýþ¤�¢ z 2 F ÂÊ�ä ×þ ý�Â� (�).v(a) = 0 ,a 2 K ÂÔ¬�÷ ÂÊ�äÂû ý�Â� (�)ÂÒ� � µ õ Â þ¥ �¤�¬�� �¤ vP : F �! Z[ f1g �b µÆÆð �� þ¥ ¤� ,P 2 PF ö�Øõ Âû � � 11.1.1 ÓþÂã�:Ý��îüõ�î ¢¤�¢ z = tnu �¤�¬�� ý¢Âê��ÂÊ½�õÇþ�Þ÷ ,P ý�Â� t üã®�õ Âµõ�¤�� ý�¥� �� ,z 2 F ÂÔ¬�÷ ÂÊ�ä Âû.vP (0) :=1 ø vP (z) := n Ý��îüõ ÓþÂã� .u 2 O� ø n 2 Z ö� ¤¢ý�Â� m �±�Âõ ÂÔ¬×þ P Ý�þ�ðüõ ,vP (z) = m > 0 Âð� ,P 2 PF ø z 2 F Ý��î­Âê 12.1.1 ÓþÂã�.´¨� z ¥� m �±�Âõ °Îì ×þ ,vP (z) = �m < 0 Âð� ø z
ýÂ±� ý�ûÝ¡ 2.1â �� � ö�À � õ F (�) ø Fq ýÂ ± � ¤� µ Æ � F ,ü û� � µ õ ö�À � õ × þ K = Fq Ý � � î ­Â ê 1.2.1 ÓþÂã�,..., f2(x0; : : : ; xn) , f1(x0; : : : ; xn) Ý��î­Âê .Àª�� (K[X0;:::;Xn℄I �b ÖÜ� üµÞÆì �¤�¡ ö�À�õ ¤�Ñ�õ)ýÂ±� Ý¡ �¤�¬ßþ� ¤¢ À�ª�� Fq [x0; : : : ; xn℄ ý��ÜÞ�À�� �bÖÜ� ¤¢ ý��ÜÞ�À�� (n�1) ,fn�1(x0; : : : ; xn):Ý��îüõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬�� �¤ � ß�ê�� := f (a0; : : : ; an) 2 Fn j fj(a0; : : : ; an) = 0 , j = 1; : : : ; n� 1 ,jÂû ý�Â�g�¤�¬�� �¤ � Ý¡ ý�þ�ð ¯�Ö÷ �ä�Þ¹õ ø�(Fq) = f(a0; : : : ; an) 2 � j a0; : : : ; an 2 Fqg�¤ Âþ¥ �b ä�Þ¹õ ù�Ú÷� ,Àª�� �Fq ýø¤ ÂþÁ��÷Ûþ�½� ý��ÜÞ�À��×þ f(x; y) 2 Fq [x; y℄ Âð� .Ý��îüõ ÓþÂã�Ý�õ�÷üõ ß�ê� ¼ÎÆõ ýÂ±� Ý¡�f = f(�; �) 2 �Fq � �Fq j f(�; �) = 0g.¢�ªüõ �µÔð Fq ýø¤ �þ�ð ¯�Ö÷ ,(�; �) 2 Fq ¯�Ö÷ �� ö� ¤¢ �î5



10ÂþÁ��÷Ûþ�½� �¤ � ýÂ±� Ý¡ .À�õ�÷üõ ýÂ±� Ý¡ �¤ ýÀã� ×þ ýÂþ�Ê� ý�û�÷�ðÀ�� 2.2.1 ÓþÂã�.´ª�÷ ��¹õ ýÂþ�Ê� ý�÷�ðÀ�� ø¢ á�Þµ�� �¤�¬�� �¤ ö� ö��µ÷ ù�ðÂû ,Ý�þ�ð×þ Í¨� � I(V ) 2 Fq [x0; x1; x2℄ ßÚÞû ñ�ùÀ þ� � î ´¨� V � P2 ý� ÷� ðÀ �� ,¼ÎÆõ ýÂ þ�Ê � Ý¡.¢�ªüõ À�ó�� h 2 Fq [x0; x1; x2℄ ÂþÁ��÷Ûþ�½� ý��ÜÞ�À��¥� P = (a; b) 2 �Fq � �Fq �b ÎÖ÷ Âû ý�Â� ù�ðÂû Ý�þ�ð 11ß�Ø��÷ P �b ÎÖ÷ ¤¢ �¤ � Ý¡ ×þ 3.2.1 ÓþÂã�� þ fx(a; b) 6= 0 Ý�ª� � �µª�¢ ,(f(a; b) = 0 ü�ãþ) f(x; y) 2 �Fq [x; y℄ ý��ÜÞ�À�� �� �µÆ��ø ¼ÎÆõ Ý¡.´¨� ß�Ø� P �¤�¬ßþ�Â�è ¤¢ .(À�µÆû ü��� ��ÖµÈõ ,fy; fx) fy(a; b) 6= 0.Àª�� ß�Ø��÷ P 2 � �bÎÖ÷ Âû ¤¢ ù�ðÂû Ý�þ�ð ß�Ø��÷ �¤ � Ý¡
 ¤-ö�Þþ¤ �b �Ìì ø �û���È¿� 1.2.1div(�) �� ø ´¨� � Ý¡ ¯�Ö÷ Í¨�� ùÀª À�ó�� ¢�¥� üÜ�� ùøÂð ,� Ý¡ ý�û���È¿� ùøÂð 4.2.1 ÓþÂã�ÛØª �� ý¤�¬ âÞ� ×þ ,D 2 div(�) ���È¿� .¢�ª üõ ù¢�¢ Çþ�Þ÷XP2� vP (D)P���È¿� .vP (D) = 0 ,P 2 � üû��µõ ¢�Àã� ÂÚõ �Þû ý�Â� ø ´¨� D ¤¢ P °þÂ® vP (D) ö� ¤¢ �î ´¨�ÛÞ½õ ø ��¤¢ .´¨� P ¤¢ f üÚ÷�ðÀ�� vP (f) ö� ¤¢ �î Ý��îüõ ÓþÂã � �¤ div(f) := PP2PF vP (f)PÓþÂã� Supp(D) = fP 2 � j vP (D) 6= 0g ø deg(D) = PP2� vp(D) �¤�¬�� °��Â � � � ,D ���È¿�:¢�ªüõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬�� div(�) ýø¤ P Âû ý�Â� � ü��� °��Â� P 2 � Âû ý�Â� .¢�ªüõD1 � D2 Âð��ú��øÂð� vP (D1) � vP (D2).À�þ�ðüõ 12Â��õ ���È¿� �¤ D � 0 ���È¿�,Àª�� x 2 F ý�û°Îì �b ä�Þ¹õ N ø �ûÂÔ¬ �bä�Þ¹õ Z Ý��î ­Âê .ÝþÂ�ðüõ ÂÑ÷ ¤¢ �¤ x 2 F ÂÔ¬�÷ ÂÊ�äIrredu
ible 10Non-Singular 11E�e
tive 126



:Ý��îüõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬ �� �¤ 15 üÜ¬� ø 14 °Îì ,13ÂÔ¬ ý�û���È¿�(x)0 := XP2Z vP (x)P x ÂÔ¬ ���È¿�
(x)1 := XP2N(�vP (x))P x °Îì ���È¿� ø(x) := (x)0 � (x)1 x üÜ¬� ���È¿�

.Ý�û¢üõ Çþ�Þ÷ ��÷ div(x) �� �¤ (x) ü�ãþ ,x üÜ¬� ���È¿�:¢�ªüõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬ �� D �� ÂÒ��µõ 16  ¤-ö�Þþ¤ ý�Ìê .D 2 div(�) Ý��î ­Âê 5.2.1 ÓþÂã�L(D) := ff 2 K(�)� j D + div(f) � 0g [ f0g.À�û¢üõ Çþ�Þ÷ `(D) = dimK L(D) �� ý¤�¢Â� ý�Ìê �K ö���ä �� L(D) Àã�Âð� �ú � � ø Âð� ,À �û¢üõ Çþ�Þ ÷ D s E � � ø À � þ�ð üÎ¡ ¥¤� Ýû �¤ D;E ���È¿� ø¢ 6.2.1 ÓþÂã�:Ý��îüõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬ �� �¤ j E j �ä�Þ¹õ .D + div(f) = E �î Àª�� ¢���õ f 2 K(�)j E j:= fD 2 div(�) j D � 0; D s Eg �f ¢�ãõ �þ øj E j:= fE + div(f) j f 2 L(E) n f0gg Zero divisor 13Pole divisor 14Prin
ipal divisor 15Riemann-Ro
h 16
7



:Ý��î �ú¹õ Âþ¥ �¤�¬�� `(E)� 1 Àã� ¥� ýÂþ�Ê� ý�Ìê ¥� ¤�µ¡�¨ ×þ �� �¤ j E j Ý�÷���üõ øj E j�! P(L(E))div(f) +E 7�! [f ℄�ú�� ø Âð� ,div(f) = div(g) , f; g 2 F (�)� Âû ý�Â� �Âþ¥ .´¨� ÓþÂãµª�¡ �Î��¤ ßþ� .j E j�= P(L(E)) ü�ãþ. af = g �î Àª�� �µª�¢ ¢��ø a 2 K� ÂÊ�ä Âð�¥� ���È¿� ×þ) Àª�� �×�÷�÷�î ���È¿� C ø ¤��Þû Ý¡ ×þ � Ý��î ­Âê :17 ¤-ö�Þþ¤ 7.2.1 ��ÌìD 2 div(�) Âû ý�Â� �î ¢¤�¢ ¢��ø ý¤�Ï ´¨� � Ý¡ ý�÷�ð �î ,g � 0 ¼�½¬ ¢Àä .(g Àã� ø 2g � 2 ��¤¢Ýþ¤�¢`(D)� `(C �D) = deg(D)� g + 1� .℄23[ â�Âõ ¤¢ ��±�� .ö�ûÂ�Çþ�Þ÷ g = `(C) �� �¤ � Ý¡ ý�÷�ð .Àª�� Fq ýø¤ ýÂþ�Ê� ¤��Þû Ý¡ ×þ � Ý��î ­Âê 8.2.1 ÓþÂã�.Ý�û¢üõ�bÎ��¤ ¥� � Ý¡ ý�÷�ð ù�Ú÷� ,Àª�� d ��¤¢ ¥� ¼ÎÆõ ¤��Þû Ý¡ ×þ � � P2 Âð� 9.2.1 ù¤��ðg = 12 (d� 1)(d� 2) .Àþ�üõ ´¨¢��� .¢�ª �ã��Âõ ℄201 .« ,9[ �� .ö�ûÂ�Âþ¥ �¤�¬�� �Î��¤ ×þ ,Fq ýø¤ (g � 1) g ý�÷�ð ¥� � 18 ý�Ì��Â�� Ý¡ ×þ 10.2.1 ÓþÂã�y2 + h(y)x = f(x) Riemann-Ro
h Theorem 17Hyperellipti
 188



.´¨� 2g + 1 ��¤¢ ¥� ý��ÜÞ�À�� ×þ f(x) 2 Fq [x℄ ø h(y) 2 Fq [y℄ �îý¤�Ï .´¨� Fq [x; y℄ ¤¢:deg(f) = 2g + 1 �îý¤�Ï ,´¨� y2 = f(x) �¤�¬�� � Ý¡ ù�Ú÷� ,
har(Fq) 6= 2 Âð�ýÂþ�Ê� ýÂ±� Ý¡ ×þ ,ý�Ì�� Ý¡ .À�µÆû ýÂ±� ý�ûÝ¡ ¥� ý��÷�Þ÷ ý�Ì�� ý�ûÝ¡ 11.2.1 ñ�·õp 6= 2 ý�û�Ê¿Èõ ¤¢ .´¨� ´þ�ú÷ü� ¤¢ �ÎÖ÷ ��÷�� ,É¿Èõ �bÎÖ÷ ×þ ý�¤�¢ �î ´¨� ×þ ý�÷�ð �� ¤��Þû�b ó¢�ãõ �� ß�Ø��÷ ¼ÎÆõ ýÂ±� Ý¡ ×þ ö���ä �� ö���üõ �¤ ý�Ì�� Ý¡ Âûy2 = x3 + ax+ bý¤�ÂØ� �Èþ¤ ø ù¢�� x ¥� 3 ��¤¢ ý��ÜÞ�À��×þ f(x) ö� ¤¢ �î ,y2 = f(x) Âð� �f ¢�ãõ .´êÂð ÂÑ÷ ¤¢.Ýþ¤�¢ ý�Ì�� Ý¡ ×þ �f ¢�ãõ �þ ×þ ý�÷�ð�� ß�Ø��÷ ¼ÎÆõ Ý¡ ×þ ù�Ú÷� ,¢¤�À÷.´¨� K ö�À�õ ýø¤ ß�Ø��÷ ø ýÂþ�Ê� ,ýÂ±� Ý¡ ,Ý¡ ×þ ¥� ¤�Ñ�õ �õ�¢� ¤¢
�ûÝ¡ ýø¤ üÎ¡ ý�ûýÂ¨ 3.1:´¨� Âþ¥ �¤�¬�� j E j ¥� üÎ¡-K ý�ÌêÂþ¥ ×þ ,DüÎ¡ ýÂ¨ ×þ 1.3.1 ÓþÂã�D := fE + div(f) j f 2 D0 n f0gg.´¨� L(E) ¥� üÎ¡-K ý�ÌêÂþ¥ ×þ D0 �îý¤�ÏD üÎ¡ ýÂ¨ À ã � ø � �¤¢ ° � �Â �� � �¤ r = dim(D) := dim(D0) � 1 ø d = deg(D) := deg(E) ¢�À ä�üµ¿þÂØþ ßµêÂð ÂÑ÷ ¤¢ �� .D =j E j ù�ðÂû ,À�þ�ð Ûõ�î �¤ D üÎ¡ ýÂ¨ .À�û¢üõ Çþ�Þ÷ grd �� ø À�õ�÷üõD1 �= P(D01) �j E1 j üÎ¡ ýÂ¨ .D �= P(D0) �j E j ü�ãþ ,´¨� P(D0) �� ÂÒ��µõ D ,j E j�= P(L(E)).D01 � D0 ø L(E1) � L(E) ù�ðÂû ,´¨� D �= P(D0) �j E j ý�Ìê Âþ¥

9



D 2 D ���È¿� ×þ ,P 2 � Âû ý�Â� Âð� ,À�þ�ð 19�þ�� �ÎÖ÷ ¥� ÛÖµÆõ �¤ D üÎ¡ ýÂ¨ 2.3.1 ÓþÂã�.P 62 Supp(D) �î Àª�� ¢���õ,Pr ¤¢ H �½Ô¬Â�� Âû ý�Â� Âð��ú��øÂð� ,´¨� 20ùÀ�û�±��÷ � : � ! Pr(K) ´¿þ¤ ×þ 3.3.1 ÓþÂã�.�(�) 6( H.´¨� ùÀ�û�±��÷ ´¿þ¤ ø �þ�� �ÎÖ÷ ¥� ÛÖµÆõ üÎ¡ ýÂ¨ ×þ ,´¿þ¤ ø üÎ¡ ýÂ¨ ¥� �õ ¤�Ñ�õ ßþ� ¥� Àã��¤�¬�� �¤ Di ,i 2 N0 Âû ø P 2 � �ÎÖ÷ Âû ý�Â� 4.3.1 ÓþÂã�Di(P ) = fD 2 D j D � iPg: .Ý��îüõ ÓþÂã�:À÷¤�ÂìÂ� Âþ¥ ��Ø�� P 2 � Âû ý�Â� 5.3.1 Ýó;´¨� üÎ¡ ýÂ¨ ×þ Di(P ) (Óó�);´¨� D ý�ÌêÂþ¥ Di(P ) (�).dim(Di(P )) � dim(Di+1(P )) + 1 (�)Âð�ÍÖêøÂð� ,E + div(f) 2 Di ù�Ú÷� ,f 2 D0�f0g Ý��îüõ ­Âê ø Di := Di(P ) Ý�û¢üõ ¤�Âì .ö�ûÂ�ö� ¤¢ �î ,Di �= P(D0i) ü�ãþ ;vP (E) + vP (f) � iD0i := D0 \ L(E � iP )ý�ÌêÂþ¥�K �� ´¿þÂØþ�K , D0iD0i+1 ñ�� .À�îüõ Ûõ�î �¤ (�)ø (Óó�) ��±�� �îL(E � iP )L(E � (i+ 1)P ) ö�� .´¨�dimK � L(E � iP )L(E � (i+ 1)P )� = `(E�iP )�`(E�(i+1)P ) � deg(E�iP )+1�deg(E�(i+1)P )�1 = 1:Base-point-free 19Non-degenerate 2010



� .Àþ�üõ ´¨¢ �� ��÷ (�) ´ÞÆì�¤�¬�� P 2 � ¤¢ D üÚ÷�ðÀ�� 6.3.1 ÓþÂã�b(P ) := minfvP (D) j D 2 Dg,P 2 � üû��µõ ¢�Àã� ý�Â� ßþ�Â���� ;P 2 Supp(D) ,D 2 D Âû ý�Â� Âð��ú��øÂð� b(P ) > 0 .¢�ªüõ ÓþÂã�.¢Âî ÓþÂã� vP (B) := b(P ) ö¢�¢ ¤�Âì �� � ýø¤ �¤ B = BD ´±·õ ���È¿� ö���üõ �Áó .b(P ) 6= 0
ø .À�õ�÷üõ D �þ�� �b ÎÖ÷ �¤ P 2 Supp(B) �b ÎÖ÷ ø D 21�b þ�� ü¨À�û ö�Øõ �¤ B ���È¿� 7.3.1 ÓþÂã�.Ý��îüõ ÓþÂã� �¤ DB := fD �B j D 2 Dg ���È¿�ù�Ú÷� ,´¨� D0 = hf0; : : : ; fsi ö� ¤¢ �î Àª�� üÎ¡ ýÂ¨ ×þ D �= P(D0) �j E j À��î­Âê 8.3.1 ÝóÂÚþ¢ �¤�±ä �� ,¢�ªüõ ß�ãõ D �b Ü�¨ø�� EvP (E) = b(P )�minfvP (f0); : : : ; vP (fs)g:�¹�µ ÷ ¤¢ ,vP (E) � b(P ) + vP (fi) � 0 ,P 2 � Âû ø i Âû ý�Â � �Á ó ,D0 � L(E � B) ö�� .ö�ûÂ �,P Âû ý�Â � ,´¨� � þ� � ¥� ÛÖ µÆõ DB �î �¹÷� ¥� üêÂÏ ¥� .vP (E) � b(P ) �minfvP (f0); : : : ; vP (fs)g´¨¢ �� �¹�µ÷ ßþ�Â���� .vP (E �B+div(Pi aifi)) = 0 �îý¤�Ï ¢¤�¢ ¢��ø (a0 : : : : : as) 2 Ps(F ) ÂÊ�ä� .Àþ�üõ.Àª� � � Ý¡ ýø¤ r Àã � ¥� � þ� � �ÎÖ ÷ ¥� ÛÖ µÆ õ üÎ¡ ýÂ¨ ×þ D �= P(D0) Ý � � î ­Âê 9.3.1 Ýó�f0;:::;fr = (f0 : : : : : fr) : � ! Pr �¤�¬ � � ùÀ � û� ± �� ÷ ´¿ þ¤ × þ D0 ¥� ff0; : : : ; frg � þ� �-K Â û� î ¢¤�¢ ¢� �ø ý¤� Ï T 2 Aut(Pr) ù� Ú ÷� ,À ª� � D0 ¥� ýÂ Ú þ¢ � þ� � g0; : : : ; gr Â ð� .À � îü õ Ó þÂ ã �.�g0;:::;gr = T Æ �f0;:::;frBase Lo
us 2111


