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ث

චاری... ণپاس໋�

بخشید. او به تفکر قدرت و آفرید را انسان که را خدایی سپاس

خویش استادان بر را سپاسخود و سازم جاری زبانم بر تشͺر و تقدیر از بالاتر معنایی نمͬ�توانم

گفته�ام. کم سرایم، و گویم هرچه که نمایم آشͺار

علم استاد راهنمایم، استاد دلسوزانه و بی�دریغ زحمات از که مͬ�دانم وظیفه خود بر آغاز در

در را خود دانش گنجینه�های که کنم تشͺر و تقدیر امجدی جعفر دکتر آقای جناب اخلاق، و

دکتر آقای جناب مشاورم، استاد از و دادند قرار اینجانب اختیار در سخاوت و صبوری نهایت

و تشͺر صمیمانه کردند همراهͬ نامه پایان این انجام در مرا که الاسلامͬ، شیخ محمود سید

داوری و فرموده زحمت قبول که سپاسͽزارم خیرفام بهروز دکتر آقای جناب از و میͺنم قدردانͬ

کلیه و تحصیلم دوران طول در محترم اساتید کلیه از نیز و گرفتند عهده بر را نامه پایان این

مͬ�زنم مادرم و پدر پرمهر دستان بر بوسه و مͬ�کنم تشͺر ریاضͬ علوم دانشͺده محترم کارکنان

بودند. من پشتیبان و یار همواره که

ممقانͬ علͬ�خواه مینا

١٣٩١ شهریور
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چ مطالب فهرست
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چͺیده

مجموعه و V (G) = {x١, . . . , xn} رئوس مجموعه با ساده متناهͬ گراف ͷی G فرض�کنید

باشد. κ میدان روی متغیر n با چندجمله�ایها حلقه R = κ[x١, . . . , xn] و بوده E(G) یالهای

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را ،I(G) ،Gگراف یالͬ ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل

I(G) = ⟨ xixj | {xi, xj} ∈ E(G)⟩.

(دنباله�وار) کوهن-مͺالͬ R

I(G)
حلقه هرگاه گوییم (دنباله�وار) کوهن-مͺالͬ را G گراف

دوگان و بوده دنباله�وار کوهن-مͺالͬ وتری گرافهای تمام مͬ�دهیم نشان پایان�نامه این در باشد.

با وتری گراف ͷی رئوس رابطه همچنین هستند. خطͬ مولفه�وار آنها یالͬ ایده�آل الͺساندر

قرار بررسͬ مورد هستند آزاد رئوس دارای که ،∆(G)، G ساده�گون همبافت از بیشینه�وجه�هایی

مͬ�گیرند.

دوگان وتری، گراف دنباله�وار، کوهن-مͺالͬ کوهن-مͺالͬ، یالͬ، ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل کلیدی: کلمات

خطͬ. مولفه�وار الͺساندر،

ح



پیشͽفتار

آن در وی شدند، ١ظاهر فروبرگ قضیه در بار اولین برای وتری گرافهای جابجایی جبر در

میلادی، ٩٠ دهه در کرد. مشخص را ٢-خطͬ تحلیل با مربع از آزاد منومیال ایده�آلهای قضیه

این که نامید گراف یالͬ ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل را آن و داد نسبت منومیال ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل ͷی گراف هر برای ٢ ویلارئل

ضمن آن، از استفاده با وی گردید. ترکیبیات و گراف نظریه جابجایی، جبر ارتباط باعث کار

ثابت و پرداخت خواصآنها بررسͬ به وار دنباله کوهن-مͺالͬ و کوهن-مͺالͬ گرافهای معرفͬ

گسترده طور به کوهن-مͺالͬ گرافهای آن از بعد هستند. کوهن-مͺالͬ وتری گرافهای که��������������������������������� کرد

گرفت. قرار بررسͬ مورد مختلفͬ محققین توسط

کوهن- یالͬ ایده�آلهای بررسͬ به گراف ͷی یالͬ ایده�آل معرفͬ ضمن پایان�نامه، این در

حلقه و منومیالها گراف، جابجایی، جبر از لازم مقدمات اول فصل در پرداخت. خواهیم مͺالͬ

مͬ�کنیم. ارائه را مدرج مدولهای و

شرطهای شبه�جنگلها، و وتری �������������������������������������������������������������������������گرافهای کوهن-مͺالͬ، تعریفگرافهای ضمن دوم فصل در

مانند مفاهیمͬ همچنین مͬ�کنیم. بیان را وتری گرافهای بودن کوهن-مͺالͬ برای کافͬ و لازم

باشند خواص این دارای که وتری گرافهای و مطرح را کامل حذفͬ ترتیب و خوشه�ای همبافت

وتری گرافهای رئوس تعداد بین رابطه فصل این در بعلاوه مͬ�دهیم. قرار مطالعه مورد را

١Froberg
٢V illarreal

خ



د مطالب فهرست

قرار بررسͬ مورد گراف، همان از حاصل ساده�گون همبافت بیشینه�وجه�های با کوهن-مͺالͬ،

مͬ�گیرد.

ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل خطͬ، مولفه�وار ایده�آل پلͬ�متروئید، ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل از تعریفͬ ارائه ضمن سوم فصل در نهایتا

کوهن-مͺالͬ وتری گرافهای که مͬ�شود ثابت خطͬ ����������������������������������������������������������������������������������������������������تحلیل و خطͬ قسمت خارج دارای

آن یالͬ ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل اگر تنها و اگر است کوهن-مͺالͬ وتری گراف نتیجه در و هستند دنباله�وار

باشد. ناآمیخته

است. شده تنظیم [٧] و [۴] مقاله�های اساس بر نامه پایان این



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

مورد اصلͬ قضایای اثبات برای بعدی فصلهای در که مقدماتͬ مطالب و مفاهیم فصل این در

اول بخش و مͬ�دهیم انجام بخش سه قالب در را کار این مͬ�شود. بیان مͬ�گیرند قرار استفاده

و یͺدار حلقه R نامه پایان این سراسر در مͬ�کنیم. شروع جابجایی جبر از مقدماتͬ عنوان با را

مͬ�شود. فرض جابجایی

جابجایی جبر از مقدماتͬ ١.١

صورت این در� باشند. R حلقه از ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل دو J و I فرض�کنید .١.١ تعریف

I : J = {f ∈ R | fJ ⊆ I}

مͬ�نامیم. J به نسبت I کولن ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل را آن و است R ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل ͷی

اولیه١ را I ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل صورت این در باشد. R حلقه از واقعͬ ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل I فرض����کنید .٢.١ تعریف

.a ∈ I یا b ∈
√
I ، ab ∈ I و a, b ∈ R هر برای هرگاه گوییم

١Primary

١



٢ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل را I صورت این در است. اول ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل p :=
√
I آنگاه باشد اولیه ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل I اگر

گوییم. p−اولیه

R اولیه ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آلهای qn, ..., q١ اگر باشد. R حلقه از واقعͬ ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل I فرض����کنید .٣.١ تعریف

فوق تجزیه همچنین مͬ�گویند. I اولیه تجزیه ͷی را
n∩

i=١

qi آنگاه ،I =
n∩

i=١

qi بطوریͺه باشند

هرگاه مͬ�گویند مینیمال اولیه یͷتجزیه را

√
qi = pi ،i = ١,٢, . . . , n هر برای آن در که Rباشند متمایز اول ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل n ،pn, ..., p١ - i

. I ̸=
n∩

j=١
i̸=j

qj ،j = ١,٢, .., n هر ازای به - ii

،ass(I)، I به وابسته اول ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آلهای مجموعه {p١, . . . , pn}عضوی n حالتمجموعه این در

مͬ�شود. نامیده

تجزیه دارای I صورت این در باشد. R نوتری حلقه از واقعͬ ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل I فرض�کنید .۴.١ قضیه

است. مینیمال اولیه

. [١٠] از ٣۵.۴ نتیجه به شود رجوع برهان.

عضوی اگر باشد. R حلقه از اول ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل ͷی p و R−مدول ͷی M فرض����کنید .۵.١ تعریف

و Mمͬ�نامند به وابسته اول ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل را p آنگاه ،p = (٠ : m) که باشد موجود M در m مانند

مͬ�دهند. نشان Ass(M) ٢ نماد با Mرا به وابسته اول ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آلهای تمام مجموعه

.ass(I) = Ass(R
I
) ،R ��������������������������������������������������������������������������������������������������������از I واقعͬ ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل هر ازای به ،[١٠] از ٣٣.٩ تبصره به بنا .۶.١ تبصره

٢Associated prime ideal



٣ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آلهای از زنجیرهایی طول سوپریمم Rباشد. حلقه از اولͬ ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل p فرض����کنید تعریف٧.١.

مͬ�کنیم. تعریف ،ht(p)، ٣p ارتفاع را p١ ⊆ p٢ ⊆ .... ⊆ pn = p مانند R اول

را ،ht(I)، I ارتفاع باشد. آن از واقعͬ ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل I و نوتری حلقه ͷی R فرض����کنید تعریف٨.١.

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به

ht(I) = min{ht(p) | I ⊆ p} = min{ht(p) | p ∈ Min(I)}

مͬ�باشد. I مینیمال اول ایده�آلهای مجموعه ۴ Min(I) آن در که

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را R بعد باشد. حلقه ͷی R فرض����کنید .٩.١ تعریف

dim(R) = sup{ht(p) | p ∈ Spec(R)} = sup{ht(m) | m ∈ Max(R)}

گویند منظم را R صورت این در باشد. موضعͬ حلقه ͷی (R,m) فرض�کنید .١٠.١ تعریف

.dim(R) = vdimR

m

m

m٢ هرگاه

ایده�آل I و κ میدان روی �چندجمله��ایها حلقه R = κ[x١, . . . .xn] فرض�کنید .١١.١ قضیه

صورت این در باشد. R از واقعͬ

.dim(R) = dim(R/I) + ht(I)

. [١١] از ٢.١.٧ نتیجه به شود رجوع برهان.

٣height
۴Minimal prime ideal



۴ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

M برای یͷپایه باشد. R جابجایی حلقه روی R−مدول ͷی M فرض����کنید .١٢.١ تعریف

که Mاست اعضای از (eλ)λ∈Λ خانواده

Mباشد؛ برای مولد مجموعه ͷی {eλ | λ ∈ Λ} - i

بطوریͺه شود mنوشته =
∑
λ∈Λ

rλeλ شͺل به فردی منحصربه طور mبه ∈M عضو هر - ii

را F R−مدول باشند. صفر مخالف ها rλ از متناهͬ تعداد فقط و rλ ∈ R ،λ ∈ Λهر ازای به

باشد. پایه ͷی دارای حداقل هرگاه گوییم آزاد یRͷ−مدول

متناهͬ پایه با آزاد R−مدول ،F و غیربدیهͬ حلقه ͷی R فرض����کنید .١٣.١ لم و تعریف

پایه اعضای تعداد همعددند. F پایه�های همه و بوده متناهͬ F پایه هر صورت این در باشد.

مͬ�دهند. نشان rankF با و نامیده F رتبه را F

. [١٠] از ۶.۵٨ قضیه به شود رجوع برهان.

ͷی را R از r غیرصفر عنصر باشد. R حلقه روی مدول ͷی M فرض����کنید .١۴.١ تعریف

.rm = ٠ و m ̸= ٠ که باشد موجود چنان m ∈ M هرگاه گوییم M روی مقسوم�علیه�صفر

مͬ�دهند. نشان Zd(M) با Mرا روی مقسوم�علیه�های�صفر تمام مجموعه

باشد. مولد متناهͬ ناصفر یRͷ−مدول M و نوتری حلقه ͷی R فرض����کنید .١۵.١ تعریف

هرگاه گوییم ،n طول به منظم۵) (M−رشته رشته −M ͷی را R از a١, . . . , an عناصر

M؛ ̸= (a١, ..., an)M - i

.ai /∈ ZdR
M

(a١, ..., ai−١)M
،i = ١,٢, ..., n هر ازای به - ii

۵Regular sequence



۵ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

I و مولد متناهͬ صفر غیر R−مدول ͷی M نوتری، حلقه ͷی R فرض����کنید .١۶.١ تعریف

(ai)
n
i=١ هرگاه گویند، I در ماگزیمال M−رشته را (ai)ni=١ .M ̸= IM که باشد R از ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آلͬ

. I ⊆ Zd( M

(a١, ..., an)M
) و بوده I در M−رشته ͷی

مولد متناهͬ صفر غیر MیRͷ−مدول نوتری، حلقه ͷی R فرض����کنید .١٧.١ تعریف و لم

واقع ماگزیمال های M−رشته همه طول صورت این در .M ̸= IM که باشد R از ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آلͬ I و

،M = R هرگاه مͬ�نامند. ،gradM(I) ،M روی I درجه را عدد این برابرند. هم با I ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل در

مͬ�دهند. نشان grad(I) با را R روی I درجه آنگاه

. [١٠] در ١۶.١٣ قضیه به شود رجوع برهان.

m درجه باشد. R−مدول ͷی M و ۶ موضعͬ حلقه ͷی (R,m) فرض�کنید .١٨.١ تعریف

مͬ�نامند. R Mروی مدول عمق را ،depthR(M)،M روی

،R از I ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل هر ازای به هرگاه گویند کوهن-مͺال٧ͬ را R نوتری حلقه .١٩.١ تعریف

ht(I) = grad(I) .

هرگاه است کوهن-مͺالͬ R آنگاه باشد، موضعͬ حلقه ͷی (R,m) اگر ویژه به

dim(R) = depth(R).

۶Local ring
٧Cohen-Macaualy



۶ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

به R−رشته ͷی توسط که باشد آن از ایده�آلͬ J و نوتری حلقه ͷی R فرض�کنید .٢٠.١ لم

.ht(J) = nصورت این در مͬ�شود. تولید n طول

. [١٠] در ١۶.١٩ گزاره به شود رجوع برهان.

هر ازای به هرگاه گویند ٨ ناآمیخته را I باشد. R حلقه از ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آلͬ I فرض����کنید .٢١.١ تعریف

. ht(I) = ht(p) ،Ass(R
I
) از p اول ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل

مدول باشد. مولد متناهͬ MیRͷ−مدول و موضعͬ حلقه (R,m) فرض����کنید تعریف٢٢.١.

.dim(M) = depth(M) Mیا = ⟨٠⟩ اگر گویند کوهن-مͺالͬ Mرا

کوهن-مͺالͬ R−مدول ،M ̸= ⟨٠⟩ و بوده موضعͬ (R,m)یͷحلقه فرض����کنید .٢٣.١ قضیه

.dim(
R

p
) = depth(M) صورت این در .p ∈ Ass(M) فرض�کنید همچنین باشد. R روی

. [١١] در ١.٣.١١ قضیه به شود رجوع برهان.

حلقه از ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آلͬ I و κ میدان روی چندجمله�ایها حلقه R = κ[x١, ..., xn] فرض����کنید .٢۴.١ لم

است. ناآمیخته I آنگاه باشد کوهن-مͺالͬ R

I
حلقه اگر باشد. R

داریم: ٢٣.١ قضیه طبق صورت این در باشد. دلخواه p ∈ Ass(R
I
) فرض����کنید برهان.

dim(
R

p
) = depth(R

I
)

٨Unmixed



٧ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

نتیجه در�� .dim(
R

I
) = depth(R

I
) بنابراین است کوهن-مͺالͬ R

I
حلقه چون طرفͬ از

dim(R) − ht(I) = dim(R) − ht(p) داریم ١١.١ قضیه طبق اما ،dim(
R

I
) = dim(

R

p
)

است. ناآمیخته I بنابراین ،ht(I) = ht(p)پس

زیرگروههای از {Rn}n∈Z خانواده هرگاه گوییم Z−مدرج یͷحلقه را R حلقه تعریف١.٢۵.

بطوریͺه باشند موجود R جمعͬ

؛ R =
⊕
n∈Z

Rn - i

. Rn.Rm ⊆ Rn+m ، m,n ∈ Z هر ازای به - ii

مͬ�باشد. Z−مدرج حلقه منظور شود ذکر مدرج حلقه جا هر ادامه در

هر صورت این در . باشد مدرج حلقه ͷی R =
⊕
n∈Z

Rn فرض����کنید .٢۶.١ تعریف و تبصره

تعداد جز به آن در که است r =
∑
m∈Z

rm صورت به منحصربه�فردی نمایش دارای r ∈ R عضو

مولفه�های را ها rm و m درجه از ٩ همͽن را Rm اعضای هستند. صفر بقیه ها، rm از متناهͬ

مͬ�گویند. m درجه از ،r همͽن

Z−مدرج یRͷ−مدول Mرا R−مدول باشد. مدرج Rیͷحلقه فرض����کنید تعریف٢٧.١.

که باشند Mموجود زیرگروههای از {Mm}m∈Z خانواده هرگاه گوییم

M؛ =
⊕
n∈Z

Mn - i

. Rn.Mm ⊆Mn+m ، m,n ∈ Z هر ازای به - ii
٩Homogeneouse



٨ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

مͬ�باشد. Z−مدرج مدول منظور شود ذکر مدرج مدول جا هر ادامه در

در باشد. آن از زیرمدولͬ N و مدرج یRͷ−مدول M =
⊕
n∈Z

Mn فرض�کنید .٢٨.١ قضیه

معادلند: زیر احͺام صورت این

؛ N =
∑
n∈Z

(Mn ∩N) - i

هستند؛ واقع N در y همͽن مولفه�های آنگاه ،y ∈ N اگر - ii

دارد. همͽن مولد مجموعه ͷی N - iii

که مͬ�شود نتیجه فرض از بنابراین باشد. N دلخواه عضو y فرض����کنید : i ⇒ ii برهان.

هر نمایش چون و yn ∈ N ،n هر ازای به درنتیجه .yn ∈ Mn ∩ N آن در که y =
∑
n∈Z

yn

هستند. N همͽن مولفه�های تنها ynها پس است، فرد به Mمنحصر در عضو

تولید مدول دهنده نشان RX و بوده N همͽن عناصر مجموعه X فرض����کنید : ii ⇒ iii

که است واضح .RX = N که مͬ�دهیم نشان .N ̸= ⟨٠⟩ فرض����کنید باشد. X توسط شده

enها چون .e =
∑
n∈Z

en صورت این در باشد، N دلخواه عضو e فرض����کنید .RX ⊆ N

از ،y ∈ RX بنابراین .en ∈ X نتیجه در ،en ∈ N فرض طبق پس هستند e همͽن مولفه�های

. N ⊆ RX اینرو

.
∑
n∈Z

(Mn ∩N) ⊆ N که است روشن : iii⇒ i

اینصورتعناصر در Nباشد. دلخواه عضو e و Nبوده همͽن Xیͷمجموعه فرض����کنید

e = rγ١eγ١ + rγ٢eγ٢ + · · ·+ rγneγn بطوریͺه Mموجودند از eγ١ , eγ٢ , . . . , eγn مانند همͽنͬ

،i هر ازای به پس است مدرج حلقه ،R چون .(١ ≤ i ≤ n) ،eγi ∈ X و rγi ∈ R آن در که

مولفه�های که مͬ�باشد M در همͽن عناصر مجموع به�صورت e نتیجه در ،rγi =
∑

j∈Z srij



٩ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

.N =
∑
n∈Z

(Mn ∩N) بنابراین .e ∈
∑
n∈Z

(Mn ∩N)پس هستند، N در ͬͽهم آن همͽن

یا همͽن زیرمدول را (M =
⊕
n∈Z

Mn) M مدرج R−مدول از N زیرمدول .٢٩.١ تعریف

از ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آلͬ به�ویژه کند. صدق ٢٨.١ قضیه معادل شرایط از ͬͺی در صورتیͺه در مͬ�نامند مدرج

باشد. همͽن آن مدول زیر ͷی عنوان به که صورتͬ در مͬ�نامند مدرج یا همͽن ایده�آل را R

نوتری مدرج حلقه را R صورت این در باشد. مدرج حلقه ͷی R فرض����کنید .٣٠.١ تعریف

باشد. ایستا آن همͽن ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آلهای از صعودی زنجیر هر هرگاه گوییم

{mi}i∈I مانند پایه�ای اگر گوییم آزاد مدرج R−مدول را F مدرج R−مدول .٣١.١ تعریف

باشد. داشته وجود همͽن عناصر از

و بوده مدرج R−مدولهای ، N =
⊕
n∈Z

Nn و M =
⊕
n∈Z

Mn فرض�کنید .٣٢.١ تعریف

همومورفیسم −Rͷی را f ،λ ∈ Z فرض����کنید باشد. همومورفیسم −Rͷی f :M −→ N

.f(Mn) ⊆ Nn+λ هرگاه گوییم λ درجه از

صورت Mبه Mبه از که Γr رابطه باشد. n درجه از همͽن r ∈ R فرض�کنید : i .٣٣.١ مثال

است. n درجه از یRͷ−همومورفیسم مͬ�شود تعریف Γr(x) = rx

M∗ صورت این در .M∗
n = Mn+λ آن در که M∗ =

⊕
n∈Z

M∗
n و λ ∈ Z فرض����کنید : ii

مͬ�دهند. M(λ)نمایش نماد با را آن که است مدرج یRͷ−مدول



١٠ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

صورتR−همومورفیسم این در باشد. λ درجه از همͽن یͷعضو r ∈ R فرض�کنید - iii

از R−همومورفیسم ͷی مͬ�شود تعریف φr(x) = rx ضابطه با که φr : M(−λ) −→ M

است. صفر درجه


