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آ�

چͺیده

روی شده تعریف انقباضͬ تقریباً نͽاشت�های برای ثابت نقاط وجود بیانͽر که شرایطͬ نامه پایان این در

ذکر عملͽرهای ثابت نقاط یͺتایͬ برای ͬͺمح علاوه شوند.به مͬ بررسͬ هستند، فشرده ͷمتری فضاهای

تعمیم نامه پایان در مرتبط ثابت نقطه قضایای برخͬ یͺسان�سازی با نتایج نهایت، در شود. مͬ معرفͬ شده

شوند. مͬ داده

انقباض. نͽاشت ثابت، نقطه ضعیف، انقباض ،ͷمتری فضای کلیدی: کلمات
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پ مقدمه

مقدمه

[١٩ ،۵] اقتصاد مانند حوزه�هایͬ در که وسیعͬ کاربردهای دلیل به ثابت نقاط قضایای غیرخطͬ، آنالیز در

خود به را روزافزونͬ ،تحقیقات دارد دیͽر علوم از بسیاری و [٢٢ ،٢١ ،١٨ ،١٣ ،١۵] کامپیوتر علوم و

ثابت نقطه وجود بیانͽر که است باناخ انقباض اصل زمینه این در پیشرو تئوری�های از است. داده اختصاص

باناخ انقباض اصل مͬ�باشد. کامل ͷمتری فضای در شده تعریف انقباضͬ نͽاشت�های برای منحصربفردی

کرده ثابت انقباض�ها برای را ثابت نقطه یͺتایͬ و وجود تنها نه که اصل این از قضایا سایر و است مرجع

زیادی مولفین ([٣]) معروف اصل این از بعد مͬ�شود. ،نتیجه داده نشان نیز را آن آوردن دست به طریقه بلͺه

جمله از که کردند ثابت را آن�ها با مرتبط ثابت نقطه قضایای و تعریف را انقباضͬ نͽاشت�های دیͽر انواع

و [۶ ،٨ ،٧] چرچ۵ ،[٢۶] زامفیرسͺیو۴ ،[٢] همͺاران٣ و آرشاد ،[١٢] کانان٢ ،[٢٠] ریچ١ از مͬ�توان آنها

برد. نام [١١] هاردی۶ و روگرز

بیان آن�ها با مرتبط قضایای و معرفͬ انقباضͬ نͽاشت�های انواع و انقباض مفهوم پایان�نامه این اول درفصل

به وابسته ثابت نقطه قضایای و معرفͬ (c)-شرط�ها دوم فصل در .([٢۶] و [٢۴] ،[١٠] ،[۴]) مͬ�گردد

آن با مرتبط نتایج و اشتاین ادل ثابت نقطه قضایای نیز سوم فصل در .([١٧] و [١۶]) مͬ�شود بررسͬ آن��ها

١Reich

٢Kannan

٣Arshad et al

۴Zamfirescu

۵Ciric

۶Rogers and Hardy



ت مقدمه

.([١۴]) مͬ�گردد بیان



١ فصل

ضعیف انقباضهای ثابت نقاط تقریب

مقدمه

قضیه دو سپس گردد. مͬ مقایسه انقباضͬ نͽاشتهای انواع با و معرفͬ ضعیف انقباض مفهوم فصل این در

چون ای شده شناخته ثابت نقطه قضایای به نتایج و بررسͬ کامل ͷمتری فضای در ها نͺاشت دسته این برای

سازی یͺسان ضعیف، های انقباض اصلͬ ارزش شود. مͬ داده بسط زامفرسͺیو و -چاترجیا باناخ-کانان

آید مͬ دست به پیͺارد تͺرار از ها ان ثابت نقاط که است انقباضͬ های نͽاشت انواع از بزرگͬ دسته

١



٢ ضعیف های انقباض ثابت نقاط تقریب .١ فصل

باناخ انقباض اصل ١.١

گویند اکید انقباض را T : X → X نͽاشت است. ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .١.١ تعریف

هر�گاه

∃a ∈ (٠,١), ∀x, y ∈ X, d(Tx, Ty) ≤ ad(x, y).

هرگاه: گویند ضعیف انقباض را T : X → X نͽاشت .٢.١ تعریف

∃δ ∈ (٠,١), l ≥ ٠ s.t d(Tx, Ty) ≤ δd(x, y) + ld(y, Tx), (∀x, y ∈ X).

تعویض از که مͬ�شود زیر حالت شامل به�وضوح انقباضضعیف شرط d بودن متقارن به توجه با .١.١ تبصره

مͬ�آید به�دست d(Tx, Ty) و d(x, y) با ترتیب به d(Ty, Tx) و d(y, x) جایͽزینͬ و x و y

d(Tx, Ty) ≤ δd(x, y) + ld(x, Ty), ∀x, y ∈ X.

نظر در با که است بدیهͬ شوند. مͬ بررسͬ هم با شرط دو هر ضعیف انقباض کردن بررسͬ برای نتیجه در

است. ضعیف انقباض ͷی قوی، انقباض هر l = ٠ و δ = a گرفتن

با را T : X → X نͽاشت ثابت نقاط مجموعه .٣.١ تعریف

F (T ) = {x ∈ X | Tx = x}

مͬ�دهیم. نمایش

این کامل ͷمتری فضای ͷی در است. ثابت نقطه نظریه در نتایج مفیدترین از ͬͺی باناخ انقباض اصل

مͬ�شود. بیان زیر به�صورت اصل



٣ ضعیف های انقباض ثابت نقاط تقریب .١ فصل

آن�گاه باشد اکید انقباض ͷی T : X → X و کامل ͷمتری فضای ͷی (X, d) اگر [۴] .١.١.١ قضیه

است. p فرد به منحصر ثابت نقطه دارای T (p١

تعریف xn+١ = Txn, n = ٠,١,٢, · · · به�صورت که {xn} پیͺارد تͺرار x ∈ X هر برای (p٢

است. p به همͽرا مͬ�شود

مͬ�نامند. پیͺارد عملͽر را بالا شرط دو در برقرار T نͽاشت

اما دارد، خطͬ غیر معادلات حل در زیادی های کاربرد آن مستقیم تعمیم�های همراه به ١.١.١ قضیه

که است طبیعͬ و مͬ�شود X روی T بودن پیوسته باعث اکید انقباض شرط است. عمده اشͺال ͷی دارای

کانان توسط ،١٩۶٨ در سوال این . نͺنند دلالت T ͬͽپیوست بر که دارند وجود انقباضͬ شرایط آیا بپرسیم

اکید انقباض شرط تعویض با را ١.١.١ قضیه که کرد ثابت را ثابتͬ نقطه قضیه او شد. داده مثبت پاسخ

در کانان، قضیه از بعد داد. ،تعمیم نبود شان ͬͽپیوست به نیازی که نͽاشت�هایͬ به کانان انقباض شرط با

Tͬͽپیوست نیازمند که انقباضͬ شرایط انواع از متنوعͬ دسته�های برای ثابت نقطه قضایای زیادی، مقالات

برد. نام چاترجیا از مͬ�توان آنها جمله از که شدند مطرح نبودند،

ضعیف انقباض ͷی T : X → X و کامل ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض [۴] .٢.١.١ قضیه

آن�گاه: است.

.F (T ) ̸= ϕ الف)

است. x∗ مانند F (T ) از نقطه�ای به همͽرا {xn} پیͺارد تͺرار x٠ ∈ X هر برای ب)

برقرارند زیر تقریب�های آن�گاه ،limxn = x٠ و x٠ ∈ X اگر ج)

d(xn, x
∗) ≤ δn

١− δ
d(x٠, x١) n = ٠,١,٢, · · ·



۴ ضعیف های انقباض ثابت نقاط تقریب .١ فصل

d(xn, x
∗) ≤ δ

١− δ
d(xn−١, xn) , n = ٠,١,٢, · · · .

است. ضعیف انقباض شرط در موجود ثابت عدد δ

x٠ ∈ X �کنید فرض کار این برای دارد. X در ثابت نقطه ͷی حداقل T که کرد خواهیم ثابت اثبات.

و x = xn−١ و y = xn گرفتن نظر در با باشد. ١.١.١ قضیه در شده تعریف پیͺارد تͺرار {xn} و دلخواه

داریم ضعیف انقباض شرط از استفاده با

d(Txn−١, Txn) < δd(xn−١, xn) ⇒ d(xn, xn+١) ≤ δd(xn−١, xn), (١.١)

داریم استقراء و آمده به�دست رابطه از استفاده با

d(xn, xn+١) < δnd(x٠, x١), n = ٠,١,٢, . . . ,

پس

d(xn, xn+p) ≤ d(xn, xn+١) + d(xn+١, xn+٢) + · · ·+ d(xn+p−١, xn+p)

≤ δn(١+ δ + . . .+ δp−١)d(x٠, x١)

=
δn

١− δ
(١− δp)d(x٠, x١), n, p ∈ N, p ̸= ٠. (٢.١)

کامل X چون و است کشͬ دنباله ͷی {xn} که مͬ�گیریم نتیجه (٢.١) از استفاده با ٠ < δ < ١ چون

یعنͬ است همͽرا {xn} پس است

x∗ = lim
n→∞

xn (٣.١)

d(x∗, Tx∗) ≤ d(x∗, xn+١) + d(xn+١, Tx
∗) = d(xn+١, x

∗) + d(Txn, Tx
∗)



۵ ضعیف های انقباض ثابت نقاط تقریب .١ فصل

داریم ضعیف انقباض شرط از طرفͬ از

d(Txn, Tx
∗) ≤ δd(xn, x

∗) + Ld(x∗, Txn)

داریم: بالا عبارت دو از

d(x∗, Tx∗) ≤ (١+ L)d(xn+١, x
∗) + δd(xn, x

∗).

داریم: آمده به�دست عبارت در n → ∞ وقتͬ حدگیری با

d(x∗, Tx∗) = ٠.

است. T ثابت نقطه x∗ بنابراین و x∗ = Tx∗ پس

مͬ�آید به�دست زیر به�صورت حͺم اول قسمت p → ∞ وقتͬ (٢.١) عبارت از حدگیری با

d(xn, xn+p) ≤
δn

١− δ
(١− δp)d(x٠, x١)

p→∞
=⇒ d(xn, x

∗) ≤ δn

١− δ
d(x٠, x١)

که مͬ�آوریم به�دست استقراء به توجه با و (١.١) از حͺم دوم قسمت اثبات برای

d(xn+k, xn+k+١) ≤ δk+١d(xn−١, xn), k, n ∈ N.

داریم (٢.١) ز ا استفاده با مشابه به�طور

d(xn, xn+p) ≤ d(xn, xn+١) + d(xn+١, xn+٢) + · · ·+ d(xn+p−١, xn+p)

≤ δd(xn−١, xn) + δ٢d(xn−١, xn) + · · ·+ δpd(xn−١, xn),

بنابراین

d(xn, xn+p) ≤ δ(١− δp)

١− δ
d(xn−١, xn) n ≥ ١, p ∈ N∗. (۴.١)



۶ ضعیف های انقباض ثابت نقاط تقریب .١ فصل

مͬ�گردد. تͺمیل اثبات و مͬ�شود نتیجه حͺم p → ∞ وقتͬ (۴.١) عبارت از حدگیری با

است انقباضضعیف ͷی T : X → X و کامل ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض [۴] .٣.١.١ قضیه

و

∃θ ∈ (٠,١), l ≥ ٠, ∀x, y ∈ X, d(Tx, Ty) ≤ θd(x, y) + ld(x, Tx)

آن�گاه:

.F (T ) = {x∗} الف)

مͬ�باشد. x∗ ∈ F (T ) به همͽرا {xn} پیͺارد تͺرار x٠ ∈ X هر برای ب)

برقرارند زیر های تقریب ج)

d(xn, x
∗) ≤ δn

١− δ
d(x٠, x١) n = ٠,١,٢, · · · ,

d(xn, x
∗) ≤ δ

١− δ
d(xn−١, xn) n = ٠,١,٢, · · · .

است زیر صورت به پیͺارد تͺرار همͽرایͬ برآورد د)

d(x∗, xn) ≤ θd(x∗, xn−١) , n = ١,٢, · · · ,

جایͽذاری و قضیه فرض از استفاده با آن�گاه است، x∗, y∗ ∈ X نقطه دو دارای T کنید فرض اثبات.

داریم شرط این در y = y∗ و x = x∗

d(x∗, y∗) ≤ θd(x∗, y∗),



٧ ضعیف های انقباض ثابت نقاط تقریب .١ فصل

بنابراین

(١− θ)d(x∗, y∗) ≤ ٠ ⇒ d(x∗, y∗) < ٠,

است. تناقض این و

قبل قضیه از اثبات بقیه مͬ�آید به�دست حͺم آخر قسمت قضیه درفرض y = xn−١ و x = x∗ جایͽذاری با

مͬ�شود. نتیجه

به�طوری�که Xباشد روی نͽاشت ͷی T و فشرده ͷمتری فضای ͷی (X, d) فرضکنید [١٠] .۴.١.١ قضیه

است. منحصربفرد ثابت نقطه دارای T آن�گاه d(Tx, Ty) < d(x, y) ،x ̸= y و x, y ∈ X هر برای

g پس است فشرده X چون است. پیوسته g(x) = d(x, T (x)) ضابطه با g : X → R تابع اثبات.

T (p) = q فرض با آن�گاه g(p) > ٠ اگر مͬ�کند. اختیار p ∈ X مانند نقطه�ای در را خود مطلق مͬ�نیمم

داریم

g(q) = d(q, T (q)) = d(T (p), T (T (p))) < d(p, T (p)) = g(p),

.T (p) = p یا g(p) = ٠ درنتیجه است. تناقض که

انقباض نͽاشت�های انواع ٢.١

هرگاه گویند کانان نͽاشت را T : X → X نͽاشت .۴.١ تعریف

∃b ∈ (٠, ١
٢
) s.t d(Tx, Ty) ≤ b[d(x, Tx) + d(y, Ty)].



٨ ضعیف های انقباض ثابت نقاط تقریب .١ فصل

هرگاه گویند چاترجیا نͽاشت را T : X → X نͽاشت .۵.١ تعریف

∃c ∈ (٠, ١
٢
) s.t d(Tx, Ty) ≤ c[d(x, Ty) + d(y, Tx)].

است. ضعیف انقباض ͷی کانان نͽاشت هر .٢.١ تبصره

اثبات.

d(Tx, Ty) ≤ b[d(x, Tx) + d(y, Ty)] ≤ b[d(x, y) + d(y, Tx) + d(y, Tx) + d(Tx, Ty)],

درنتیجه

(١− b)d(Tx, Ty) ≤ bd(x, y) + ٢bd(y, Tx)],

بنابراین

d(Tx, Ty) ≤ b

١− b
d(x, y) +

٢b
١− b

d(y, Tx) ∀x, y ∈ X.

، ٢b
١−b

> ٠ به توجه با و l = ٢b
١−b

و δ = b
١−b

گرفتن نظر در با

٠ < b <
١
٢
⇒ ٠ <

b

١− b
< ١

است. ترتیب همین به نیز انقباض دیͽر شرط برقراری مͬ�شود. ثابت حͺم

است. ضعیف انقباض ͷی چاترجیا نͽاشت هر .٣.١ تبصره

اثبات.

d(Tx, Ty) ≤ c[d(x, Ty) + d(y, Tx)] ≤ c[d(x, y) + d(y, Tx) + d(Tx, Ty) + d(y, Tx)],



٩ ضعیف های انقباض ثابت نقاط تقریب .١ فصل

پس

d(Tx, Ty) ≤ c[d(x, y) + ٢d(y, Tx) + d(Ty, Tx)],

درنتیجه

d(Tx, Ty) ≤ c

١− c
d(x, y) +

٢c
١− c

d(y, Tx).

،l ≥ ٠ به توجه با و l = ٢c
١−c

و δ = c
١−c

گرفتن نظر در با

٠ < c <
١
٢
⇒ ٠ < δ < ١

مͬ�شود. برقرار ترتیب همین به نیز انقباض دیͽر شرط مͬ�شود. ثابت حͺم

به�دست را زیر ثابت نقطه قضیه بالا در شده تعریف انقباضͬ شرایط ترکیب با زامفیرسͺیو ،١٩٧٢ در

آورد.

باشد نͽاشت ͷی T : X → X و کامل ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض [۴] .۵.٢.١ قضیه

اگر این�صورت در ٠ < a < ١ و ٠ < b, c < ١
٢ �که باشند داشته وجود c و b ،a حقیقͬ اعداد به�طوری�که

است پیͺارد عملͽر ͷی T گاه آن باشد برقرار زیر شرایط از ͬͺی حداقل x, y ∈ X هر برای

,d(Tx؛ Ty) ≤ ad(x, y) (Z١

,d(Tx؛ Ty) ≤ b[d(x, Tx) + d(y, Ty)] (Z٢

.d(Tx, Ty) ≤ c[d(x, Ty) + d(y, Tx)] (Z٣

است. ضعیف انقباض ͷی قبل، قضیه در برقرار نͽاشت یعنͬ زامفرسͺیو نͽاشت هر .١.٢.١ نتیجه



١٠ ضعیف های انقباض ثابت نقاط تقریب .١ فصل

هرگاه گویند چرچ انقباض شبه را T : X → X نͽاشت .۶.١ تعریف

∃٠ < h < ١ d(Tx, Ty) ≤ hMax{d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty), d(x, Ty), d(y, Tx)}.

است. ضعیف انقباض ͷی ٠ < h < ١
٢ با انقباض شبه هر [۴] .۶.٢.١ قضیه

پنج اثبات برای M(x, y) = Max{d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty), d(x, Ty), d(y, Tx)} اگر اثبات.

مͬ�کنیم بررسͬ را مختلف حالت

است. برقرار به�وضوح حͺم l = ٠ و δ = h گرفتن نظر در با M(x, y) = d(x, y) اگر اول: حالت

آن�گاه M(x, y) = d(x, Tx) اگر دوم: حالت

d(Tx, Ty) ≤ hd(x, Tx) ≤ h[d(x, y) + d(y, Tx)].

است. برقرار به�وضوح حͺم δ = l = h گرفتن نظر در با

آن�گاه M(x, y) = d(y, Ty) اگر سوم: حالت

d(Tx, Ty) ≤ hd(y, Ty) ≤ h[d(y, Tx) + d(Tx, Ty)],

درنتیجه

d(Tx, Ty) ≤ h

١− h
d(y, Tx) ⇒ d(Tx, Ty) ≤ h

١− h
d(y, Tx) + δd(x, y).

مͬ�آید. به�دست حͺم δ ∈ (٠,١) و l = h
١−h

گرفتن درنظر با که

δ ∈ (٠,١) گرفتن نظر در با حͺم M(x, y) = d(y, Tx) یا M(x, y) = d(x, Ty) حالت دو در

مͬ�شود. ثابت ترتیب همین به نیز انقباض دوم شرط است. برقرار به�وضوح

باشد همانͬ تابع T : [٠,١] → [٠,١] اگر مͬ�گیریم. درنظر معمولͬ نرم با را [٠,١] فاصله .١.١ مثال



١١ ضعیف های انقباض ثابت نقاط تقریب .١ فصل

آن�گاه

زیرا نمͬ�کند صدق چرچ انقباضͬ شبه شرایط در T الف)

|x− y| ≤ hmax{|x− y|, |x− y|, |y − x|, |x− x|, |y − y|} ⇒ |x− y| ≤ h|x− y|

مͬ�رسیم. تناقض به ٠ < h < ١ چون که

زیرا مͬ�کند صدق ضعیف انقباض شرایط در L ≥ ١− δ و اختیاری δ ∈ (٠,١) با T ب)

|x− y| ≤ δ|x− y|+ L|y − x|,

پس

(١− δ − L)|x− y| ≤ ٠,

بنابراین

١− δ − L ≤ ٠,

درنتیجه

١− δ ≤ L.

هستند. ثابت نقاط [٠,١] فاصله نقاط همه مجموعه ج)

باشد زیر به�صورت T : [٠,١] → [٠,١] کنید فرض .٢.١ مثال

Tx =


٢
٣ ٠ ≤ x < ١

٠ x = ١

به�وضوح حͺم آن�گاه ٠ ≤ x, y < ١ اگر مͬ�کند. صدق h ∈ [٢٣ ,١) با انقباضͬ شبه شرایط در T الف)



١٢ ضعیف های انقباض ثابت نقاط تقریب .١ فصل

زیرا است برقرار

٠ ≤ hmax

{
|x− y|, |x− ٢

٣
|, |y − ٢

٣
|
}
.

آن�گاه y = ١ و ٠ ≤ x < ١ اگر

|٢
٣
− ٠| ≤ hmax

{
|x− ١|, |x− ٠|, |x− ٢

٣
|, |١− ٠|, ١

٣

}
,

پس

٢
٣
≤ h× ١ ٠<h<١

=⇒ ٢
٣
< h < ١.

زیرا مͬ�کند صدق ضعیف انقباض شرط در L ≥ δ و δ ≥ ٢
٣ با T ب)

٠ ≤ x < ١, y = ١ |٢
٣
− ٠| ≤ δ|x− ١|+ L|١− ٢

٣
| ⇒ ٢

٣
≤ δ|x− ١|+ ١

٣
L.

است. x∗ = ٢
٣ ثابت نقطه دارای T ج)

نمͬ�کند. صدق ٣.١.١ قضیه فرض در T د)

٠ ≤ x < ١, y = ١ |٢
٣
− ٠| ≤ θ|x− ١|+ L١|x− ٢

٣
| ⇒ ٢

٣
≤ θ|x− ١|+ L١|x− ٢

٣
|.



١٣ ضعیف های انقباض ثابت نقاط تقریب .١ فصل

باناخ انقباض اصل تعمیم ٣.١

تعریف زیر صورت به که باشد
(١
٢ ,١
]
بروی [٠,١) از ناصعودی تابع ͷی θ تابع اگر [٢۴] .٧.٣.١ قضیه

شده

θ(r) =



١ ٠ ≤ r ≤
√
۵−١
٢

(١− r)r−٢
√
۵−١
٢ ≤ r ≤

√
٢
٢

(١+ r)−١
√
٢
٢ ≤ r ≤ ١

فرد به منحصر ثابت نقطه دارای کند صدق زیر شرایط در که X روی T تابع هر آن�گاه باشد کامل X و

.lim
n

T nx = z ،x ∈ X هر برای به�علاوه و است

∃r ∈ [٠,١] θ(r)d(x, Tx) ≤ d(x, y) ⇒ d(Tx, Ty) ≤ rd(x, y)

داریم θ(r) ≤ ١ درنتیجه θ(r) ∈ (١٢ ,١] اثبات.

θ(r)d(x, Tx) ≤ d(x, Tx) ∀x ∈ X

داریم قضیه فرض در y = Tx جایͽذاری با

d(Tx, T ٢x) ≤ rd(x, Tx) (۵.١)

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را X در {un} دنباله و مͬ�گیریم درنظر ثابت را u ∈ X حال

un = T nu


