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در اين پايان نامه مساله ی امواج اکوستيکی حاصل از نوسان کره در نيم فضای لزج مورد 
 در معادلات براساس تئوری انتشار امواج و . بررسی قرار می گيرد

ر مختصات کروی برای جابجايی توابعِ امواج، برای بررسی رفتار منابع برشی و پتانسيل ساده د
جواب مساله ترکيب خطی از ميدان . کنار ديوار صلب در سيال لزج بدست می آيند و حل می شوند

. اين منابع برشی و پتانسيل ساده در کنار ديوار صلب در سيال لزج می باشداکوستيکی حاصل از 
 که با ارضای شرط مرزی سطح کره بدست .ضرايب اين ترکيب خطی مجهولات مساله می باشند

 .دمی آين
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 مقدمه
 
 

که از . انتشار امواج اکوستيکی در سيال لزج همچنان يکی از بحث های به روز در دنيا می باشد
نوسان اجسام در سيال لزج باعث توليد و . برهمکنش ميدان اکوستيک و ميدان لزج بوجود می آيد

ه کنار ديوار صلب مورد بررسی قرار می  در اين پايان نامه نوسان کر.دوانتشار اين امواج می ش
آنچه که در اين پايان نامه بيشتر از هر چيزی مهمتر است روش حل اين گونه مسايل می . گيريد
از آنجايی که رفتار امواج اکوستيکی در سيال لزج در کنار ديوار صلب تا کنون حل نشده . باشد

نابع برشی و پتانسيل ساده کنار ديوار، راه را در اين پايان نامه با بدست آوردن رفتار م. باقی بود
برای باقی مسايل گشوده است، در نتيجه در باقی مسايل که شیء ما کره نباشد با قرار دادن اين 
. گونه منابع در نقاط خاص و اعمال شرط مرزی سطح شیء، ميدان سرعت و فشار بدست می آيد

 . باشدکه اين خود بزرگترين دستاورد اين پايان نامه می
 

از کاربردهای نوسان کره کنار ديوار صلب در سيال لزج را می توان وجود ذرات شن در داخل 
آب کنار يک ديوار صلب مرتعش نام برد همچنين با کمی تغيير در شرط مرزی سطح کره می 

و يا به بررسی رفتار . توان به بررسی ذرات ريز حباب در داخل آب کنار ديوار مرتعش پرداخت
 . ريز جامد، داخل سوخت مايع کنار ديوارهای مرتعش مانند بدنه موتورموشک پرداختذرات

 
 .به صورت زير می باشداست خلاصه آنچه که در اين پايان نامه انجام شده 

 
در اين فصل ابتدا قوانين . هدف کلی فصل اول اين پايان نامه، آشنايی با ميدان اکوستيک می باشد

 کامل و مختصر شرح می دهيم سپس خواص پايه ای امواج اکوستيک حاکم بر سيالات رابه طور
همچنين طريقه بدست آوردن مدل . را در سيال ايده ال يکنواخت و غير يکنواخت بررسی می کنيم

سپس يکی از اصلی ترين امواج اکوستيکی که . رياضی ميدان اکوستيک نيز شرح داده می شود
را ذکر می کنيم و در مورد امواج تک فرکانسی مباحثی را بقيه امواج ترکيبی از آنها می باشند 

حل . معادلات در حالت يک بعدی و در حالت کروی متقارن محوری بدست می آيند. بيان می کنيم
به همين دليل در . معادلات در مختصات کروی به صورت ترکيبی از توابع بسل و لژاندر می باشد

سپس اثر متقابل جريان . بسل کروی بدست می آيند به طور مجزا حل کامل معادلات ١ضميمه 
لزج و ميدان اکوستيک بررسی می شود ابتدا معادلات حاکم بدست می آيند و انتشار امواج يک 

در قسمت بعد، امواج اکوستيک را در . بعدی در سيال لزج به طور کامل بررسی و حل می شوند
در قسمت بعد، . رسی و حل ميکنيممحيط ترمو ويسکوز در حالت يک بعدی به طور کامل بر

امواج اکوستيک را در ميدان سيال لزج يکنواخت سه بعدی به طور کامل مدل سازی می شود و 
 .معادلات حاکم بر آنها به طور کامل بدست می آيند

 
ابتدا با . هدف کلی فصل دوم، بررسی راه های گوناگون برای حل مساله اصلی پايان نامه می باشد

] که درروش معمول،  آورده شده نوسان کره در سيال لزج در محيط بينهايت را بررسی می ١[
و . سپس سعی می شود تا با همين روش نوسان کره در محيط های متقارن محوری حل شود. کنيم

سپس شرط مرزی سطح کره به . جداسازی زمان از معادلات به طور کامل تر بررسی می شود
و . و نيروی وارد بر کره بدست می آيد. يک مدل رياضی در ضرايب مجهول تبديل می شود

 ٢



اما در حالت نوسان کره کنار ديوار صلب، تناقض هايی . نيروی وارد بر کره بدست می آيد
]دم توانايی روش به کار برده شده درمشاهده می شود که ع ]١

TheoremAddition _
سپس با استفاده از .  را نشان می دهد

 [ ]٣

code

به عنوان مثال نوسان دو کره .  روش مناسبتری پيشنهاد داده می شود
در انتها، عملی نبودن اين . است آورده شده ٢مشابه در سيال لزج را حل می کنيم که در ضميمه 

و بالاخره الگوريتم حل اينگونه مسايل . روش برای ارضای شرط مرزی ديوار نتيجه می شود
 يک اشتباه معمول در حل ٣همچنين در ضميمه . بدست می آيد که در فصل بعدی عنوان می شود
ت حاکم بررسی می سپس محدوده اعتبار معادلا. مسايل اکوستيک عنوان می شود و رفع می گردد

استوکس قابل -گردد و نتيجه می شود که تنها در دامنه های کوچک ترم جابجايی از معادلات ناوير
 .صرف نظرمی باشد

 
هدف کلی فصل سوم، بدست آوردن ميدان جريان ناشی از يک منبع اکوستيکی کنار ديوار صلب 

متعارف، می توان برای هر شیء  با بدست آوردن ميدان جريان برای منابع نقطه ایِ . می باشد
نوسان کننده کنار ديوار صلب، ترکيب خطی از اين منابع را بدست آورد که شرط مرزی سطح 

در اين صورت ميدان حاصل از نوسان شیء مورد نظر کنار ديوار صلب . شیء را ارضا کند
 لزج بررسی و دراين فصل ابتدا برخورد امواج فشاری و برشی يک بعدی در سيال. بدست می آيد
سپس اين نتايج به حالت سه بعدی تعميم داده می شود و راهکاری کلی برای بدست . حل می شود

سپس رفتار . آوردن ميدان ناشی از وجود يک منبع نقطه ایِ  فشاری و يا برشی عنوان می گردد
 تئوری منبع پتانسيل کنار ديوار صلب به طور دقيقتر بررسی می گردد و در نهايت يک راه حل

در اينجا به يک معجزه بر می خوريم که از ابزارهای . برای حالت خاص و متداول بدست می آيد
رياضيات می باشد و تفاوت اساسی ميان منبع گسترده و نقطه ای که در معادلات حاکم صدق می 

رسی در قسمت بعد رفتار منبع برشی کنار ديوار صلب به طور دقيقتر بر. کنند نشان داده می شود
و يک برنامه . می گردد و در نهايت يک راه حل عددی برای حالت خاص و متداول بدست می آيد

 . آورده شده است٦و٥برای انجام اين عمل در ضميمه 
 

در فصل چهارم دو راه حل برای بدست آوردن نوسان کره کنار ديوار صلب ارائه می گردد که 
.  می شود که راه حلی عملی می باشد به يک اولی کاملاً کلی می باشد و راه حل دوم منجر

در واقع، بدست آوردن ترکيب خطی از منابع برشی و پتانسيلی می باشد که قبلاً رفتار تک جواب 
 .اين ترکيب خطی بايد شرط مرزی سطح کره را ارضا کند. تک آنها کنار ديوار بررسی شده است
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 مقدمه: ١-١
 
 

در اين فصل ابتدا با ياد آوری قوانين . هدف کلی اين فصل، آشنايی با ميدان اکوستيک می باشد
در دو  ،حاکم بر سيالات، بر اساس آناليز ابعادی معادلات حاکم بر ميدان اکوستيک در سيال ايده ال

سپس برای جداسازی زمان از معادلات، . بدست می آيد سيال يکنواخت و غير يکنواخت، بخش
امواج ساده تک فرکانس امواجی هستند که وابستگیِ  . امواج ساده تک فرکانس را معرفی می کنيم

اهميت .  باشد میωبه زمان، درآنها تنها تابع يک فرکانس زاويه ای ساده ... فشار و سرعت و 
اين امواج از آن جهت است که بقيه امواج را در حالت کلی می توان ترکيبی از اين امواج در نظر 

سپس اثر متقابل ميدان لزجت و اکوستيک بر اساس . گرفت و هر کدام را جداگانه بررسی کرد
 بر انتشار  و در نهايت معدلات حاکم.آناليز ابعادیِ معادلات حاکم برسيالات، بررسی می شود

 .امواج اکوستيک در ميدان سيال يکنواخت سه بعدی لزج را بدست می آوريم
  
 

 
 
 
 
 
 

   مروری بر قوانين حاکم بر سيالات:٢-١
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ur : معادله انرژی برابر است با با فرض اينکه 
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 :در نهايت معادله انرژی به صورت زير بدست می آيد 

( )٣١( −                         )Tk
Dt
DpT

Dt
DTc

Dt
DS v

p ∇⋅∇+Φ+Δ=⋅−=
rv

ρρ
μ

ρ
β ١٢

)٤١

T 

 
 :ريمهمچنين معادله حالت را به صورت زير در نظر می گي
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 خواص پايه ای امواج اکوستيک در سيال ايده ال : ٣-١
 
 
 سيال ايده ال  -
 

kvدر سيال ايده ال کليه ضرايب  ,,μμ معادلات حاکم به صورت زير در  همگی صفرند، در نتيجه
 :می آيند 
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اما با توجه به معادله انرژی و با تعريف 
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 :در نتيجه معادله پيوستگی به صورت زير می شود
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 خطی سازی معادلات  -
 

 :در نتيجه . کن را که در ميدان جاذبه به تعادل رسيده است، فرض کنيدسيالی سا
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 : با فرض . که در اثر امواج صوتی دچار اغتشاش می شود
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 : در معادله پيوستگی داريم با جاگذاری روابط فوق
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 :که با حذف جملات از مرتبه بالاتر به صورت زير می شود
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 :ه در بالا داريم با ديورژانس گيری از معادله مومنتوم بدست آمد

٠٢
٠

٢

٠

١١ ρ
ρρ

∇⋅′∇=′∇+
∂
∂
⋅
r r r

∇
r

pp
t
u 

٢
٠

٢

٠

١
L

pp
ρρ

′
≈′∇

LH
pp
٠

٠٢ ρ
ρ

′
≈∇⋅′∇

rr

٠

١
ρ

       و              

 
H می باشد، بديهی است که ٠ρ طول مشخصه تغييرات Hکه  L>> در نتيجه معادله مومنتوم به 

 :ت زير در می آيد صور
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 سيال يکنواخت   -
 

 و انتروپی و بقيه خواص سيال نسبت به مکان،  ρ و و با فرض ثابت بودن همانند قبل
 معادلات حاکم به صورت زير می شوند
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  گرفتن از معادله دوم داريمبا 
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تابع  . tgبدون کاسته شدن از کليت مساله می توان فرض کرد  =φ′ را به صورت زير 

 :تعريف می کنيم 
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ρاين يک معادله برداری موج است که حل آن سخت تراز معادلات اسکالر  φ,, ′′pمی باشد  . 

 :همانند تغييرات چگالی و فشار برای دما نيز با استفاده از معادله انرژی می توان نوشت 
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 امواج ساده تک فرکانس : ٤-١
 
 

به زمان، درآنها تنها ... امواج ساده تک فرکانس امواجی هستند که وابستگیِ  فشار و سرعت و 
اهميت اين امواج از آن جهت است که بقيه امواج را .  می باشدωده تابع يک فرکانس زاويه ای سا

در . در حالت کلی می توان ترکيبی از اين امواج در نظر گرفت و هر کدام را جداگانه بررسی کرد
در حالت کلی .  در نظر گرفتtωcos و tωsinاين حالت پتانسيل سرعت را می توان تابعی از 

)راحت تر است که از  )ti−exp استفاده شود به اين صورت که : ω
)١٢١( −                                                 ( ) ( ){ }tiextx ωφ −⋅Φ=

r ~Re, r

 
 :ساده می شوددر نتيجه در سيال ايده ال يکنواخت معادله حاکم به صورت زير 
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که 

٠ck ω=معادله فوق معادله هلمهولتز می باشد که معادله موج مستقل از .  عدد موج نام دارد

 .زمان می باشد
 
 يک بعدی امواج تک فرکانس -
 

 :معادله حاکم به صورت زير در می آيد
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 که حل عمومی آن به صورت زير است
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~  باشد، در نتيجه تنها امواج دور شونده بدست می آيند که در آن B=حالتی را در نظر بگيريد که 
 :حالت داريم 
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kx دامنه نوسان موج و  at−ωسرعت حرکت موج برابر است با .  فاز موج نام دارد: + A
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٠ . می باشدc در حالت تک فرکانسی و غير لزج برابر که
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  امواج کروی متقارن محوری-
 

),در مختصات کروی  ϕθr که πθ ϕ و ٠≥≥ π٢٠  محور تقارن امواج را ≥≥
πθمحور  نمی باشد و معادله حاکم در ϕ تابع زاويه φنتيجه  در نظر می گيريم در =٠,

 :مختصات کروی به صورت زير بدست می آيد 
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  به صورت زير می شودωکه برای موج تک فرکانسی 

~ ~ ~
)١٥١( −                          ٢ sin

sin
١ ٢~٠

٢٢

٢

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

⋅+
∂
∂
⋅+

∂
∂ φ

θ
φθ

θθ
φφ k

rrrr
 

 
( ) tierg ωθφ −⋅= که در آن  ~,

)اگر فرض کنيم که  )θ,rg( ) ) را بتوان به صورت  ) ( )θ ⋅Θ θ= rRrg  نشان داد معادله فوق به ,
 صورت زير ساده می شود
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در بعضی مسائل از ابتدا . خی شرايط صادق می باشدتوجه شود که فرض جدا سازی تنها در بر

اما در اکثر موارد اين . شرايط مرزی به گونه ايست که اين فرض خود به خود صادق می باشد
در نتيجه ) شرايط مرزی به گونهء مورد نظر نمی باشد( اطمينان را قبل از حل کامل مساله نداريم 

اگر تا انتها به تناقض نرسيديم، حل ما درست می با اين فرض مساله را شروع به حل می کنيم 
 .  باشد
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θاما معادله دوم، در واقع همان معادله لژاندر است که تنها در صورتی در  π,٠=

( )١+= nnM,...٢,١,٠
 جواب متناهی 

که در آن (  باشد دار = .جواب آن به صورت زير است). nد که 
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)اما از آنجايی که  )θcosnQ در πθ nB=٠٠, . می باشد نا متناهيست پس همواره =
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 .چند جمله ای های نوع اول لژاندر از روابط زير بدست می آيند
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همچنين در بازهء . رابطه بازگشتی فوق به سادگی با استقرا از معادله لژاندر قابل استخراج است

≤ z

( ) ( )

≥ :له ای ها متعامد هستند يعنی  اين چند جم−
 

∫
− +

=⋅
١

١ ١٢
٢

mnmn n
dzzPzP δ 

 
( ) ٠١٢و اما معادله 

٢
٢

٢

٢

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−+⋅+ R
r
nnk

dr
dR

rdr
Rd همان معادله بسل کروی است که جواب آن 

)ه صورت ب ) (krhBkrhAR nnnn
)١()٢( ⋅+⋅=

)١٧١

 . می باشد(
 

 .توابع هانکل از روابط زير بدست می آيند
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 .رابطه بازگشتی فوق به سادگی با استقرا از معادله بسل کروی قابل استخراج است

 .توابع هانکل نيز توابعی متعامد هستند
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