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وردگارا...

را تو بلͺه نديدم گرفته را تو ، كردم تو قصد چون و نيافتم بخيل را تو ، خواستم تو از چيزی هرگاه

از زمانͬ هر و حالاتم از حالͬ هر در و يافتم هايم خواسته كنندۀ عطا و بخشنده و دعايم شنوندۀ

ستوده من نزد تو پس . يافتم فراوان خودم دربارۀ را تو نعمتهای ، حال همه در و هميشه زمانهايم

. است پسنديده و نيك من پيش احسانت و لطف و هستͬ

تو که باشد آزمایشͬ همان این شاید : مͬ�گویم خود با زندگیم سخت لحظات در همیشه خدایا،

. بسازی برایم زندگͬ از زیبایی تصویر مͬ�خواهͬ ͷتاری پردۀ این پشت در

آنقدر ، خود توفيق دوام و رحمت از و بیاموز صبوری و بیازما توانم اندازۀ به ،مرا من خدای ای پس

وسيله بدين و دهم قرار ات خشنودی و رضا به رسيدن برای ترقͬ نردبان را آن تا دار ارزانͬ من به

. مهربانان مهربانترين ای گردم ايمن تو عذاب و عقوبت از

و نیست بیش ندانستنͬ تو لایتناهͬ دانش مقابل در دانسته�هایم كه کنم قبول تا کن ͷکم من به

یاری به جز قطره ͷی اندازۀ به حتͬ را همه آن و مͬ�دانم من که است آن از بیشتر تو دانایی که بدانم

نمͬ�توانم. دانستن تو،

اਙঀیऔونوحاණری...ओଦوم؟

وऔونوජฬی...দଦوم؟



ث

ণپاسࢂචاری

واداشت کوشش بر را جسممان و نگارش بر را قلممان پویش، بر را وجودمان که را خدای سپاس

ارزانͬ را خویش معرفت که را خدای سپاس و حمد فرمود. عنایت نیͺو فرجام را تلاشمان و

او بسوی تا نمود اعطاء را قدسͬ�اش ساحت به عبودیت افتخار و بشناسند را او تا نمود بندگانش

جویند. تقرب

پر محضر از که عابدی اسمعیل دکتر آقای جناب ارجمندم، راهنمای استاد از سپاس و تشͺر

برده�ام. بهره فیض�شان،

نظرات از بهره�مندی افتخار که دوست حقیقت قربانعلͬ دکتر آقای جناب زحمات از تشͺر و تقدیر

داشته�ام. پایان�نامه این انجام در را ایشان مشاورۀ و

پایان��نامه این داوری و نظارت زحمت که خاتمͬ چاوش رضا دکتر آقای جناب از سپاس و تشͺر

فرموده�اند. تقبل را

و مهربانͬ سایۀ زیر توانستم که عزیزم مادر و پدر دستان بر مͬ�زنم بوسه ، بيͺران سپاس با و

عزیزم، خواهر دو از مͬ�کنم تشͺر وهمچنین بردارم قدم دانش و علم کسب راه در صبوری�هایشان

بودند. من پشتیبان بهترین که بی�پایانشان، دلͽرمͬ�های و بی�دریغ کم�ͷهای پاس به

قويدل غفارزاده نرگس

١٣٩١ ماه شهریور
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چ مطالب فهرست

٨٢ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه



چͺیده

: باشد مͬ زير شرايط با كنموتسو های خمينه مطالعۀ هدف نامه پايان اين در

R.R = LR Q(g,R) , R.R = L Q(S,R) , R.W = LW Q(g,W )

متقارن شبه ، متقارن شبه خمينۀ هر ؛ ريچͬ متقارن نيم ، متقارن نيم خمينۀ هر كه دهيم مͬ نشان

شبه ، وايل متقارن نيم خمينۀ هر ريچͬ؛همچنين متقارن شبه ، ريچͬ متقارن نيم خمينۀ هر ؛ ريچͬ

. نيستند درست احͺام اين عكس ولͬ . است وايل متقارن

: آوريم مͬ دست به زير صورت به جالبی نتايج همچنين

: صورت به متقارن شبه خمينۀ يك ، n > ٣ و Mn كنموتسو خمينۀ (i)هر

است. R.R = −Q(g,R)

: صورت به ريچͬ متقارن شبه خمينۀ ،يك n > ٣ Mnو كنموتسو خمينۀ (ii)هر

است. R.S = −Q(g, S)

: صورت به وايل متقارن شبه خمينۀ ،يك n > ۴ و Mn كنموتسو خمينۀ (iii)هر

است. R.W = −Q(g,W )

ريچͬ،خمینۀ متقارن شبه خمینۀ متقارن، شبه کنموتسو،خمینۀ خمینۀ ساساكͬ، خمینۀ : واژه�ها کلید

متقارن شبه خمینۀ وايل، همديس خميدگͬ انیشتینͬ،تانسور خمینۀ يافته، تعميم ريچͬ متقارن شبه

وايل.

ح



پیشͽفتار

( [٢] ). كند مͬ معرفͬ را متقارن شبه كنموتسو های خمينه C.Özgüre ، ٢٠٠۶ سال در

( [١٧] ). مͬ�دهند قرار بررسͬ مورد را ٣ بعد با کنموتسو خمینه�های G.Pathak و U.C,De

وايل متقارن نيم و ريچͬ متقارن نيم های خمينه G.Patahak و U.C.De ، J.B.Jun همچنين

( [٧] ) . مͬ�دهند قرار بررسͬ مورد را

مورد را ريچͬ متقارن شبه كنموتسو های خمينه M.M.Tripathi و C.Özgüre ، S.Hong

( [١۵] ). مͬ�دهند قرار بررسͬ

را مͬ�گیرد قرار استفاده مورد بعد فصل�های در که مقدماتͬ قضیه�های و تعاریف : اول فصل در

مͬ�کنیم. بیان

معرفͬ را η-انيشتين و كنموتسو ، ساساكͬ شبه ، ساساكͬ ، کنتاکت خمینه�های : دوم فصل در

. كنيم مͬ بررسͬ را آنها بين روابط قضيه چند طͬ و كرده

را بودن متقارن نيم با آن رابطۀ و كرده تعريف را بودن متقارن شبه موضعͬ بطور : سوم فصل در

هر كه گيريم مͬ نتيجه سرانجام و كنيم مͬ اثبات را مربوطه قضایای از تعدادی و كنيم مͬ بررسͬ

است. R.R = −Q(g,R) صورت به متقارن شبه خمينۀ ،يك n > و٣ بعدی n كنموتسو خمينۀ

تعريف را بودن فته يا تعميم ريچͬ متقارن شبه و ريچͬ متقارن شبه موضعͬ بطور : چهارم فصل در

خمينۀ هر كه گيريم مͬ نتيجه نهايت در و كنيم مͬ اثبات را مربوطه قضایای از تعدادی و كرده

R.Sاست. = −Q(g, S)صورت به ريچͬ متقارن شبه يكخمينۀ ، n > ٣ و بعدی n كنموتسو

شبه رابطۀ و كرده تعريف را وايل متقارن شبه و وايل همديس خميدگͬ تانسور : پنجم فصل در

خمينۀ هر كه گيريم مͬ نتيجه سرانجام و كنيم مͬ بررسͬ را بودن وايل متقارن نيم با وايل متقارن

R.W = −Q(g,W ) صورت به وايل متقارن شبه خمينۀ يك ، n > ۴ و بعدی n كنموتسو

است.

خ



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

ریمانͬ هندسه ١.١

در M مماسبر رافضای M خمينۀ از p نقطه در مماس بردارهای تمام مجموعۀ .١.١ تعریف

دهيم. مͬ نمايش TpM با و گوئيم p نقطه

π : TM −→ M و آن مماس کلاف TM هموار، خمینۀ ͷی M کنید فرض .٢.١ تعریف

C∞ نگاشت ،M روی C∞ برداری میدان ͷی از باشد.مقصود مماس کلاف تصویر نگاشت

،x ∈ M نقطه هر به X بنابراین . π ◦X = idM طوریͺه به مͬ�باشد X : M −→ TM مانند

مͬ�دهد. نسبت را TxM از Xx عضو

با را M روی C∞ حقیقͬ نگاشت�های مجموعۀ باشد. خمینه ͷی M کنید فرض .٣.١ تعریف

این از ͷی هر دهیم. مͬ نمایش χ(M) با Mرا روی C∞ برداری میدان�های مجموعۀ و F (M)

در نگاشت�ها ضرب است. R روی برداری فضای ͷی نگاشت�ها جمع عمل تحت مجموعه دو

میدان f ∈ F (M) و X ∈ χ(M) برای مͬ�کند. تبدیل حلقه ͷی به را مجموعه این ،F (M)

بنابراین . مͬ�شود تعریف fX(p) = f(p)X(p) صورت به p ∈ M هر ازای به fX برداری

است. F (M) روی مدول ͷی χ(M)

توابع همۀ مجموعۀ که V ∗ اینصورت در . باشد -مدول K ͷی V کنید فرض .۴.١ تعریف

یKͷ-مدول Kبه حلقۀ عناصر ضربتوسط و توابع جمع عمل با باشد، Kمͬ به V از K-خطͬ

مͬ�شود. نامیده V دوگان مدول که مͬ�شود، تبدیل

١



٢ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

اینصورت در . باشند K حلقۀ روی مدول�هایی V١, . . . , Vs,W کنید فرض .۵.١ تعریف

خطͬ چند را A : V١ × . . . × Vs −→ W و بوده K حلقۀ روی مدول ͷی نیز V١ × . . . × Vs

: یعنͬ . باشد خطͬ متغیرها تمام به نسبت گاه هر گوییم

A(v١, . . . , λvi + µvi, vi+١, . . . , vs) = λA(v١, . . . , vi, . . . , vs)

+ µA(v١, . . . , vi, . . . , vs)

. ١ ≤ i ≤ s برای λ, µ ∈ K که

عبارت V خطͬروی دو باشد.يكفرم F ميدان روی برداری فضايی V فرضكنيد تعریف١.۶.

F در f(α, β) اسͺالر يك V در β و α بردارهای از مرتب زوج هر به كه f چون ازتابعͬ است

كند: صدق زير شرايط در دهدكه تخصيص

f(cα١ + α٢, β) = cf(α١, β) + f(α٢, β) -١

f(α, cβ١ + β٢) = cf(α, β١) + f(α, β٢) -٢

V برداری فضای روی متقارن خطͬ دو فرم ͷی را b : V × V −→ R نگاشت .٧.١ تعریف

.b(v, w) = b(w, v) : باشیم داشته v, w ∈ V هر ازای به و باشد خطͬ R-دو هرگاه گوئیم

V روی b متقارن خطͬ دو فرم ͷی .٨.١ تعریف

b(v, v) > ٠ : باشیم داشته v ̸= ٠ هر ازای به هرگاه است معین) (منفͬ معین مثبت -١

.( b(v, v) < ٠)

.v = ٠ : دهد نتیجه w ∈ V هر ازای به b(v, w) = ٠ هرگاه است ناتباهیده -٢

دوخطͬ های باشد،نگاشت شده ساخته حقيقͬ اعداد ميدان روی برداری فضای اگر تعریف٩.١.

گوئيم.يعنͬ: داخلͬ ضرب را معين مثبت متقارن و

< , >: V × V −→ R

طوريͺه: به



٣ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

معين) (مثبت < V, V >≥ ٠ , (< V, V >= ٠⇐⇒ V = ٠) -١

(متقارن) < V,W >=< W,V > -٢

نگاشت باشد. هموار خمینۀ ͷیM کنید فرض .١٠.١ تعریف

∇ : χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

هرگاه: گوئیم یͷالتصاق را

باشد: F-خطͬ (M) ،V به نسبت ∇VW -١

∇fX١+gX٢Y = f∇X١Y + g∇X٢Y ∀ f, g ∈ F (M)

باشد: R-خطͬ ،W به نسبت ∇VW -٢

∇XaY١ + bY١ = a∇XY١ + b∇XY٢ ∀ a, b ∈ R

کند: صدق ضرب قاعدۀ در -٣

∇V (fW ) = (V f)W + f∇VW ∀ f ∈ F (M)

گوئیم. ∇ التصاق به نسبت V امتداد Wدر کواریان مشتق را ∇VW

که است موجود چنان ∇ منحصربفرد التصاق ͷیM ریمانͬ خمینۀ روی .١١.١ تعریف

تاب∇صفراست) تانسور )T (V,W ) = [V,W ]−∇VW +∇WV = ٠ -١

( است ریمانͬ متر با سازگار ∇) Zg(V,W ) = g(∇ZV,W ) + g(V,∇ZW ) -٢

فرمول نام به فرمولͬ از كه گوئیم. ( ریمانͬ التصاق لوی-سيويتا( التصاق را ∇ اینصورت در

آید: مͬ بدست کوزول

٢g(∇Y Z,X) = Y g(Z,X) + Zg(X,Y )−Xg(Y,Z)

− g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X,Y ]) + g(X, [Y, Z])



۴ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

W =
∑
W i∂i و V اگر . باشند Rn طبیعͬ مختصات u١ · · ·un کنید فرض .١٢.١ تعریف

مشتق را ∇VW =
∑
V (W i)∂i برداری میدان آنگاه ، باشند Rn روی برداری میدان�های

گوئیم. V به Wنسبت طبیعͬ کواریان

گوئیم Mموازی روی را V برداری میدان باشد. هموار خمینۀ ͷیM فرضکنید تعریف١٣.١.

.∇XV = ٠ : باشیم Mداشته روی X برداری میدان هر ازای به هرگاه

براكت Mباشند. هموار خمینۀ روی هموار برداری های Wمیدان Vو فرضکنید تعریف١.١۴.

شود: مͬ تعریف زیر صورت به که [V,W ]p : C
∞(M) → R عملͽر از است Wعبارت و V لͬ

[V,W ]pf = Vp(Wf)−Wp(V f).

فضای برای یͺه متعامد پایۀ ͷی از است عبارت p نقطه Mدر خمینۀ روی یͷکنج تعریف١.١۵.

یͺۀ متعامد دو به دو برداری میدان تا n اینصورت در باشد n-بعدی ،M اگر .Tp(M) مماس

دهد. اختصاصمͬ کنج ͷی خمینه از نقطه هر به که نامیم مͬ کنجͬ یͷمیدان را E١, · · · , En

در باز ای بازه I آن در كه گيريم مͬ نظر در را γ : I −→ M پذير مشتق خم .١۶.١ تعریف

روی γ خم از است عبارت M روی X برداری ميدان انتگرال خم اينصورت در . است R

∀t ∈ I , γ ′(t) = X(γ(t)) : طوريͺه Mبه

هر در نتيجه در . نقطه هر در γ خم سرعت از است عبارت ، X انتگرال خم ديͽر عبارت به

. است مماس γ خم بر نقطه

: نگاشت از است عبارت M روی V كامل برداری شارميدان .١٧.١ تعریف


ψ :M × R١ −→M

ψ(p, t) = αp(t)

. است p آغازی نقطۀ با V برداری ميدان ماكزيمال انتگرال خم αp آن در كه

تعريف t ∈ R هر ازای به آن شار هرگاه گوئيم كامل M روی را V برداری ميدان تعریف١٨.١.

. شود



۵ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

تانسورها ٢.١

چند تابع نیستند، صفر همزمان دو هر که s > ٠ و r > ٠ صحیح اعداد ازای به .١٩.١ تعریف

T r
s (V ) نماد با و گوییم V روی (r, s) نوع از تانسور ͷی را A : (V ∗)r × V s −→ K خطͬ

تانسوری میدان ͷی مͬ�گیریم. K حلقۀ از عنصر ͷی را (٠,٠) نوع از تانسور مͬ�دهیم. نمایش

.χ(M) F-مدول (M) روی تانسور ͷی از است Mعبارت خمینۀ روی A

پذير ديفرانسيل -فرم p يك را (٠, p) نوع از پادمتقارن همورد تانسوری ميدان .٢٠.١ تعریف

گوئيم.

تانسوری میدان (٠,٢) اينصورت در باشد. هموار خمینۀ ͷی M کنید فرض .٢١.١ تعریف

Mگوئيم. روی ریمانͬ یͷمتر را است معین مثبت نقطه هر در که را متقارنͬ

اينصورت .در Uباشد ⊂M مختصاتروی دستگاه x١, x٢, · · · , xn فرضكنيد تعریف٢٢.١.

gij =< ∂i, ∂j > , (١ ≤ i, j ≤ n) از: است عبارت U روی g متر تانسور های مؤلفه

Wداريم: =
∑
W j∂jو V =

∑
V i∂i كه V,W ∈ χ(M) برداری ميدانهای برای پس

g(V,W ) =< V,W >=
∑
gijV

iW j ∈ F (M)

وماتريس است وارونپذير (gij(p)) ماتريس p ∈ U هر ازای به ، است ناتباهيده g چون كه

،در gij = gji است متقارن g كه آنجايی از حال دهيم. مͬ نشان (gij(p)) نماد: با را آن وارون

به توان مͬ را g متر تانسور U روی پس gij = gji , (١ ≤ i, j ≤ n) داشت: خواهيم نتيجه

نوشت: زير صورت

g =
∑
i,j

gijdx
idxj

گوییم. ریمانͬ یͷخمینۀ را ریمانͬ متر ͷی با همراه هموار خمینۀ ͷی .٢٣.١ تعریف

gNباشند. gMو های متر تانسور با ترتیب به ریمانͬ های Nخمینه Mو فرضکنید تعریف١.٢۴.

؛ است متر حافظ طوریͺه به باشد مͬ ϕ : M → N دیفئومرفیسم ͷی N Mبه از یͷایزومتری

. ϕ∗(gN ) = gM یعنͬ:



۶ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

موضعͬ ايزومتری يك را ريمانͬ های خمينه از ϕ : M → N هموار نگاشت .٢۵.١ تعریف

. باشد خطͬ ايزومتری يك dϕ : TpM → Tϕ(p)N ديفرانسيل نگاشت هر هرگاه گوئيم

برای هرگاه گوئيم حجم Mيكعنصر n-بعدی ريمانͬ خمينۀ روی را ω n-فرم تعریف١.٢۶.

باشيم: داشته M روی {ei}كنج هر

ω(e١, · · · , en) = ± ١

باشد. پذير جهت M اگر تنها و اگر دارد حجم عنصر M ريمانͬ خمينۀ .١.١ لم

داشت: خواهيم دراينصورت ، باشد M روی (موضعͬ) حجم عنصر يك ω اگر .٢.١ لم

١LX(ω) = (divX)ω.

( . است -بعدی n خمينۀ يك روی -فرم (n+ يك(١ d(ω) (چون:

t ∈ R هر برای هرگاه كند مͬ حفظ را حجم M روی Θ هموار شار گوئيم .٢٧.١ تعریف

داشته ، ( باشد Θt دامنۀ در مشمول D چنانكه گيری( انتگرال از D ⊂ M فشردۀ دامنۀ و

است. V ol(D) =
∫
D ω آن در .كه V ol(Θt(D)) = V ol(D) باشيم:

غير غيرصعودی،حجم ،حجم نزولͬ صعودی،حجم حجم دارای Θ شار گوئيم .٢٨.١ تعریف

D چنانكه گيری( انتگرال از D ⊂ M فشردۀ دامنۀ و t ∈ R هر برای هرگاه است نزولͬ

ترتيب به است) t از تابعͬ (كه V ol(Θt(D)) مثبت )،حجم باشد Θt دامنۀ در مشمول

باشد. نزولͬ غير يا نزولͬ،غيرصعودی اكيداًصعودی،اكيداً

باشد.در X شار Θ و X ∈ χ(M) جهتدار، ريمانͬ خمينۀ يك M كنيد فرض .١.١ گزاره

: Θ اينصورت

divX ≡ ٠ اگر تنها و اگر كند مͬ حفظ را حجم (I)

divX ≥ ٠ اگر تنها و اگر است نزولͬ غير حجم داری (II)

divX ≤ ٠ اگر تنها و اگر است صعودی غير حجم (III)داری

واگر است صعودی حجم دارای Θ آنگاه ، divX > باشيم:٠ داشته M روی اگر بعلاوه

است. نزولͬ حجم دارای Θ آنگاه ، divX < ٠

١LX(ω) = iXod(ω) + doiX(ω) = (divX)ω



٧ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

که Mچنان همبند ریمانͬ خمینۀ ͷی از است عبارت ریمانͬ متقارن یͷفضای .٢٩.١ تعریف

Tp(M) روی dζp = −id شرط با ζp : M −→ M مانند یͺتا ایزومتری ͷی p ∈ M هر برای

باشد. موجود

ایزومتری ͷی p+ x −→ p− xنگاشت p ∈ Rn هر ازای به زیرا است. متقارن Rn .١.١ مثال

مͬ�باشد.

باشد. M روی دیفرانسیل�پذیر k-فرم ͷی w و هموار خمینۀ ͷی M کنید فرض .٣٠.١ تعریف

ͷی هرگاه گوئیم دقیق M روی را w همچنين ، dw = ٠ : هرگاه گوئیم بسته M روی را w

باشد. w = dη طوریͺه به باشد داشته Mوجود روی دیفرانسیل�پذیر k)-فرم − ١)

طوریͺه به باشد موجود f ∈ F (M) تابع هرگاه گوئیم Mدقیق هموار خمینۀ روی wرا پس١-فرم

است. بسته دقیق فرم هر که مͬ�دهد نتیجه d ◦ d = ٠ واقع در .w = df

ضابطه با C : T١١ (M) −→ F (M) چون منحصربفردی -خطͬ F (M) تابع .٣١.١ تعریف

ناميده (١,١) انقباض كه دارد وجود θ ∈ χ∗(M) Xو ∈ χ(M) هر ازای C(X⊗θ)به = θX

شود. مͬ

،X١, · · · , Xs−١ و θ١, · · · , θr−١ و تانسوری ميدان (r, s) Aيك فرضكنيد تعریف٣٢.١.

تابع شͺل به تانسوری (١,١) اينصورت در . باشند برداری ميدانهای و ها -فرم ١ ترتيب به

: داشت زيرخواهيم

(θ,X) 7−→ A(θ١, · · · , θ, · · · , θr−١, X١, · · · , X, · · · , Xs−١)

نوشت: زير صورت به توان مͬ را آن كه

A(θ١, . . . , ·�
i-ام مͺان

, . . . , θr−١, X١, . . . , ·�
j-ام مͺان

, . . . , Xs−١)

كند مͬ مقدارتوليد حقيقͬ تابع ،يك فوق تانسور (١,١) روی انقباض (١,١) يك طوريͺه به

آن در طوريͺه به دهيم مͬ نشان (Ci
jA)(θ

١, · · · , θr−١, X١, · · · , Xs−١) توسط: را آن كه

است. (١ ≤ j ≤ s و ١ ≤ i ≤ r)

نوع از تانسور يك اينرو از است. خطͬ چند - F (M) نگاشت يك Ci
jA كه است بديهͬ

شود. مͬ ناميده i, j روی Aانقباض كه است (r − ١, s− ١)



٨ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

صورت: به انقباضمتری دلخواه r و ١ ≤ a < b ≤ s برای .٣٣.١ تعریف

طوريͺه: به است مفروض مختصات در Cab : T
r
s (M) −→ T r

s−٢(M)

(CabA)
i١...ir
j١...js−٢

=
∑
p,q

gpqAi١...ir
j١...p...q...js−٢

.

صورت: به متری انقباض دلخواه s ١و ≤ a < b ≤ rبرای مشابه بطور

طوريͺه: به است مفروض مختصات در Cab : T r
s (M) −→ T r−٢

s (M)

(CabA)
i١...ir−٢
j١...js

=
∑
p,q

gpqA
i١...p...q...ir−٢
j١...js

.

توابع از گردایه�ای از است عبارت M هموار خمینۀ روی ∇ تانسوری مشتق ͷی .٣۴.١ تعریف

مانند: R-خطͬ

∇ = ∇r
s := T r

s (M) −→ T r
s (M) r > ٠, s > ٠

باشیم: داشته C انقباض و B و A تانسور دو هر ازای به طوریͺه به

∇(A⊗B) = ∇A⊗B +A⊗∇B

∇(CA) = C(∇A)

داریم: آنگاه A ∈ T r
s (M) اگر Mباشد. روی تانسوری مشتق ͷی ∇ کنید فرض .٣.١ لم

∇(A(θ١, · · · , θr, X١, · · · , Xs)) = (∇A)(θ١, · · · , θr, X١, · · · , Xs)

+

r∑
i=١

A(θ١, · · · ,∇θi, · · · , θr, X١, · · · , Xs)

+

s∑
j=١

A(θ١, · · · , θr, X١, · · · ,∇Xj , · · · , Xs)

ضربمͬ�نامیم. قاعدۀ را رابطه این که

(r, s+١) از است عبارت ،M هموار خمینۀ Aروی تانسور (r, s) کواریان مشتق تعریف١.٣۵.

باشیم: داشته θj ∈ χ∗(M) و V,Xi ∈ χ(M) هر ازای به طوریͺه به ∇A تانسور

(∇A)(θ١, · · · , θr, X١, · · · , Xs, V ) = (∇VA)(θ
١, · · · , θr, X١, · · · , Xs)



٩ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

: زیرا . مͬ�باشد معمولͬ�اش دیفرانسیل همان f تابع کواریان مشتق r = s = ٠ که حالتͬ در

(∇f)(V ) = ∇V f = V f = df(V ) ∀ V ∈ χ(M).

. Mباشد روی برداری میدان ͷی X و هموار ریمانͬ خمینۀ ͷیM کنید فرض .٣۶.١ تعریف

: صورت Mبه روی f هموار تابع و Y برداری میدان هر ازای به LX تانسوری مشتق

LXY = [X,Y ]

LXf = Xf

مͬ�نامیم. X برداری میدان به نسبت لͬ مشتق را LX که مͬ�شود تعریف

ͷی ،M کیلینگروی برداری یͷمیدان باشد. ریمانͬ خمینۀ ͷیM فرضکنید تعریف٣٧.١.

داشته یعنͬ . باشد صفر X برداری میدان به نسبت g لͬ مشتق که است X مانند برداری میدان

. LXg = ٠ : باشیم

نگاشت باشد. ∇ ریمانͬ التصاق با ریمانͬ خمینۀ ͷیM کنید فرض .٣٨.١ تعریف

: ضابطۀ با R : χ٣(M) −→ χ(M)

R(X,Y )Z = [∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z (١.١)

نگاشت مͬ�شود. نامیده ریمانͬ خمیدگͬ تانسور که Mمͬ�باشد روی تانسوری میدان (١,٣)ͷی

مͬ�کند: صدق زیر روابط در R

(١) R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z

(٢) R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = ٠ بیانچͬ) اول (اتحاد

(٣) g(R(X,Y )Z,W ) = −g(R(X,Y )W,Z)

(۴) g(R(X,Y )Z,W ) = g(R(Z,W )X,Y ).

مͬ�نامیم. خمیدگͬ تانسور تقارن�های را بالا روابط

شود: مͬ تعريف زير رابطۀ توسط R كريستوفل خميدگͬ تانسور .٣٩.١ تعریف

R(X,Y, Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W ) , ∀W ∈ χ(M) (٢.١)



١٠ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

.∇R = ٠ : هرگاه گوئیم متقارن موضعاً Mرا ریمانͬ خمینۀ .۴٠.١ تعریف

مͬ�باشد. متقارن موضعاً متقارن، ریمانͬ فضای هر .۴.١ لم

( R ≡ ٠ : (يعنͬ باشد. صفر با متحد خميدگͬ تانسور هرگاه تختگوئيم را فضا تعریف۴١.١.

بطور را (M, g) اينصورت در باشد. ريمانͬ خمينۀ يك (M, g) كنيد فرض .۴٢.١ تعریف

f هموار تابع يك و x از U ͬͽهمساي يك x ∈M نقطۀ هر برای هرگاه همديستختگوئيم

ريمانͬ خميدگͬ تانسور : يعنͬ ) . باشد تخت خمينۀ (U, e٢fg) كه باشند موجود چنان U روی

. ( باشد صفر U روی e٢fg

مماس فضای از بعدی دو فضای زیر ͷی Π و هموار خمینۀ ͷی M کنید فرض .۴٣.١ تعریف

خمیدگͬ اینصورت در . مͬ�شود تولید X,Y برداری میدان�های توسط Π طوریͺه به باشد TpM

از: است عبارت p نقطه در Π به Mنسبت برشͬ

K(X,Y ) :=
g(R(X,Y )Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X,Y )٢
.

هرگاه گوئیم ثابت خمیدگͬ با را M باشد. ریمانͬ خمینۀ ͷی M کنید فرض .۴۴.١ تعریف

باشد. داشته ثابت برشͬ خمیدگͬ

مساوی p ∈ M نقطۀ در برشͬ خمیدگͬ اگر باشد. ریمانͬ خمینۀ ͷی M کنید فرض .۵.١ لم

شد. خواهد صفر مساوی نیز p نقطۀ در ریمانͬ خمیدگͬ تانسور آنگاه باشد صفر

: داریم v, w ∈ TpM هر ازای به برشͬ خمیدگͬ تعریف از است K = ٠ اینکه از اثبات:

پلاریزه با .R(v, w)v = ٠ مͬ�دهیم نشان v, w ∈ TpM هر ازای به .g(R(v, w)w, v) = ٠

داریم: x هر ازای به R(v, w)v کردن

٠ = g(R(v, w + x)v, w + x) = g(R(v, w)v, w) + g(R(v, x)v, x)

+ g(R(v, w)v, x) + g(R(v, x)v, w) (٣.١)

داریم: خمیدگͬ تانسور تقارن به توجه با ولͬ

g(R(v, w)v, x) = g(R(v, x)v, w).



١١ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

نشان v, w, x ∈ TpM هر ازای به حال .g(R(v, w)v, x) = ٠ : مͬ�آوریم دست ١.١)به از( لذا

داریم: R(v, w)v کردن پلاریزه با .R(v, w)x = R(w, x)v مͬ�دهیم

٠ = R(v + x,w)(v + x) = R(v, w)v +R(x,w)v +R(v, w)x+R(x,w)x

هر ازای به بیانچͬ اول اتحاد به توجه با حال .R(v, w)x = R(w, x)v مͬ�گیریم نتیجه لذا

داریم: v, w, x ∈ TpM

٣R(v, w)x = R(v, w)x+R(w, x)v +R(x, v)w = ٠

� .R = ٠ : مͬ�آوریم دست به p ∈M نقطۀ در بنابراین

F خطͬ چند تابع اینصورت در pباشد. ∈M و ریمانͬ خمینۀ ͷیM فرضکنید تعریف١.۴۵.

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به }که
F : TpM

۴ −→ R
(v, w, x, y) 7−→ g(R(v, w)x, y)

�کند. صدق خمیدگͬ تانسور تقارن�های در هرگاه خمیدگͬ�گوئیم نوع از تابع ͷی را

که باشد چنان TpM روی خمیدگͬ نوع از تابع F کنید فرض .١.١ نتیجه

K(v, w) =
F (v, w,w, v)

g(v, v)g(w,w)− g(v, w)٢
.

داریم: v, w, x, y ∈ TpM هر ازای به اینصورت در مͬ�کنند، تولید را صفحه ͷی v, w آن در که

g(R(v, w)x, y) = F (v, w, x, y).

تانسور تقارن�های در △(v, w, x, y) = F (v, w, x, y) − g(R(v, w)x, y) تفاضل تابع اثبات:

داريم: فرض به توجه با طرفͬ از است. خمیدگͬ نوع از تابع ͷی لذا مͬ�کند صدق خمیدگͬ

� .△ = ٠ : مͬ�گیریم نتیجه قبل لم به توجه با نتيجه در .△(v, w, v, w) = ٠

داریم: آنگاه باشد c ثابت خمیدگͬ Mدارای اگر .٢.١ نتیجه

R(x, y)z = c{g(z, y)x− g(z, x)y}.


