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ماکسیمال ایدآل ثابت، ایدآل ، آزاد ایدآل ایدآل، ‐z ،CK(X)،C∞(X) کلیدی: واژگان
فشرده. ‐ η فشرده،فضای ‐µ فشرده،فضای ‐σ فضای ψ‐فشرده، فضای ثابت،

چͺیده
C∞(X) شامل ایدآل های ‐z کوچͺترین آنها مورد در که فضاهایی نامه، پایان این در
ایدآل ‐z ͷی C(X) در C∞(X) که ͬ شود م ثابت اینجا در ͬ کنیم. م مشخص اولند،
موضعͬ، فشرده ی و فشرده ‐σ مجموعه ͷی در صفر‐مجموعه هر اگر تنها و اگر است
رابطه ی با مطابق و ͬ شوند. م معرفͬ C∞(X) با رابطه در ایدآل ها از بعضͬ باشد. فشرده
مفاهیم از بعضͬ ͬ شوند. م مشخص X ͬͺتوپولوژی فضاهای ،C∞(X) و ایدآل ها این
ͬ دهیم م نشان سرانجام و ͬ شوند م بیان C∞(X) با ارتباط در ایدآل های برحسب فشردگͬ

باشد. اساسͬ C∞(X) شامل ایدآل هر اگر تنها و اگر است بئر فشرده ‐σ فضای که



ସ୍م ঙࢡඥر ଘ ৎقدم
اජ໑وز ଘ ห ૼن ودو॥ت ঙاه

وتلاش ඟ໓ࢌ ୀای রود৯د ૼن دلࢂਗඟی ଘ ৎقدم و
وෙ७زاد ૡં༙ه گ࢙م دනෆر دو



یا...١ ೯دا
گذشته زیستن برای که لحظه ای بی ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم حسرت است،

ͬ داری. م دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود
رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که ͬ دانند م همه و ͬ دانͬ م تو
ͬ خندم، م دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای به بردن
توست خوشبختͬ از و ͬ درخشد م خسته ام چشمان در امید برق که توست رهایی امید از
نیروی بزنم. حرف خوب ͬ توانم نم ͬ کنم. م احساس ریه هایم در را سعادت پاک هوای که
دریاب، کرده ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ

دریاب.
امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که ͬ دانند م همه و ͬ دانͬ م تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانگیختن از من، نگاه در
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

کار بی سلاح، جهاد بی همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
بی نان، خدمت بی نام، عظمت بی عوام، مذهب بی دنیا، دین سͺوت، در فداکاری بی پاداش،
تنهایی بی هوس، عشق بی غرور، قناعت بی خامͬ، گستاخͬ بی نمود، خوبی بی ریا، ایمان

کن. روزی بداند، دوست بی آنکه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در

ࡣت ೯دا باز ॴوم، ඛھا ඛھا ଌୃن ඟ໋ا
ಶඍن ॥ت... ৯دا ૡঙه جاඎিن او

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



ণپاس ච໋اری...
راهنمای اساتید از کردند. یاری مرا ادب و علم کسب راستای در که افرادی از تشͺر با
تشͺر صمیمانه سیاوشͬ محمدعلͬ دکتر آقای جناب و آذرپناه فریبرز دکتر آقای جناب خود،
ͬ رسید. نم انجام به مجموعه این آنان، ارزنده راهنمایی های بدون قطعاً که ͬ کنم م قدردانͬ و
مورد مرا خود شائبه ی بی کمͷ های با تحصیل طول تمامͬ در که مهربانم اساتید تمامͬ از
عزیزم همسر از پایان در ͬ کنم.همچنین م سپاس گذاری صمیمانه داده اند قرار عنایت و لطف

دارم. را سپاس گذاری و تشͺر کمال ایشان انتهای بی محبت های خاطر به

ग़قدم ਖॷی ॵ۱۳۹۴م
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پیش گفتار

است متشͺل که ͬ شود م ظاهر C(X) ساختار در توپولوژی و جبر پیوندهای زیباترین از ͬͺی

عمل دو با ساختار، این .X توپولوژی فضای روی حقیقͬ‐مقدار پیوسته  توابع تمام از

معروف پیوسته توابع حلقه ی به که ͬ دهد م حلقه ͷی تشͺیل توابع، ضرب و جمع معمولͬ

X ͬͺتوپولوژی خواص ارتباط بررسͬ اصلͬ، هدف پیوسته، توابع حلقه ی مبحث در است.

محل در که مباحثͬ از دسته ان مانند حلقه، این مطالعه ی است. C(X) جبری خواص و

است. وجذاب زیبا هستند، واقع ریاضیات از شاخه دو تلاقͬ

مجموعه های پایه ی به عنوان نه تنها شدند، مطالعه [١٠] در بار نخستین که صفر‐مجموعه ها

اشیأ پیدایش مبنای ͬͺتوپولوژی ابزار این بلͺه بودند مطرح منظم کاملا́ فضاهای بسته ی

کردند. ایفا C(X) مطالعه در شͽفت انگیزی نقش به تدریج که شدند ایدآل ‐z نام به جبری

ناچاریم برداریم، گام C(X) مطالعه  ی در اصلͬ هدف راستای در بخواهیم اگر حقیقت در

ͬ های ویژگ برخͬ ویا ͬͺتوپولوژی ابزار ͷکم با را جبری مفاهیم دارد امͺان که آنجا تا

هم را ایدآل ها از نوعͬ بتوانیم وقتͬ به ویژه کنیم. بیان جبری اشیاء ͷکم با را ͬͺتوپولوژی

میان مستحͺمͬ ارتباطͬ پل های کنیم، تعریف ͬͺتوپولوژی به صورت وهم جبری به صورت

ͬ شود. م بنا C(X) و X

اشتراکͬ نیز C(X) آزاد ایدآل های همه ی اشتراک یا و آزاد ماکسیمال ایدآل های اشتراک

اشتراک هایی نیز C∞(X) و CK(X) ایدآل های رو، این از و است C(X) اساسͬ ایدآل های از

عبارت CK(X) شدند. معرفͬ [١٣] و [١٢] در ابتدا ایدآل ها این هستند. دست این از



٢ پیش گفتار

آزاد ایدآل های همه ی اشتراک همین طور و C(X) آزاد ایدآل های همه ی اشتراک از است

این در است. C∗(X) در ماکسیمال ایدآل های همه ی اشتراک با برابر C∞(X) و C∗(X)

شده اند: شناسایی زیر صورت به ͬͺتوپولوژی به طور ایدآل دو این ، مراجع

CK(X) = {f ∈ C(X) است: ،{clX(X\z(f))فشرده

C∞(X) = {f ∈ C(X) است: nفشرده ∈ N هر برای {x ∈ X : |f(x)| ≥ ١
n
}}.

C(X) در ایدآلͬ هم CK(X) و CK(X) ⊆ C∞(X) که ͬ آید م بر چنین تعریف ها این از

ایدآل لزوماً و است C∗(X) در ایدآلͬ C∞(X) آن که حال است، C∗(X) در ایدآلͬ هم و

بررسͬ مورد [۶] در هست، هم C(X) در ایدآلͬ C∞(X) موقع چه که این نیست. C(X)

زیرمجموعه ی هر اگر تنها و اگر است C(X) ایدآل ͷی C∞(X) واقع، در است. گرفته قرار

کراندار مجموعه آن روی f ∈ C(X) هر که معنا این به باشد، کراندار X فشرده موضعاً

ایدآل های اشتراک با برابر CK(X) است، گسسته X فضای وقتͬ خاص درحالت باشد.

را پرسش واین شده داده نشان [١٣] و [١٢] در موضوع این است. C(X) آزاد ماکسیمال

است شده ثابت [٩] در است؟ برقرار نیز کلͬ حالت در برابری این آیا که است داشته پی در

که ͬ شود م دیده مثال ͷی وبا است درست حقیقͬ فشرده ی فضاهای به ازای برابری این که

نیست. درست کلͬ حالت در

دیͽری پرسش های بنگریم، اساسͬ ایدآل های اشتراک دیدگاه از ایدآل ها این به که زمانͬ

C∗(X) و C(X) در ترتیب به C∞(X) و CK(X) ایدآل های موقع چه مثلا́ ͬ شود. م مطرح نیز

معادل ایدآل ها این از کدام هر بودن اساسͬ که است شده ثابت [۵] در هستند؟ اساسͬ

زیرمجموعه ی هر که هاسدورفͬ فضای یعنͬ باشد، فشرده تقریباً X فضای اینکه با است

است. فشرده بستار با ناتهͬ باز مجموعه ی ͷی شامل آن باز و ناتهͬ



١ فصل

مقدماتͬ مباحث

مقدمه

گرفته مفاهیم از است نیاز مورد نامه پایان این بهتر فهم برای که آنچه هر ، فصل این در

است. شده آورده غیره و قضایا تا

توپولوژی ١ . ١

نقطه ی دو هر برای هرگاه ͬ گوییم، م T٢ یا هاسدروف را X توپولوژی فضای .١ . ١ . ١ تعریف

که باشند، داشته وجود X در H و G مجزای و باز مجموعه ی دو ،x, y ∈ X متمایز

دونقطه ی هر هرگاه است، هاسدروف فضای ͷی X دیͽر، عبارت به .x ∈ H, x ∈ G

فضای هر که است بدیهͬ کرد. جدا هم از مجزا باز مجموعه ی دو با بتوان را آن در متمایز

است. T١ همواره هاسدورف

x, y ∈ X متمایز نقطه دو ازای به هرگاه گوییم، T١ را X توپولوژی فضای .١ . ١ . ٢ تعریف

و y ̸∈ G به طوری که باشد موجود y و x شامل ترتیب به ،H و G مانند باز مجموعه دو

.x ̸∈ H

مجموعه ی هر برای هرگاه ͬ نامیم، م منظم کاملا́ را X توپولوژی فضای .١ . ١ . ٣ تعریف

٣



۴ مقدماتͬ مباحث .١

که باشد، داشته وجود f : X → [٠,١] پیوسته ی تابع x ̸∈ F هر و X در F بسته ی

.f(x) = ١ و f(F ) = {٠}

با پیوسته تابع ͷی جای به X روی پیوسته حقیقͬ تابع هر ͬ توان م بالا تعریف در

تابع است کافͬ زیرا .f(x) = {b} ،f(F ) = {a} به طوری که گرفت نظر در [٠,١] برد

داریم؛ روشنͬ به صورت این در کنیم. تعریف g(n) = f(n)−a
b−a ضابطه ی با را g : X → [a, b]

.g(x) = ١ ،g(F ) = {٠}

هرگاه گوییم مجزا کاملا́ را X توپولوژی فضای در B و A مجموعه ی دو .۴ . ١ . ١ تعریف

.f(B) = {١} و f(A) = {٠} که باشد موجود f : X → {٠,١} مانند پیوسته تابعͬ

ͷی را A ⊆ X مجموعه ی باشد. توپولوژی فضای ͷی X کنیم فرض .۵ . ١ . ١ تعریف

مجموعه های از شمارایی اشتراک صورت به هرگاه ͬ نامیم، Gδ)م نوع از (یا Gδ‐مجموعه

است. X باز مجموعه ͷی Gn ،n ∈ N هر برای که A =
∩
n∈NGn ، یعنͬ باشد، باز

ͷی را A ⊆ X مجموعه ی باشد. توپولوژی فضای ͷی X کنیم فرض .۶ . ١ . ١ تعریف

مجموعه های از شمارش پذیری اجتماع صورت به هرگاه ͬ نامیم، Fσ)م نوع از (یا Fσ‐مجموعه

است. X بسته مجموعه ͷی Gn ،n ∈ N هر برای که A =
∪
n∈NGn ، یعنͬ باشد، بسته

منفردگوییم رانقطه ی x ∈ X آنگاه باشد، توپولوژی فضای ͷی (X, τ) هرگاه .١ . ١ . ٧ تعریف

.{x} ∈ τ هرگاه

شمارایی اجتماع صورت به X هرگاه ͬ نامیم، م σ‐فشرده را (X, τ) فضای .١ . ١ . ٨ تعریف

شود. نوشته X فشرده ی زیرمجموعه های از

ͬ دهیم. م نمایش I(X) با را C(X) آزاد ماکسیمال ایدآل های همه ی اشتراک .١ . ١ . ٩ تعریف



۵ توپولوژی .١ . ١

با را دارند شبه  فشرده پشتیبان که X روی پیوسته توابع تمام گردایه ی .١ . ١ . ١٠ تعریف

را دارند پشتیبان فشرده  که X روی پیوسته توابع تمام گردایه ی و ͬ دهیم م نمایش Cψ(X)

ͬ دهیم. م نمایش CK(X) با

گوییم. فشرده ‐η فضای ͷی را X آنگاه ،Cψ(X) = I(X) که وقتͬ .١ . ١ . ١١ تعریف

است. µ‐فشرده فضای ͷی ،X گوییم آنگاه CK(X) = I(X) که وقتͬ .١ . ١ . ١٢ تعریف

X در شبه فشرده پشتیبان هر هرگاه است، فشرده ‐ψ فضایی X فضای .١ . ١ . ١٣ تعریف

باشد. فشرده

داشته شمارا موضعͬ پایه ی ͷی x ∈ X نقطه هر در که (X, τ) فضای .١۴ . ١ . ١ تعریف

ͬ شود. م نامیده اول نوع شمارای فضای باشد،

باشد. تهͬ آن بستار درون هرگاه گوییم چͽال هیچ جا را مجموعه ͷی .١۵ . ١ . ١ تعریف

نامیده دوم نوع شمارای فضای باشد، داشته شمارا پایه ی که فضایی .١۶ . ١ . ١ تعریف

در X گوییم باشد، شمارا پایه ای دارای X فضای توپولوژی هرگاه دیͽر، عبارت به ͬ شود. م

کند. مͬ صدق شمارایی اصل دومین

مانند عنصری a ∈ R هر برای هرگاه گوییم منظم را R جابجایی حلقه ی .١ . ١ . ١٧ تعریف

.a = a٢x به طوری که باشد موجود x ∈ R

،f ∈ C(X) هر برای هرگاه ͬ شود، م گفته کراندار X در Y مجموعه ی به .١ . ١ . ١٨ تعریف

باشد. R در کراندار مجموعه ی ͷی f(Y )



۶ مقدماتͬ مباحث .١

∗C‐نشانده و C‐نشانده فضاهای زیر ١ . ٢

١ C‐نشانده ی زیرفضای ͷی را S باشد. X زیرفضای ͷی S کنیم فرض .١ . ٢ . ١ تعریف

S مشابه طور به باشد. C(X) از تابع ͷی به توسیع قابل C(S) تابع هر هرگاه، ͬ نامیم م X

C∗(X) از تابعͬ به توسیع قابل C∗(S) تابع هر هرگاه ͬ نامیم، م X ٢ نشانده ی ‐C∗ ͷی را

باشد.

صفر‐ ͬͽهمسای ͷی را Z ∈ Z(X) صفر‐مجموعه ای: ͬͽهمسای .١ . ٢ . ٢ تعریف

.x ∈ intZ هرگاه گوییم x ∈ X از مجموعه ای

مجزا صفر‐مجموعه ی دو در اگر وتنها اگر هستند مجزا کاملا́ مجموعه دو .١ . ٢ . ٣ قضیه

گیرند. قرار

که است موجود f ∈ C∗(X) بنابراین باشند، مجزا کاملا B و A که کنیم فرض برهان.

ͬ دهیم؛ م قرار .f(A) = {١}, f(B) = {٠}

A∗ = {x ∈ X : f(x) ≥ ٢
٣} و B∗ = {x ∈ X : f(x) ≤ ١

٣}

و A ⊆ intA∗ ⊆ A∗ وداریم، هستند مجزا صفر‐مجموعه ی دو B∗و A∗ که است واضح

و Z١ مجزای مجموعه های صفر در B و A که کنیم فرض عکس، به .B ⊆ intB∗ ⊆ B∗

که، کنیم فرض همچنین دارند. قرار Z٢

Z١ = Z(g١) , Z٢ = Z(g٢) , A ⊆ Z١ , B ⊆ Z٢

.h(A) = {٠}, h(B) = {١} و h ∈ C∗(X) که است بدیهͬ ،h = g١٢

g١٢+g٢٢ ͬ دهیم قرارم
C − Embeded١

C∗ − Embeded٢



٧ ∗C‐نشانده و C‐نشانده فضاهای زیر .١ . ٢

مجزا کاملا́ مجموعه های که ͬ شود م نتیجه ،١ . ٢ . ٣ قضیه ی اول قسمت از .۴ . ١ . ٢ نتیجه

هستند. مجزا صفر‐مجموعه ای ͬ های ͽهمسای دارای

هستند. مجزا مجزا،کاملا́ مجموعه ی صفر دو هر .۵ . ١ . ٢ نتیجه

‐نشانده C∗ ، X در X ازفضای S فضای زیر ٣ یوریسون: توسیع قضیه ی .۶ . ١ . ٢ قضیه

باشند. مجزا کاملا́ نیز X در ،S در مجزا کاملا́ مجموعه ی هردو اگر وتنها اگر است

شود. مراجعه [٩] مرجع ١٨ صفحه ی به برهان.

صفر‐ هر با اگر تنها و اگر است C‐نشانده ∗C‐نشانده، زیرمجموعه ی ͷی .١ . ٢ . ٧ قضیه

باشد. مجزا کاملا́ خود، با مجزا مجموعه ی

فرض همچنین باشد. ∗C‐نشانده ͷی ،X در S زیرمجموعه ی که کنیم فرض برهان.

و Z(h) که ͬ دهیم م نشان و باشد مجزا S با که است صفر‐مجموعه ای Z(h) که ͬ کنیم م

هستند. مجزا کاملا́ S

مجزا Z(h) و S چون ͬ کنیم. م تعریف f(S) = ١
h(S)

ضابطه ی با را f : S → R تابع

gh تابع .g|S = f که است موجود g ∈ C(X) ، فرض به بنا است. پیوسته تابع این هستند،

Z(h) درنتیجه ،gh(S) = {١} و gh(Z(h)) = {٠} که است واضح و است C(X) به متعلق

هستند. مجزا کاملا́ S و

است، مجزا کاملا́ خود با مجزا صفر‐مجموعه ی هر با S که ͬ کنیم م فرض عکس، به

است واضح باشد، پیوسته تابعͬ f : S → R که گیریم است. نشانده ‐C که ͬ دهیم م نشان

C∗(S) در تابعͬ tan−١of نتیجه در است. C∗(R) در تابعͬ tan−١ : R → (−π
٢ ,

π
٢) که

است. C∗(X) در g مانند توسیعͬ دارای فرض وطبق بود خواهد
Urysohn’s Extension Theorem٣



٨ مقدماتͬ مباحث .١

با که است Z(X) در صفر‐مجموعه ای ،Z = {x ∈ X : |g(x)| ≥ π
٢} مجموعه ی

مانند پیوسته تابعͬ نتیجه در هستند. مجزا کاملا́ Z و S ، فرض بنابه است. مجزا X

.h(S) = {١}, h(Z) = {٠} که است موجود h : X → [٠,١]

ͬ باشد. م X روی f توسیع است، پیوسته تابعͬ که tano(gh) ͬ دهیم م نشان حال

∀t ∈ S, tano(gh)(t) = tan(g(t).h(t)) = tan(g(t)) = tan(tan−١of(t)) = f(t)

ͷی آن در E بسته ی مجموعه ی هر آنگاه باشد، ͷمتری فضای ͷی (X, d) اگر .١ . ٢ . ٨ نتیجه

است. صفر‐مجموعه

تابع باشد. آن بسته ی زیرمجموعه ی E و ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض برهان.

ͬ گیریم، م نظر در f(x) = d(x,E) = inf{d(x, a) : a ∈ E} ضابطه ی با را f : X → R

بنابراین، و f ∈ C(X) یعنͬ ؛ است پیوسته f به وضوح

x ∈ Z(f) ⇔ f(x) = ٠ ⇔ d(x,E) = ٠ ⇔ x ∈ Ē = E

است. ∗C‐نشانده ͷمتری فضای ͷی در بسته مجموعه ی هر .١ . ٢ . ٩ نتیجه

Fو E های مجموعه و ،X ͷمتری فضای در بسته مجموعه ی ͷی S که کنیم فرض برهان.

بسته نیز X در ، S بودن بسته وبدلیل اند بسته S در clSF و clSE باشند. مجزا کاملا́ S در

.clSF
∩
clSE = ∅ بنابراین هستند مجزا کاملا F و E چون اند.

بنا هستند. صفر‐مجموعه دو clSF و clSE ، است ͷمتری فضای ͷی X چون حال

هستند مجزا کاملا́ X در F و E درنتیجه باشند. مͬ مجزا کاملا́ X در ،۵ . ١ . ٢ نتیجه ی به

است. تمام اثبات ،۶ . ١ . ٢ قضیه ی به وبنا



٩ ∗C‐نشانده و C‐نشانده فضاهای زیر .١ . ٢

است. C‐نشانده ، R در بسته مجموعه ی هر .١ . ٢ . ١٠ نتیجه

‐C ،S مجموعه ی ،١ . ٢ . ٩ نتیجه ی به بنا باشد. بسته R در S مجموعه ی گیریم برهان.

گزاره ی به بنا باشد. S با مجزا ‐مجموعه ی صفر ͷی Z که کنیم فرض حال است. نشانده

هستند مجزا صفر‐مجموعه ی دو F و Z نتیجه در است. صفر‐مجموعه ͷی S،١ . ٢ . ٨

C‐نشانده ،R در S ،١ . ٢ . ٧ قضیه ی بنابه حال ͬ باشند. م مجزا کاملا̆ ،۵ . ١ . ٢ نتیجه ی به وبنا

است.

تابعͬ اگر باشد. X توپولوژی فضای از زیرمجموعه ای S که کنیم فرض .١ . ٢ . ١١ قضیه

کند، تصویر R از بسته زیرمجموعه ای به وار همریخت را S که شود یافت h ∈ C(X) مانند

بود. خواهد C‐نشانده ،X در S آنگاه

S به H = h(S) از پوشا تابعͬ θ که است واضح ،θ = (h|S)−١ دهیم مͬ قرار برهان.

آنگاه باشد، پیوسته تابعͬ f : S → R اگر حال (θ ◦H) = t داریم t ∈ S هر برای و است

باشد. مͬ C‐نشانده ،١ . ٢ . ١٠ نتیجه ی به بنا است بسته R در H چون .(f ◦ θ) ∈ C(H)

(g ◦ h)|S = f و است C(X) در تابعͬ g ◦ h باشد. f ◦ θ توسیع g ∈ C(R) که کنیم فرض

زیرا،

∀t ∈ S , (g ◦ h)(t) = g(h(t)) = (f ◦ θ)(h(t)) = f((θ ◦ h)(t)) = f(t)

.

باشد، بی کران E روی h تابع که باشد موجود h ∈ C(X) و E ⊆ X هرگاه .١ . ٢ . ١٢ نتیجه

است. نشانده ‐C ͷی X در نسخه آن که است N از نسخه ای شامل E آنگاه

،h(x١) = r١ کنیم فرض |h(x١)| ≥ ١ که است موجود x١ ∈ E عنصر ،i ∈ N برای برهان.

فرض استقرا با ،h(x٢) = r٢ گیریم ،|h(x١)| ≥ r١ که دارد وجود x٢ ∈ E عنصر هم باز

|h(xn+١)| > rn که دارد وجود xn+١ ∈ E صورت این در h(xn) = rn کنیم



١٠ مقدماتͬ مباحث .١

h(xn+١) = rn+١, . . . ͬ دهیم م قرار

S در باز {x١} و h−١(−∞, r٢)
∩
S = {x١} و S = {x١, x٢, . . . , xn, . . .} ͬ دهیم م قرار

. . . و h(r١, r٣)
∩
S = {x٢} و X در باز h−١(−∞, r٢) و

تصویر N به وار همریخت C(X) عناصر از ͬͺی توسط S و است بسته R در N چون

است. نشانده ‐C ͷی ١ . ٢ . ١١ ی قضیه به بنا S پس ͬ شود، م

ایدال ها ‐z و z‐پالایه ها ١ . ٣

ͬ گوییم، م X روی z‐پالایه ͷی را F مانند Z(X) از ناتهͬ زیرمجموعه ͷی .١ . ٣ . ١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط هرگاه

ϕ ̸∈ F (١)

باشد. F به متعلق نیر Z١ ∩ Z٢ آن گاه باشند، F در Z٢ و Z١ اگر (٢)

.Z ′ ∈ F آن گاه ،Z ⊆ Z ′ به طوری که Z ′ ∈ Z(X) و Z ∈ F اگر (٣)

z‐پالایه تمام بین هرگاه ͬ نامیم م X روی پالایه z‐ابر ͷی را F پالایه ‐z .١ . ٣ . ٢ تعریف

باشد. ماکسیمال ،X های

تمام Z(f) صفر‐مجموعه ی اگر باشد. C(X) ایدال ͷی M کنیم (١)فرض .١ . ٣ . ٣ قضیه

.f ∈M آن گاه کند قطع را Z[M ] عناصر

را F عناصر تمام Z٠ صفر‐مجموعه ی باشد.اگر پالایه z‐ابر ͷی ،F کنیم (٢)فرض

.Z٠ ∈ F آن گاه کند، قطع

کنید. مرجعه [٩] مرجع (٢ − ۶) قضیه ی به برهان.



١١ ایدال ها ‐Z و Z‐پالایه ها .١ . ٣

هر ازای به هرگاه ͬ گوییم، م اول ایدآل را R حلقه ی از I سره ی ایدآل .۴ . ١ . ٣ تعریف

از B و A دوایدآل هر ازای به دیͽر، عبارت به ،b ∈ I یا a ∈ I آنگاه ab ∈ I اگر ،a, b ∈ R

.B ⊆ I یا A ⊆ I آنگاه AB ⊆ I اگر ، R

که کند ایجاب Z(f) ∈ Z[I] هرگاه گوییم ایدآل ‐z را C(X) در I ایدآل .۵ . ١ . ٣ تعریف

f ∈ I

است. اول خود اول، ایدآل ͷی شامل z‐ایدآل هر کندکه مͬ بیان زیر قضیه ی

معادلند. هم با زیر گزاره های C(X) در z‐ایدآل هر برای .۶ . ١ . ٣ قضیه

است. اول I (١

است. اول ایدآلͬ شامل I (٢

.g ∈ I یا f ∈ I آنگاه fg = ٠ باشیم داشته و باشند C(X) به متعلق g, f اگر (٣

علامت تغییر Z(f) روی h به طوری که است موجود f ∈ I تابع ،h ∈ C(X) هر برای (۴

است). نامثبت یا و ندهد(نامنفͬ

. است بدیهͬ (٢) ⇐ (١) برهان.

f ∈ P ⊆ I نتیجه در و fg = ٠ ∈ P آنگاه P ⊆ I و باشد اول ایدآلͬ P اگر (٣) ⇐ (٢)

.g ∈ I یا f ∈ I بنابراین g ∈ P ⊆ I یا

(٣) بنابه (h+ |h|)(h−|h|) = ٠ داریم، h ∈ C(X) هر برای که ͬ کنیم م توجه (۴) ⇐ (٣)

Z(h)+ |h|) روی h که است واضح قراردارد. I در h−|h| و h+ |h| تابع دو از ͬͺی حداقل

است. نامنفͬ Z(h− |h|) روی و نامثبت

در f, g تابع دو از ͬͺی حداقل که دهیم نشان باید .fg ∈ I کنیم فرض (١) ⇐ (۴)

که است موجود h ∈ I تابع ،(۴) به بنا ͬ گیریم م نظر در را |f | − |g| قراردارد. تابع I

نامنفͬ Z(h) روی |f | − |g| اگر است. نامثبت آن روی یا و نامنفͬ Z(h) روی |f | − |g|



١٢ مقدماتͬ مباحث .١

بنابراین و است Z(f)∩Z(h) شامل Z(g) نتیجه در g((Z(f)∩Z(h)) = {٠} آنگاه باشد،

اینکه، به توجه با اما .Z(h)∩((Z(f)
∩
Z(h)) ⊆ Z(g) نوشت، ͬ توان م

Z(f٢g٢ + h٢) = Z(h)
∩

(Z(f) ∪ Z(g))

که ͬ کند م ایجاب I بودن z‐ایدآل حال .Z(g) ∈ Z[I] درنتیجه f٢g٢ + h٢ ∈ I چون و

f ∈ I داریم، مشابه روش به باشد، نامثبت Z(h) روی |f | − |g| که صورتͬ در .g ∈ I

فشرده وموضعاً فشرده فضاهای ۴ . ١

ͷی دارای ،X باز پوشش هر هرگاه ͬ گوییم، م فشرده را X توپولوژی فضای .١ . ۴ . ١ تعریف

زیرمجموعه های از خانواده هر اشتراک هرگاه ، معادل طور به یا باشد، متناهͬ زیرپوشش

باشد. ناتهͬ متناهͬ، اشتراک خاصیت با X بسته

است. فشرده فشرده، فضای ͷی در بسته مجموعه ی هر .٢ . ۴ . ١ قضیه

نظر در A برای را C باز پوشش ͬ گیریم. م بسته X در را A ⊆ X و فشرده را X فضای برهان.

C
∪
{X\A} صورت این در ͬ کنیم. م اضافه پوشش این به را X\A باز ومجموعه ی ͬ گیریم م

آنجا از .X = (X\A)
∪
A = (X\A)

∪
(
∪
G∈C G) واقع، در است؛ X برای باز پوشش ͷی

{G١, G٢, ..., Gn} مثلا متناهͬ، زیرپوشش ͷی دارای C
∪
{X\A} پس است، فشرده X که

متعلق که صورتͬ برداریم(در پوشش این از X\Aرا اگر .X =
∪n

i=١Gi یعنͬ Xاست؛ برای

ͬ پوشانند؛ م را A مجموعه ی هستند C عناصر از که مابقͬ باشد)،آن گاه پوشش زیر این به

است. فشرده A بنابراین و است A برای متناهͬ زیرپوشش ͷی دارای C یعنͬ،

در A ⊆ X و پیوسته تابع ͷی f : X → Y توپولوژی، فضای دو Y و X اگر .٣ . ۴ . ١ قضیه

است. فشرده Y در نیز f(A) آنگاه باشد، فشرده X



١٣ فشرده وموضعاً فشرده فضاهای .۴ . ١

پس ͬ گیریم، م نظر در f(A) برای Y در باز پوشش ͷی را C = {Hα : α ∈ S} برهان.

و است باز X در f−١(Hα) ،α ∈ S هر برای است، پیوسته f چون .f(A) ⊆ ∪α∈SHα

رو این از .f(x) ∈ Hα که دارد وجود α ∈ S نتیجه در و f(x) ∈ f(A) آنگاه ،x ∈ A اگر

باز پوشش ͷی {f−١(Hα) : α ∈ S} یعنͬ، A؛ ⊆ ∪α∈Sf−١(Hα) بنابراین و x ∈ f−١(Hα)

است، A برای متناهͬ زیرپوشش ͷی دارای پوشش این است، فشرده A چون است. A برای

f(A) ⊆ ∪ni=١Hαi
که ͬ شود م نتیجه سادگͬ به اکنون .A ⊆ ∪ni=١f

−١(Hα) کنیم فرض مثلا́

یعنͬ، باشد؛ مͬ f(A) برای C از متناهͬ زیرپوشش ͷی {Hαi
: i = ١,٢. . . . , n} بنابراین و

است. فشرده f(A)

کراندار f آنگاه باشد، پیوسته تابعͬ f : X → R و فشرده فضایی X اگر .۴ . ۴ . ١ گزاره

است.

f(X).لذا ⊆ ∪n∈N(−n, n) نوشت نوان مͬ ،f(X) ⊆ R که آنجا از برهان.

X ⊆ f−١(f(X)) ⊆ f−١(∪n∈N(−n, n)) = ∪n∈Nf−١(−n, n)

آنجا از بوده، X باز پوشش ͷی {f−١(−n, n)}n∈N خانواده ی ،f تابع پیوستگͬ به توجه با

بنابراین دارد. {f−١(−n, n)}kn=١ مانند متناهͬ، پوشش زیر ͷی است، فشرده X که

X = ∪kn=١f
−١(−n, n) = f−١(∪kn=١(−n, n)) = f−١(−k, k)

است. کراندار f پس ،f(X) ⊆ (−k, k) نتیجه در و

به باشد. کراندار ،C(X) در تابع هر هرگاه گوییم شبه فشرده را X فضای .۵ . ۴ . ١ تعریف

C(X) = C∗(X) باشیم داشته هرگاه دیͽر عبارت

است. فشرده شبه فشرده، فضای هر .۶ . ۴ . ١ لم


