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�

t /�0�� ��^< �X+�� � \h�	 b?&'/ � @ '�A0? )/#�< /_< ������ �G�!� @ g �7� uU�����V'��37 )nv H8MH8H8 (��KA
�*�� g �� � \h�	 %��&b?&'/ � 
�� N��# 
� ���� ����

�«�� �*�# �� .? � D���&�� 6 ��0 rad g �< )/#�< g � \h�	 %��&b?&'/ � 
�� N��# 
� �� %� \h�	 b?&'/ � H88H8H8 C��DE
�D���0&�� g

/#�< � � �7W � �� %���� g '�7�� D� �7 k�*�� �� g /�0�� ������ /_< �� �G�!� @ H89H8H8 C��DE
/#�!0 � �R<�� ��

� ����	 ����	�� ��	���
� ���������
� ��
����
k ������

m



�/#�!0 �� /< ��> '�� b?&'/ � N��# ��
�rad g = � )��_ �/#�< 
�#�/0 �^$ ��> � \h�	 b?&'/ � '�7�� D���0&�� ��*��^�©â �� g /_< ������ �G�!� H82H8H8C��DE
adX adY '�A0? )/�#�< g �� �g- �� Y �X �7� �/#�<C%�� /_< ������ �G�!� @ g /��� M�5 H8<H8H8 C��DE

D���&�� ���9 �*�� �����_� .? �S� �\G � *�� g 
< g �� �(1 N /!H @ 

B(X,Y ) = Tr(adX adY )

�D���0&�� g �ãä�å!��?@ �� B �*�� g %�� .��C�� �(1�� 2�5 @ B *�� qL��
��E ��� @ )V �� g �� �ÙÚ�k` @ �/#�< �G�!� @ g � K %�� %����< %�g5 @ V /��� M�5 H8JH8H8 C��DE

/�0�� )�G %���!� ��
π : g → EndKV

�� *�� P��!- *�� r��$ π %��< 
� �( ��# �� �*��
� *�� �(1 K )π ��

/��&�� r/$ � � %��8H �� ��

π([X,Y ]) = π(X)π(Y )− π(Y )π(X).

�9�+G� 6 ��0 '�A0? V = g D��� M�5 �7� H8=H8H8 B�I�

ad : g → EndKg

D ��� M�5 B � �< )/ ��A< �F0 �� ��
ad(kX) = k ad(X)

�
ad([X,Y ])(Z) = [[X,Y ], Z]

� �*�� g �� g �� 6 ��0 @ ad : g → EndKg �\G

� ����������
� ������� ��	�
� ���	����������

n



5,�6� ("�� 7 
 
����� 
���4�� ������ 9H8
�/#�< V `��E� %����< %�g5 �� h �� 6 ��0 @ π � C %�� /_< ������ �G�!� @ h /��� M�5 H8H9H8 C��DE

D��� i �_H � /#�< h∗ .�7�� �� %�g- α �7�

Vα = {v ∈ V |∀H ∈ h, ∃n, n = n(H, v), (π(H)− α(H)�)nv = �} U���V

'�A0?
�D���0&�� � 01æ�$�©çèÍ#�*^<�(��éê �� Vα )Vα �= � �7� ��

�D���0&�� �<�( �� α ��
�D���0&�� � 01æ�$�©çèÍ#�*^<�(�4#�*) �� Vα %�g-� ��

%���g5 '�A0? �/#�< .��H&y�4 �G�!� � � @ h � C %�� /_< ������ �G�!� g �7� uU��m�V'��37 )nv H9H9H8 (��KA
/���&�� r/$ � � ` ��# �� adg : h → EndC(h) 6 ��0 
< *!80 g 
�5� D��_H ���&.��


� )g =
⊕

gα ��

gα = {X ∈ g|∀H ∈ h, ∃n, n = n(H,X), (adH − α(H)�)nX = �},

�h ⊆ g� ��
�h = g� �7� D���0&�� k<�#�o�´ÔÛ� �� g /_< ������ `��E� �G�!� @ �� h .��H&y�4 �G�!� � � H2H9H8 C��DE

`��E� �G�!� H<H9H8 B�I�

g = sl(n,C) = {X ∈ gl(n,C) |TrX = �}

/��� M�5 �/ ��A< �F0 �� ��
h = g%�(9 %��&T �H�� 2��H.

%�g5 �� %�X�- �� ej � /�#�< �^$ �$��- 
�C< � � .? 2�c (i, j) 
 ?�� 
� D���&�� �5�_� T �H�� �� Eij T �H��

� ����	�����
 ���� � �����
� !��� �
� ����	�����
 ���� � �����	�
k ��	��� ��������	�

j



/��&�� N�- � � J�H�H 
< 
� D���&�� �5�_� h∗ .�7��

ej

⎛
⎜⎜⎜⎝

h�
� � �

hn

⎞
⎟⎟⎟⎠ = hj

D ��� H ∈ h �� %��<
(adH)Eij = [H,Eij ] = (ei(H)− ej(H))Eij.

D ��� J�H�H B � 
<
g = h⊕

⊕
i �=j

gei−ej

�R� � 
�
gei−ej = {X ∈ g | ∀H ∈ h, (adH)X = (ei − ej)(H)X}

� �*�� .�H��� �!� � � .��� h �R� �
�^$��> 
�5� D��_H %��&.�� �/#�< , g .�H��� �!� � � h � '��� D�0 `��E� �G�!� @ g /��� M�5 HJH9H8 C��DE
6 ��0 Δ = Δ(g, h) �< �� ��&
� � 
�� 
-��R� �/0�#&�� '/���0 h 
< *!80 g ��4^0¶Ú# )gα �= � ��0? %��� 
< 
� α

�D���&��
� �/��8� sl(n,C) �G�!� %��&
� � )i �= j %��< ��c (ei − ej) Uk����V b�l� �� H=H9H8 B�I�

uU���j�V'��37 )nv H>H9H8 (��KA
�B(gα, gβ) = � '�A0? )α+ β �= � � /�#�< Δ ∪ {�} �� %�g- β � α �7� ��

�*�� '�!H�0 gα × g−α %�� B '�A0? /#�< Δ ∪ {�} �� %�g- α �7� ��
�*�� Δ �� %�g- 3�0 −α '�A0? /#�< Δ �� %�g- α �7� ��

α(H) = �� 
� ��#&�� '��� *!80 h �� ��^< �X+�� Hα @ )α 
� � �� 
< 
� ��_� B � 
< z*�� '�!H�0 B|h×h �k
�/ ?&�� *�/< H ∈ h �� %��< B(H,Hα)

�/��&�� /�G�H �� h∗ )Δ �m

D ��� h× h %�� uU���k�V
R��0 )nv HLH9H8 �N �


B(H,H
′
) =

∑
α(H)α(H

′
).

� �����

o



�� � �g-� % 
�� 
-��R� �βmn�ë�01ª#α �/#�< Δ ∪ {�} �� %�g- β � Δ �g- α /��� M�5 H?H9H8 C��DE
�n ∈ Z .? �� � /��8� β + nα 2�5 
< 
� *�� Δ ∪ {�}

��#&�� �5�_� � � P��$ 
< 
� *�� ����� h∗ %�� 〈., .〉 ��1�� t�L H8MH9H8 C��DE

〈α, β〉 = B(Hα, Hβ) = α(Hβ) = β(Hα), α, β ∈ h∗.

�/#�< Δ ∪ {�} �� %�g- β � Δ �g- α /��� M�5 uU�����V'��37 )nv H88H9H8 (��KA
'�I_< �*�� s�"# .�/< q � �, p � � �< −p � n � q %��< )β + nα 2�5 
< )β N��# 
�#� α

p− q =
�〈β, α〉
〈α, α〉

�
�〈β, α〉
〈α, α〉 ∈ Z.

U*�� h �C�C	 2�5 h�V h∗� × h∗� %�� 〈., .〉 ��1�� t�L 
< 
�8<�� 2�0 K<�� | . |� /��� M�5 H89H9H8 C��DE
D���&�� i �_H ��1�� t�L 
< *!80 �/ ��A< �F0 �� 
� � @ �� α �/#�<

sα : h∗� −→ h∗�

sα(ϕ) = ϕ− �〈ϕ, α〉
|α|� α , ϕ ∈ h∗

*�� � � {��1 %���� 
� /� �7 ���0¶Ú#%�� ì¥� sα(ϕ) 
<
�*�� /��_�� N /!H sα ��

, sα|Rα = −I ��
α⊥ = {ϕ ∈ h∗�|〈ϕ, α〉 = �} .? �� 
� sα|α⊥ = I ��

.sα(Δ) ⊆ Δ ��_ ���A0&�� =��1 
< �� Δ �g- �� sα %� 
� � Y�"_0� u U��k��V'��37 )nv H82H9H8 (��KA
�< Δ ������ &
-��R� � |.|� 2�0 K<�� � 〈., .〉 ��1�� t�L �< )V /_< ������ �C�C	 %����< %�g5 H8<H9H8 C��DE

/ ��A< �F0 �� �� /�� �� r/$ � � ` ��# �� 
� V �� �^$ ��> �$��-
���# /�G�H Δ `��H V ��

����A0&�� Δ 
< �� Δ , α ∈ Δ %��< sα(ϕ) = ϕ− �〈β,α〉
|α|� α %� 
� � Y�"_0� ��

� α ��	��� ���������� β

� 	��� 	���������

�



�*�� q�+$ %�/- Δ �� β � α �� %��< �〈β,α〉
|α|� ��

�/� �7 � *?íJ��0¶Ú#�ÀÁ·î @ �� |�< ` ��# �< (V,Δ) U}V

� �α /∈ Δ 
� /�� t�R � α ∈ Δ '�7�� D� �7 � 01æ�$mïÞÌÍ �� ��R� %� 
� � D�8�� @ U~V
�/� �7 
�5� N��CH �� α '�A0? /#�!0 
� � ��α �G� /#�< 
� � α �7� U�V


< *!80 Δ′′ � Δ′ 
� Δ = Δ′ ∪Δ′′ *#�0 .���< �7� /� �7 �ÛÝ[Þ$�ðÖ �� Δ ��R� %�&
� � D�8�� H8JH9H8 C��DE
�/� �7 kÛÝñ�pÞ$�ðÖ �� .? P��$ B � ��> �� �/��8� /��_�� � 3 ���� D�

�/#�< V ��1�� t�L %�g5 �� ��R� %� 
� � D�8�� @ Δ /��� M�5 uU��ko�V'��37 )nv H8=H9H8 (��KA
�*�� Δ �� %�g- D� −α '�A0? /#�< Δ �� %�g- α �7� ��

� �� /0� P��!- /��8� Δ ∪ {�} �� %�g- 
� α �� �<��g� ���H '�A0? /#�< 
�5� N��CH � Δ �� %�g- α �7� ��
�/#�< Δ ∪ {�} �� %�g- /0��H ��0 ±�α '�A0? /#�< 
�5� N��CH Δ �7� 
� /��� 
��H .± �α � ±α � 

'�A0? /#�< Δ ∪ {�} �� %�g- β � Δ �� %�g- α �7� ��
�〈β, α〉
|α|� = �,±�,±�,±�, � ± �

�β = ±�α � /#�!0 
�5� N��CH Δ 
� /�� �� �� �0��� `C5 ±� �
'�A0? )|α| � |β| 
� %��e /��8�0 D� �� �<�g� 
� /�#�< Δ %�g-� β, α �7� �k

�〈β, α〉
|α|� = �, � ,−�

�< Δ %�g-� β, α �7� �*�� Δ ∪ {�} �� %�g- α − β '�A0? /�#�< 〈α, β〉 > � �< Δ %�g-� β, α �7� �m
�*�� Δ ∪ {�} �� %�g- α+ β '�A0? /�#�< 〈α, β〉 < �

.〈α, β〉 = � '�A0? /�#�!0 �^$ � 
� � α− β � α+ β �� @ ��� �G� /�#�< Δ %�g-� β, α �7� �n
%��< ) β + nα 2�5 
<) β N��# % 
�#� α P��X� � �� /#�< Δ ∪ {�} �� %�g- β � Δ �� %�g- α �7� �j

����� 
� � � �l��/	 q � � � p � � �< −p � n � q

*!l� �� ϕ �X�- �D ��7&�� �F0 �� *<�S �� V /_< ������ %����< %�g5 �� ϕm, ..., ϕ� %��/G�� H8>H9H8 C��DE
�〈ϕ,ϕk〉 > � � 〈ϕ,ϕi〉 = � D�#�< 
�#�� � ≤ i ≤ k − � %��< 
� %��e /#�< ����� %�c k T /0� �7� D� �7

� ����	��� 	��� ������
� 	�
���

� 	�
������
k �		�
������

�p



�� *�� P��!- .��< *!l� %��&�7W � �ϕ > � D�8 �0&�� /#�< *!l� %�X�- ϕ �7�
)/#�< *!l� ϕ � −ϕ �� �" �C�9� ϕ ∈ V �^$ ��> �X�- �� %��< ��

�/#�< *!l� 3�0 *!l� �X�- @ �� *!l� t�g� � *!l� )*!l� �X�- �� K�� ��
�7� D� �7 �*�� �� α 
� � �/#�< wE�� V %��< J�H�H � .��< *!l� 2��^� /��� M�5 H8LH9H8 C��DE

/#�< *!l� α ��
�/��8� *!l� �� �� β� � β� .? �� 
� *#�0 α = β� + β� Z��R� P��$ 
< �� α .���0 ��

�(1 NC�8� 
� /0��� ���� αl, . . . , α� '��� 
� � �H l '�A0? dimV = l �7� uU��k��V'��37 )nv H8?H9H8 (��KA
� q�+$ � ��C� �� xi 2��H P��$ B � �� ��# 
�#�0 β = x�α� + . . . + xlαl P��$ 
< β 
� � �7� �/��8�

���< /����1 *�I-&D�
P��$ 
< .��H&�� �� α *!l� 
� � �� H9MH9H8 C��DE

α =

l∑
i=�

niαi

q�+$ ��/C� �*�� *!l� q�+$ �/- ni 
� *#�0
l∑

i=�
ni

�/���0&�� α �òóô ��
�〈α, β〉 � � B � �<��< �*8�0 
� � α− β '�A0? )/�#�< P��^�� '��� 
� � �� β � α �7� H98H9H8 7%

α − β �7� �α = (α − β) + β *#�0 .��H&�� '�A0? /#�< *!l� α − β �7� �/#�< 
� � α − β D��� M�5 � 
�!�
�� Z��R� P��$ 
< �� β � α D��80��H 
� ��#&�� '/���� P��$ �� �� �� �β = (β − α) + α D ��� /#�< �^��

�〈α, β〉 ≤ � D ��� U�n����V '��37 �� � /#�< 
� � /0��H&��0 α− β �\G �*�� �9��H 
� D�8 ��< *!l� 
� �

� �����

��
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���4�� 
�0��: � 
����;


��E��� P��E�� 8H9
�/#�< 
�5� N��CH Δ 
� D���&�� M�5 � D ��7&�� �F0 �� *<�S �� Δ /�0�� ��R� %�&
� � D�8�� @ 6E< B � ��
%��&
� � 
-��R� �� Π � D���&�� M�5 *<�S 3�0 �� �����0 &6�4 &6E< �� .��< *!l� 2��^� �� N$�	 J�H�H B��[��

_G�(� �� ��&T �H�� B � %��&�7W � � D���&�� *!80 �.�H��� T �H��� @ Π D�8�� 
< �D ��7&�� �F0 �� '���
��&T �H�� B � �< .��� ��� ����� �� ��&�7W � B � 
� ��< /���1 �_<�� T �H�� ���R� .�H��� T �H��� @ �D���&��

���# '��� *!80 ���R� B�"� � �����0� .���- �< '/# 
�1��# s��7 @ T �H�� �� 
< 
� ��#&�� �H&.��? �0���
'��� %��&
� � ��/_H 
� D ��� �e�E< �D���&�� 6 ��0 Π = {α�, . . . , αl} �< �� '��� %�� 
� � 
�� 
-��R�

�*�� ��1�� t�L %�g5 /_< �< �<��< �l��/	

/ ��A< �F0 �� � � P��$ 
< �� A ) l × l T �H�� H8H8H9 C��DE

A = (Aij) , Aij =
�〈αi, αj〉
|αi|�

�/���0&�� Π � Δ � <�#�oõÚö�» �� A T �H�� �/��8� '��� %��&
� � �� αi .? �� 
�

*�� � � {��1 %���� Π '��� %��&
� � 
-��R� 
< 
�8<�� Δ A = (Aij) .�H��� T �H�� H9H8H9 (��KA

�*�� Z �� %�g- Aij , j � i �� %��< ��
�Aii = � , i �� %��< ��

�Aij � � , i �= j �� %��< ��
�Aji = � �7� ���H � �7� Aij = � �k

� ��	��� ���	�"

��



�*�� .��C�� B�_� *!l� DAD−� 
� %��e ���� ���� *!l� %�(9 �$��- �< D %�(9 T �H�� @ �m

�*�� q�+$ %��/C� Aij =
�〈αi,αj〉
|αi|� /# 
R��0 U������V '��37 �� �� � 
�!�

��

Aii =
�〈αi, αi〉
|αi|� =

�|αi|�
|αi|� = �

U�n����V '��37 �<��< �\G *8�0 
� � U������ V �<��< αi − αj � /��8� 3 ���� '��� 
� � �� αj � αi .�� ��
B �<��< 〈αi, αj〉 � � D ��� UmV *�89

Aij =
�〈αi,αj〉
|αi|� � �

D ��� ��1�� t�L .��< .��C�� �� � 〈αi, αj〉 = � D ��� Aij = � �� �k
�〈αj ,αi〉
|αj |� = �

�Aji = � �\G
/��� ���9 �m

D = diag(|α�|, . . . , |αl|)

%��< DAD−� = (DAD−�)ij T �H��

D−� = diag(|α�|−�, . . . , |αl|−�)


/ ?&�� *�/< � � P��$ 
<

(DAD−�)ij =
l∑

k=�
(DA)ikD

−�
kj

= (DA)ij |αj |−�

=
l∑

n=�
DinAnj |αj |−�

= DiiAij |αj |−�

= |αi|Aij |αj |−�

= |αi|�〈αi, αj〉
|αi|� |αj |−�

��


