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چ΋یده

دلیل به که است ͳ΋شارکوفس قضیه�ی ی�Έبعدی ͳ΋دینامی سیستم�های در نتایج جالب�ترین از ͳ΋ی

قضیه این است. برخوردار ͳ΋دینامی سیستم�های در ͳخاص اهمیت از قوی، نتایج و ساده مفروضات

دوره�ی از تناوبی نقطه�ی Έی دارای که باشد، پیوسته نگاشت Έی f : I → I اگر که م�ͳکند بیان

در k ◃ n که م�ͳباشد نیز n تناوب دوره�ی با تناوبی نقطه�ی Έی دارای f آنگاه است، k تناوب

است. ͳ΋شارکوفس ترتیب

روی قضیه این از ͳتعمیم سپس و م�ͳشود اثبات و بیان ͳ΋شارکوفس قضیه�ی دقیق صورت اینجا در

برقرار M-نگاشت�ها روی قضیه این ح΋م که م�ͳشود داده نشان و م�ͳشود ͳبررس M-نگاشت�ها

بیشتر تشریح برای باشد. داشته مدار طول در استثناء دو است مم΋ن حداکثر که تفاوت این با است

ثابت را k ∈ N هر برای k-مدارها تمام وجود M-نگاشت Έی از ٣-مدار مثلا̈ موضوع، این

نداشته را ۶-مدار و ۴-مدار است مم΋ن ͳیعن م�ͳباشد. k ∈ {۴,۶} برای مم΋ن استثنای م�ͳکند.

باشد.

مرتب فضای چندمقداری، نسخه�ی ،ͳ΋شارکوفس ترتیب ،ͳ΋شارکوفس قضیه�ی واژ�ه�ها: کلید

M-نگاشت تناوبی، مدار ،ͳخط شده�ی
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١ فصل

ͳ΋شارکوفس قضیه�ی



مقدمه ١.١

چندمقداری نگاشت�های برای ͳ΋شارکوفس قضیه�ی محدودیت�های کردن پیدا اینجا در ͳهدفاصل
م�ͳباشد. پیوسته ،ͳخط فضای Έی روی

بنا مثبت صحیح اعداد از زیر ترتیب گرفتن نظر در با [۴] ͳ΋شارکوفس قضیه�ی استاندارد صورت
است. شده

٣◃ ۵◃ ٧◃ · · ·◃ ٢ · ٣◃ ٢ · ۵◃ · · ·◃ ٢٢ · ٣◃ ٢٢ · ۵◃ · · ·◃ (١.١)

٢n · ٣◃ ٢n · ۵◃ · · ·◃ ٢n+١ · ۵◃ · · ·◃ ٢n ◃ ٢n−١ ◃ · · ·◃ ٢٢ ◃ ٢◃ ١

است. ͳ΋شارکوفس ترتیب در n از کمتر m گوئیم m◃ n هرگاه که
م�ͳشود: بیان چنین ͳ΋شارکوفس قضیه�ی

داشته را n ◃ k که n تناوب دوره�ی از تناوبی نقطه�ی Έی f : R → R پیوسته�ی تابع Έی اگر
Έی k ∈ N هر برای n = ٣ برای بنابراین دارد. نیز k تناوب دوره�ی از نقطه�ای حتماً آنگاه باشد،
شرح کامل طور به اینجا در قضیه، این اثبات که [۵] دارد وجود k تناوب دوره�ی از تناوبی نقطه�ی
دیΎر مناسب فضای Έی با م�ͳتوان را قضیه این در بازه Έی یا R فضای اغلب شد. خواهد داده
[٨] م�ͳشود داده نشان نمود. بنا مجموعه اعضای روی جدید ترتیبی است لازم که نمود جایΎزین
Έتوپولوژی فضای Έی با را R م�ͳتوان مثبت صحیح اعداد از ͳ΋شارکوفس ترتیب همان با که
ابعاد در و است ی�Έبعدی کاملا̈ ͳ΋شارکوفس قضیه�ی کرد. جایΎزین همبند شده�ی مرتب ͳخط

.[۶] شود گذاشته نگاشت�ها روی که م�ͳباشد قوی�تری مراتب به مفروضات به نیاز بالاتر
این در ͳ΋شارکوفس قضیه�ی که کرده�ایم بنا را نگاشت�ها از چندمقداری نسخه�ی Έی اینجا در ما
دیΎر هدف باشد. داشته وجود است مم΋ن استثناء� دو حداکثر تنها و [١] است برقرار نگاشت�ها
توابع روی ͳ΋شارکوفس قضیه�ی عکس برقراری عدم یا و برقراری ،ͳبررس پایان�نامه، این در ما

.[٧][٨][٩] م�ͳباشد چندمقداری

Sharkovskii
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کاربردی و مهم قضایای از ͳبرخ ٢.١
ͳ΋شارکوفس قضیه�ی اثبات در کاربردی و مهم قضایای از ͳبرخ اثبات و بیان به قسمت این در

م�ͳپردازیم.

که طوری به fn(x٠) = x٠ اگر ،x٠ ∈ A و تابع Έی f : A −→ A کنید فرض تعریف١.١
n تناوب دوره�ی از تناوبی نقطه�ی Έی x٠ آنگاه k؛ = ١,٢, · · · , n − ١ ازای به fk(x٠) ̸= x٠

م�ͳشود. نامیده ثابت نقطه�ی ،Έی تناوب دوره�ی از تناوبی نقطه�ی Έی م�ͳشود. نامیده

،x٠, f(x٠), · · · , fn−١(x٠) آنگاه باشد f برای n تناوب دوره�ی از تناوبی نقطه�ی Έی x٠ اگر
برای nتناوب دوره�ی از تناوبی مدار Έی {x٠, f(x٠), · · · , fn−١(x٠)} مجموعه�ی و هستند متمایز

م�ͳباشد. f
Έی وجود است. nتناوب دوره�ی دارای f گوییم باشد، داشته nتناوب دوره�ی از نقطه Έی f اگر
با تناوبی نقاط وجود اما است رویت قابل آن نمودار رسم با ͳراحت به تابع Έی برای ثابت نقطه�ی
آن نمودار روی از تشخیص و مشاهده قابل ͳراحت به ،Έکوچ nهای برای ͳحت ،n تناوب دوره�ی

کنید. توجه زیر مثال به نم�ͳباشد.

بΎیرید. نظر در را زیر تابع نمودار

ψ(x) =

 x+ ١
٢ , ٠ ≤ x ≤ ١

٢

٢− ٢x , ١
٢ < x ≤ ١

(٢.١)

١.١ ش΋ل

ψ(٠)٣ = ψ(١٢)٢ = و ψ(٠)٢ = ψ(١٢) = ١ و ψ(٠) = ١
٢ م�ͳکنید ملاحظه که همانطور

نقطه�ی Έی آیا است. ψ برای ٣ تناوب دوره�ی از تناوبی نقطه Έی صفر بنابراین ψ(١) = ٠

٣



Έی تناوبی نقاط تشخیص دیدید که همانطور دارد؟ وجود ψ برای ٧ یا ۵ تناوب دوره�ی از تناوبی
دارد. بیشتری عددی محاسبات به نیاز و است دشواری مراتب به کار آن نمودار روی از تابع

[٢] (ͳمیان مقدار (قضیه ١.١ قضیه

صورت این در f(b) و f(a) بین نقطه�ای c و باشد پیوسته [a, b] روی f ͳحقیق تابع کنید فرض
.f(x٠) = c که دارد وجود x٠ ∈ [a, b] Έی حداقل

لااقل ،f آنگاه باشد [a, b] شامل f برد اگر باشد. پیوسته [a, b] روی f کنید فرض ١.١ گزاره
ͳیعن دارد. [a, b] در ثابت نقطه�ی Έی

∃x٠ ∈ [a, b] s.t f(x٠) = x٠

و f(x١) ≤ a ≤ x١ که دارند وجود x١, x٢ ∈ [a, b] پس است [a, b] شامل f برد چون اثبات:
.f(x٢) ≥ b ≥ x٢

٢.١ ش΋ل

� م�ͳشود. حاصل c = ٠ با ͳمیان مقدار قضیه بردن کار به با نتیجه .g(x) = f(x)− x دهید قرار
که ͳحال در کرد جایΎزین نیز باشد [a, b] مشمول f برد اگر اینکه با را بالا گزاره�ی فرض م�ͳتوان

م�ͳباشد. [a, b] در ثابت نقطه Έی دارای f و م�ͳماند تغییر بدون قضیه ح΋م
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٣.١ ش΋ل

باشد. پیوسته [a, b] روی f ͳحقیق تابع کنید فرض (ͳمیان مقدار قضیه�ی (توسیع ٢.١ قضیه
k = ٠,١,٢, · · · , n−٢ , Ik+١ ⊆ اگر باشند [a, b] از بسته�ای زیربازه�های I٠, I١, · · · , In−١ همچنین
دارد x = x٠ ∈ I٠ جواب Έی حداقل fn(x) = x رابطه�ی آنگاه باشد، I٠ ⊆ f(In−١) و f(Ik)
f تصویر ͳیعن ،Ik+١ ⊆ f(Ik) اینجا در کنید توجه .k = ٠,١, · · · , n − ١ , fk(x٠) ∈ Ik که

است. Ik+١ شامل I روی
را Ij ،f(Ii) م�ͳگوئیم و م�ͳدهیم نمایش Ij ←− Ii یا Ii −→ Ij صورت به را Ij ⊆ f(Ii)

داریم: فوق قضیه�ی در بنابراین م�ͳپوشاند.
I٠ → I١ → I٢ → · · · → In−١ → I٠

م��ͳشود نگاشته In−١, · · · , I١, I٠ بازه�های ͳتمام به x٠ نقطه�ی که است ͳمعن این به ͳهندس لحاظ از
بازم�ͳگردد. خود اولیه�ی جایΎاه به سرانجام و

زیرا f(I∗١) = I٢ که دارد وجود I∗١ ⊆ I١ زیربازه�ای صورت این در I١ −→ I٢ کنید فرض اثبات:
x١ < x٢ فرض با .f(x٢) = d و f(x١) = c که دارند وجود I١ در x٢ و x١ ،I٢ = [c, d] اگر

م�ͳکنیم: تعریف

x∗١ = sup{x ∈ [x١, x٢] : f(x) = c}

x∗٢ = inf{x ∈ [x∗١, x٢] : f(x) = d}

ͳمیان مقدار قضیه به توجه با و I∗١ ⊆ I١ بنابراین .I∗١ = [x∗١, x
∗
٢] م�ͳدهیم قرار اینصورت در و

وجود و f(I∗n−١) = I٠ که دارد وجود چنان I∗n−١ ⊆ In−١ که م�ͳشود نتیجه .f(I∗١) = I٢
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طوری به I∗٠ ⊆ I٠ دارد وجود ترتیب، همین به و f(I∗n−٢) = In−١ که I∗n−٢ ⊆ In−٢ دارد
هر ازای به f(I∗k) = Ik+١ ⊃ I∗k+١ که دارد وجود چنان I∗k ⊆ Ik بنابراین .f(I∗٠) = I١ که
شد، بیان بالا در که آنچه به توجه با حال .f(I∗n−١) = I٠ ⊇ I∗٠ و k = ٠,١, · · · , n − ٢

فوق، گزاره�ی به توجه با بنابراین .fn(I∗٠) ⊃ I∗٠ و k = ٠,١, · · · , n − ٢ هر برای fk(I∗٠) = I∗k

� .fn(x٠) = x٠ و fk(x٠) ∈ Ik که دارد وجود x٠ ∈ I∗٠ ⊂ I٠

از تناوبی مدار Έی دارای و باشد پیوسته f : I → I فرضکنید ([٢] ،٢.٣ (گزاره�ی ٢.١ گزاره
١ ≤ m < n ازاء به ٢m+تناوب١ دوره�ی از تناوبی مدار دارای ͳول باشد ٢n+تناوب١ دوره�ی

م�ͳافتد: اتفاق زیر حالت ٢ از ͳ΋ی صورت این در باشد. xiها وسط x٠ کنید فرض نباشد.

i) x٢n < x٢n−٢ < · · · < x٢ < x٠ < x١ < · · · < x٢n−٣ < x٢n−١

ii) x٢n−١ < x٢n−٣ < · · · < x١ < x٠ < x٢ < · · · < x٢n−٢ < x٢n

داریم: را زیر ش΋ل ،n = ٣ برای مثلا̈

۴.١ ش΋ل

لͳ-یورک قضیه ٣.١
قضیه�ی از خاص حالت Έی قضیه این م�ͳکنیم. اثبات و بیان را لͳ-یورک قضیه�ی اینجا در
دوره�ی از تناوبی نقطه�ی Έی f : I −→ I پیوسته�ی تابع اگر م�ͳدهد نشان که است ͳ΋شارکوفس

Li-Yorke
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است. دارا را م�ͳباشد k ∈ N که ،kتناوب دوره�ی از تناوبی نقاط همه�ی آنگاه، باشد داشته ٣ تناوب

لͳ-یورک) (قضیه ٣.١ قضیه

٣ تناوب دوره�ی از تناوبی نقطه�ی Έی f اگر باشد. پیوسته ͳتابع f : [a, b] → [a, b] کنید فرض
دوره�ی از تناوبی نقطه�ای دارای f ،n مثبت صحیح عدد هر ازای به صورت این در باشد، داشته

است. n تناوب

کلیت به خلل بدون باشد. ٣ تناوب دوره�ی از تناوبی مدار Έی x٠ < x١ < x٢ کنید فرض اثبات:
و Ĩ٠ = [x٠, x١] کنید فرض .f(x٢) = x١ و f(x٠) = x٢ و f(x١) = x٠ کنید فرض مسأله

داریم Ĩ١ = [x١, x٢]

f(Ĩ١) ⊇ Ĩ٠ , f(Ĩ٠) ⊃ Ĩ٠ ∪ Ĩ١

ͳیعن
� Ĩ٠ ⇋ Ĩ١

۵.١ ش΋ل

وجود x∗٠ ∈ Ĩ٠ ،٢.١ قضیه�ی به توجه با .In−١ = Ĩ١ و I٠ = I١ = · · · = In−٢ = Ĩ٠ کنید فرض
.fn−١(x∗٠) ∈ Ĩ١ و k = ٠,١, · · · , n− ٢ ،fk(x∗٠) ∈ Ĩ٠ و fn(x∗٠) = x∗٠ که دارد

باید fn−١(x∗٠) بنابراین نباشد. n تناوب دوره�ی از تناوبی x∗٠, f(x∗٠), · · · , fn−١(x∗٠) کنید فرض
از حال .fn−١(x∗٠) ∈ Ĩ٠ ∩ Ĩ١ = x١ پس باشد. k = ٠,١, · · · , n − ٢ ازای به fk(x∗٠) از ͳ΋ی

م�ͳگیریم f طرفین

x∗٠ = f(fn−١(x∗٠)) = fn(x∗٠) = f(x١) = x٠ (٣.١)

پس x∗٠ = x٠ بنابراین f(x∗٠) = f(x٠) = x٢ /∈ Ĩ٠

� .f(x∗٠) ∈ Ĩ٠ با دارد تناقض این و
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ͳ΋شارکوفس قضیه ۴.١
م�ͳپردازیم. ͳ΋شارکوفس قضیه�ی دقیق اثبات و بیان به حال

باشد. lتناوب دوره�ی از تناوبی نقطه�ای دارای f و باشد پیوسته f : I → I فرضکنید ۴.١ قضیه
دارد. نیز m تناوب دوره�ی از نقطه�ای f آنگاه ،l ◃m اگر

شود: توجه نکته چند به است لازم قضیه این اثبات به پرداختن از قبل

تناوبی نقطه�ی بیشمار دارای f آنگاه نیست ٢ از ͳتوان که باشد تناوبی نقطه�ی دارای f اگر (١
از Έهری آنگاه باشد داشته تناوبی نقطه�ی محدودی تعداد تنها f اگر برعکس بود. خواهد

است. ٢٠ همان نیز Έی که شود توجه دارند. ٢ توان از تناوبی دوره�ی تناوبی، نقاط

نقاط تمام وجود بنابراین است. ͳ΋شارکوفس ترتیب در دوره کوچ΋ترین ٣ تناوب دوره��ی (٢
شد. داده نشان قبل قضیه�ی در که م�ͳدهد نتیجه را دوره�ای هر از تناوبی

نقطه�ای دارای که دارد وجود ͳتابع ͳیعن است. برقرار نیز ͳ΋شارکوفس قضیه�ی عکس (٣
ترتیب در p از کمتر تناوبی دوره�های از تناوبی نقاط دارای ͳول باشد p تناوب دوره�ی از

نباشد. ͳ΋شارکوفس

:ͳ΋شارکوفس قضیه اثبات

هر برای م�ͳدهیم نشان است. ٢m تناوب دوره�ی از نقطه�ای دارای f کنید فرض اول: مرحله�ی
دوره�ی دهیم نشان کافیست اول مرحله�ی اثبات برای م�ͳباشد. نیز ٢l تناوب دوره�ی دارای l < m

از نقطه�ای دارای f آنگاه باشد، m = ١ اگر م�ͳدهد. نتیجه را ٢m−١ تناوب دوره�ی ،٢m تناوب
f برای ٢ تناوب دوره�ی از تناوبی مدار Έی (x١ < x٢) x٢, x١ فرضکنید است. ٢ تناوب دوره�ی
ͳ٢.١برخ قضیه�ی به توجه با f([x١, x٢]) ⊇ [x١, x٢] یا و f(x١) = x٢ و f(x٢) = x١ داریم باشد.
که م�ͳباشد [x١, xبازه�ی[٢ در ثابت یΈنقطه دارای f ،theorem.کاربردی١.٢ و مهم قضایای از
باشد. برقرار قضیه m = k برای م�ͳکنیم فرض حال م�ͳباشد. ٢٠ = تناوب١ دوره�ی از نقطه� همان
دوره�ی f اگر آنگاه و باشد g = f٢ کنید فرض است. برقرار نیز m = k + ١ برای م�ͳدهیم نشان
٢k−١ تناوب دوره�ی فرضاستقراء، به توجه با که دارد ٢k تناوب دوره�ی g باشد، داشته ٢k+١ تناوب
،t = ١,٢,٢٢, · · · ,٢k−٢ ،gt(x٠) ̸= x٠ و g٢k−١

(x٠) = x٠ که دارد وجود x٠ ∈ I بنابراین دارد.
.t = ١,٢, · · · ,٢k−٢ ،f٢t(x٠) ̸= x٠ و f٢k(x٠) = x٠ که است این با هم�ارز این و
ͳبایست بنابراین نباشد. f برای ٢k تناوب دوره�ی از تناوبی نقطه�ی x٠ کنید فرض

است غیرمم΋ن این .f s(x٠) = x٠ که طوری به باشد داشته وجود s ∈ {١,٣,۵, · · · ,٢k − ١}
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اثبات بنابراین .s٠ ∈ {١,٢,٣, · · · ,٢k−١ − ١} از غیر به ،f٢s٠(x٠) = x٠ صورت این در زیرا
م�ͳشود. کامل

باشد داشته (m > ١) ٢m + ١ تناوب دوره f اگر م�ͳدهیم نشان مرحله این در دوم: مرحله�ی
دوره�ی f آنگاه باشد. نداشته ١ ≤ n < m برای ٢n + ١ تناوب دوره�ی از تناوبی نقطه�ی هیچ و
و I١ = [x٠, x١] کنید فرض ،٢.١ گزاره�ی به توجه با دارد. نیز را k > ٢m+ ١ هر برای k تناوب

زیر نمودار به توجه با ،I٢n = [x٢n, x٢n−٢] و I٢n−١ = [x٢n−٣, x٢n−١] و ... و I٢ = [x٢, x٠]

۶.١ ش΋ل

داریم: k > ٢m+ ١ برای

I١ → I١ → · · · → I١︸ ︷︷ ︸
بار k−(٢m−١)

→ I٢ → · · · → I٢m → I١ (۴.١)

k تناوب دوره�ی از تناوبی نقطه�ی Έی f که م�ͳشود نتیجه ͳمیان مقدار توسیع قضیه�ی به توجه با
دارد. نیز

باشد، داشته (m > ١) ٢m+ تناوب١ دوره�ی f اگر م�ͳدهیم نشان مرحله این در مرحله�یسوم:
تنها کافیست منظور این برای دارد. نیز ٢k تناوب دوره�ی ،k مثبت صحیح عدد هر ازاء به آنگاه

داریم: ۶.١ ش΋ل به توجه با کنیم. برقرار ٢k ≤ ٢m برای را نتیجه
I٢(m−k)+١ → I٢(m−k)+٢ → · · · → I٢m → I٢(m−k)+١
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است. ٢k تناوب دوره�ی از تناوبی نقطه�ی دارای f دوم، مرحله�ی استدلال�های به توجه با
و هستند فرد اعداد q و p و n = ٢t · q و m = ٢k · p که m◃ n کنید فرض مرحله�یچهارم:
به خلل بدون م�ͳدهد. نتیجه را nتناوب دوره�ی ،mتناوب دوره�ی م�ͳدهیم نشان .k ≥ ١ و p > ١

توجه با باشد. نداشته وجود l تناوب دوره�ی از تناوبی نقطه�ی l◃m برای کنید فرض مسأله کلیت
کنیم: برقرار را زیر شرایط است لازم ͳ΋شارکوفس ترتیب به

i) k < t , q ≥ ١

ii) k = t , q > p

دوره�ی g م�ͳشود نتیجه دارد ٢k · pتناوب دوره�ی f اینکه از بنابراین ،g(x) = f٢
k
(x) کنید فرض

دارد. را q ≥ ١ و t > k برای ٢t−k · q تناوب دوره�ی g سوم، مرحله�ی به توجه با دارد. p تناوب
دوره�ی g دوم، مرحله�ی به توجه با حال شد. برقرار (i) پس دارد. ٢tq تناوب دوره�ی f بنابراین
را ٢t · q تناوب دوره�ی f بنابراین دارد. نیز را q تناوب دوره�ی م�ͳدهد نشان این و دارد p تناوب

� م�ͳشود. برقرار نیز (ii) و دارد

ͳ΋شارکوفس عکسقضیه ۵.١

f : I پیوسته�ی→ یΈنگاشت ͳیعن است برقرار نیز ͳ΋شارکوفس عکسقضیه که داشت توجه باید
دوره�ی از تناوبی نقطه�ی هیچ ͳول دارد k تناوب دوره�ی از تناوبی نقطه�ی Έی که دارد وجود I
مقاله�ای در کامل طور به قضیه این اثبات ندارد. است، ͳ΋شارکوفس ترتیب در n◃ k که nتناوب
مطلب این بیشتر تشریح در ͳسع مثال Έی ذکر با اینجا در ما .[٣] است رسیده چاپ به استفان از

م�ͳکنیم.

م�ͳشود تعریف صورت این به و م�ͳدهد نشان [١,۵] روی را f تابع نمودار زیر ش΋ل ١.١ مثال
تابع این که م�ͳشود داده نشان .f(۵) = ١ و f(۴) = ٢ ،f(٣) = ۴ ،f(٢) = ۵ ،f(١) = ٣ که

ندارد. ٣ تناوب دوره�ی از نقطه�ای هیچ ͳول دارد ۵ تناوب دوره�ی از نقطه�ای

Peter Stefan
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٧.١ ش΋ل

م�ͳکنید: ملاحظه که همانطور

است. بالا نگاشت برای ثابت نقطه Έی ١٠
٣ (١

است. ٢ تناوب دوره�ی از نقطه�ای ۵
٣ (٢

م�ͳباشند. ۵ تناوب دوره�ی از ͳنقاط ۵ و ۴ ،٣ ،٢ ،١ (٣

که آنجایی از ندارد. وجود ٣ تناوب دوره�ی از نقطه�ای هیچ م�ͳکنیم ثابت
f[١,٢]٣ = [٢,۵] , f[٢,٣]٣ = [٣,۵] , f٣[۴,۵] = [١,۴]

تناوب دوره�ی از نقطه�ای بازه این روی است مم΋ن تنها بنابراین .f٣[٣,۴] = [١,۵] تنها نتیجه در
x٠ ∈ [٣,۴] بنابراین است ͳنزول [٣,۴] روی ی΋نواخت بطور f٣ که آنجایی از باشد، داشته وجود ٣
ضابطه�ی با [٣,۴] روی f(x) اینکه به توجه با .f٣(x٠) = x٠ که دارد وجود فردی به منحصر
x = ١٠

٣ فرد به منحصر ثابت نقطه�ی Έی دارای f(x) پس م�ͳشود. تعریف f(x) = ١٠ − ٢x

چون و است [٣,۴] روی
f٣(x٠) = f٢(f(x٠)) = f٢(x٠) = f(f(x٠)) = f(x٠) = x٠

٣ تناوب دوره�ی از نقطه�ای هیچ f لذا نم�ͳباشد. f برای ٣ تناوب دوره�ی از نقطه�ای x٠ بنابراین
ندارد.
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٢ فصل

توابع روی ͳ΋شارکوفس قضیه�ی
چندمقداری



مقدمه ١.٢

برقراری سپس و م�ͳآوریم را دیΎر تعاریف ͳبرخ و چندمقداری توابع تعریف ابتدا فصل این در
مم΋ن حداکثر که م�ͳدهیم نشان و م�ͳکنیم ͳبررس را توابع این روی ͳ΋شارکوفس قضیه�ی ح΋م
که آنجایی از است ذکر به لازم باشد. داشته وجود مدارها تناوب دوره�ی مورد در استثناء ٢ است
ͳبررس لذا است. دشوار مراتب به امری نگاشت Έی برای تناوبی) (مدارهای تناوبی نقاط یافتن
اهمیت از آنها تناوبی) (مدارهای تناوبی نقاط با رابطه در ͳکل ح΋م گرفتن و نگاشت�ها ͳبرخ
مدارهای مورد در قوی ͳم΋ح و است شده انجام کار این این�جا در که است برخوردار ویژه�ای

است. آمده دست به خاص مفروضات با M-نگاشت�ها در تناوبی

اولیه مفاهیم و تعریف�ها ٢.٢

آورده همبند ͳخط شده�ی مرتب فضای و چندمقداری نگاشت تناوبی، مدار تعریف بخش، این در
است. شده اثبات و بیان لم چند سپس و

به و م�ͳنامیم تام ترتیب Έی را زیر شرایط با A مجموعه�ی روی 6 دوتایی رابطه�ی تعریف١.٢
م�ͳگوئیم. ͳخط شده�ی مرتب مجموعه Έی A مجموعه

.(x, y, z ∈ A هر (برای x 6 z آنگاه y 6 z و x 6 y اگر .١

.x 6 x همواره x ∈ A هر برای .٢

.y 6 z و x 6 z بطوری΋ه z ∈ A باشد داشته وجود ،x, y ∈ A هر برای .٣

به شده مرتب کاملا̈ مجموعه هر روی که است توپولوژی ترتیبی، توپولوژی Έی تعریف٢.٢
م�ͳشود. تعریف زیر صورت
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«شعاع�های زیربازهای Xتوسط روی ترتیبی توپولوژی باشد، مرتبشده کاملا̈ XیΈمجموعه اگر
م�ͳشود. تولید a, b ∈ X هر ازاء به زیر باز»

(a,∞) = {x|a < x}

(−∞, b) = {x|x < b}

این برای پایه Έی بالا باز شعاع�های همراه به (a, b) = {x|a < x < b} بازه�های معادل طور به یا
م�ͳسازند. توپولوژی

Έتوپولوژی فضای Έی را نقطه Έی از بیش با L ͳخط شده�ی مرتب مجموعه Έی تعریف٣.٢
هرگاه: گوئیم (CLOS) همبند ͳخط شده�ی مرتب

باشد. بالا کران کوچ΋ترین خاصیت دارای L (i

که zای باشد داشته وجود آنگاه x < y اگر ͳیعن باشد. شده مرتب چΎال صورت به L (ii
.x < z < y

شود. تبدیل (هاوسدورف) Έتوپولوژی فضای Έی به فوق، ترتیبی توپولوژی با L (iii

{x| x ∈ L, a < مجموعه�های ترتیب به ،a, b ∈ L که [a, b] و (a, b) بازه�های از منظور واق΄ در
م�ͳباشد. {x| x ∈ L, a 6 x 6 b} و x < b}

به X از φ (که (φ : X → ٢Y \ {∅}) φ : X ⊸ Y چندمقداری نگاشت Έی تعریف٢.۴
هر ازاء به هرگاه است بالا از نیمه�پیوسته م�ͳشود) تعریف {Φ} جز به Y زیرمجموعه�های ͳتمام

باشد. باز X در φ−١(U) = {x ∈ X : φ(x) ⊂ U} ،U ⊂ Y که U باز زیرمجموعه�ی

یا و تک�نقطه آن مقادیر مجموعه که φ : L ⊸ L بالا از نیمه�پیوسته نگاشت Έی تعریف٢.۵
م�ͳشود. نامیده M-نگاشت هستند، بسته بازه�های

ساختن از مناسب�تر تناوبی مدارهای ساختن چندمقداری نگاشت�های برای که باشید داشته توجه
م�ͳآوریم. را M-نگاشت�ها برای تناوبی مدار از ͳتعریف زیر در لذا م�ͳباشد. تناوبی نقاط

هرگاه م�ͳباشد f M-نگاشت برای nتناوب دوره�ی از تناوبی نقطه�ی Έی a نقطه�ی تعریف٢.۶
.a /∈ f j(a) ،٠ < j < n برای و a ∈ fn(a)

که: طوری به است {xi}k−١
i=٠ دنباله�ی ،φ M-نگاشت Έی برای k-مدار Έی تعریف٧.٢

.x٠ ∈ φ(xk−١) و i = ٠,١, · · · , k − ٢ هر برای xi+١ ∈ φ(xi) (i

،mp = k که طوری به باشد شده تکرار بار p که m طول به کوتاهتر مدار Έی از {xi}k−١
i=٠ (ii

باشد. نشده تش΋یل
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