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چͺیده
آنها، گسسته مشابه و خطͬ تأخیری دیفرانسیل معادلات جواب�های مجانبͬ رفتار �بررسͬ �به پایان�نامه، این در

مͬ�پردازیم. غیرخطͬ تأخیری دیفرانسیل معادلات همچنین و خطͬ تأخیری تفاضلͬ معادلات

تأخیری، تفاضلͬ معادله غیرخطͬ، تأخیری دیفرانسیل معادله تأخیریخطͬ، دیفرانسیل معادله واژه�هایکلیدی:
� . نوسانͬ جوابهای همͽرایͬ، مجانبͬ، پایداری مجانبͬ، رفتار



پیشͽفتار

دیفرانسیل }معادله
x′(t) + p(t)x(t− τ) = r(t), t ≥ τ
x(t) = φ(t), t ∈ [۰, τ ]

(١)

نامیده ͷی درجه از خطͬ تأخیری معادله ͷی است، t−τ زمان در جواب به وابسته t زمان در جواب آن در که

شرط معادلات این�گونه در مͬ�باشد. [۰, τ ] بازه�ی در شده داده پیوسته تابع ͷی φ و تأخیر τ > ۰ که مͬ�شود

تابع بودن مشخص با مͬ�توان را معادله جواب�های و مͬ�شود داده [۰, τ ] بازه�ی در φ تابع ͷی به�صورت آغازین

وجود [۰, τ ] بازه�ی در خطͬ مستقل تابع بͬ�نهایت که آنجا از آورد. به�دست انتͽرال�گیری با گام�به�گام به�روش φ

مانند معادلاتͬ مورد در جواب وجود گفتیم که همان�طور است. بعدی بͬ�نهایت معادله جواب�های فضای دارد،

آن جواب�های کیفͬ رفتار جهت از بیشتر (١) معادله�ی بنابراین است، شده حل موضوعͬ گام�به�گام روش با (١)

مͬ�باشد. مطالعه مورد

بیشتر زمینه این در تحقیقات در و است برخوردار ویژه�ای اهمیت از تأخیری معادلات کیفͬ رفتار در مبحث دو

است. معادله جواب�های نوسان مبحث دیͽری و جواب مجانبͬ رفتار ͬͺی که است شده پرداخته� آن به

و گسسته شͺل مجانبͬ رفتار همچنین و (١) معادله�ی جواب�های مجانبͬ رفتار مسأله به ما پایان�نامه این در

مͬ�پردازیم. آن غیرخطͬ

حاصل تأخیری معادله مشخصه�ی معادله�ی آنͽاه باشد، ثابت r(t) ≡ ۰ و p(t) ≡ p فرضکنید (١) معادله�ی در

به�صورت مͬ�آید، به�دست معادله در eλt جایͽزینͬ با که

λeλt + peλ(t−τ) = ۰,

مͬ�شود تبدیل زیر به�صورت طرفین از eλt حذف با که مͬ�باشد

λ+ pe−λτ = ۰.

کنیم. بررسͬ مشخصه معادله�ی ریشه�ی از استفاده با را تأخیری دیفرانسیل معادله جواب همͽرایͬ مͬ�خواهیم



داریم: زیر فرض با

f(λ) = λ+ pe−λτ .

f ′(λ) = ۱ − pτe−λτ = ۰ ⇒ λ =
۱

τ
ln pτ

p, τ > ۰ چون و

f ′′(λ) = pτ۲e−λτ > ۰.

به توجه با مͬ�دهیم. نشان λmin با را آن که است f مͬ�نیمم نقطه�ی f مشتق ریشه�ی به�عنوان آمده به�دست λپس

این�که

lim
λ→−∞

f(λ) = ∞

منفͬ f(λmin) و λmin که است این f برای منفͬ ریشه�ی وجود برای کافͬ شرط میانͬ مقدار قضیه�ی به بنا

یعنͬ باشند.

λmin =
۱

τ
ln pτ < ۰ ⇒ pτ < ۱

و

f(λmin) = λ+ pe−λτ < ۰ ⇒ pτ < e−۱.

بنابراین

pτ < e−۱

x(t) = eλt ،λ منفͬ ریشه�ی این برای باشد. داشته نامنفͬ ریشه�ی مشخصه معادله که است آن برای کافͬ شرط

به�وضوح که است (١) معادله�ی جواب

lim
t→∞

x(t) = ۰.

بودند. شده گرفته صفر و ثابت به�ترتیب r(t) و p(t) اینجا در

مͬ�کنیم مطالعه را باشند t از توابعͬ r و p وقتͬ (١) تأخیری معادله جواب همͽرایͬ پایان�نامه، این اول فصل در



است) t از تابعͬ آنجا در نیز τ تأخیر (که τ > ۰ و r(t) و p(t) روی مناسب شرایط تحت که مͬ�دهیم نشان و

همͽراست. ( x(t) ≡ ۰ ) همͽن معادله�ی بدیهͬ جواب به یعنͬ است، مجانبͬ پایدار معادله این جواب

مͬ�پردازیم است زیر به�صورت که (١) معادله�ی گسسته شͺل بررسͬ به دوم فصل در

xn+۱ − xn + pnxn−k = rn (٢)

نتیجه و مͬ�باشد تفاضلͬ معادله تأخیر که است صحیح عدد ͷی k > ۰ و حقیقͬ دنباله�های {rn} و {pn} که

ͷی سپس مͬ�آوریم. به�دست {rn} و {pn} دنباله�های روی r(t) و p(t) مشابه شرایط با را (١) معادله�ی با مشابه

دید. خواهیم باناخ فضای در تͺراری روشهای همͽرایͬ بررسͬ در را (٢) معادله از جالب کاربرد

غیرخطͬ تأخیری معادله مجانبͬ رفتار ،(٣) فصل در نهایتاً

x′(t) + p(t)f(x(t− τ)) = r(t) (٣)

است. گردیده تشریح و آوری جمع [١۶ ،١١ ،١٣ ،۵] مراجع براساس پایان�نامه این مͬ�کنیم. مطالعه را

مثال به�عنوان شده�ا�ند. بررسͬ و مطالعه (٣) و (٢) ،(١) معادلات از فراوانͬ های تعمیم

x′(t) +
n∑

i=۱

qj(t)f(x(t− τj)) = r(t)

مراجع انبوه میان از عمیق�تر مطالعه ͷی برای را علاقه�مند خواننده است. گرفته قرار مطالعه مورد [١٧] در که

مͬ�دهیم. ارجاع [١۶ ،٢] کتاب�های به زمینه این در موجود

است. شده توجه دینامیͷجمعیت و زیستͬ علوم در تأخیری معادلات کاربردهای به همچنین [١۶ ،٢] مراجع در



مطالب فهرست

١ خطͬ تأخیری دیفرانسیل معادلات مجانبͬ رفتار ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ تأخیری دیفرانسیل معادله جواب همͽرایͬ ١.١

٨ خطͬ تأخیری تفاضلͬ معادلات مجانبͬ رفتار ٢
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تأخیری تفاضلͬ معادله جواب همͽرایͬ ١.٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باناخ فضاهای در تͺراری روش�های در کاربرد ٢.٢

٢٩ خطͬ غیر تأخیری دیفرانسیل معادله جواب همͽرایͬ ٣
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اساسͬ قضایای ١.٣
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غذایͬ محدودیت مدل ٢.٣

٧١ کتاب�نامه

٧٣ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

٧۶ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

هشت



١ فصل

خطͬ تأخیری دیفرانسیل معادلات مجانبͬ رفتار

ثابت مͬ�پردازیم. صفر به خطͬ تأخیری دیفرانسیل معادله جواب همͽرایͬ بررسͬ به فصل این در مقدمه:
همͽراست، ( x(t) ≡ ۰ ) همͽن معادله�ی بدیهͬ جواب به جواب هر معادله، روی شرایطͬ فرض با مͬ�شود

هستند. مجانبͬ پایدار حالت این در جواب�ها بنابراین

خطͬ تأخیری دیفرانسیل معادله جواب همͽرایͬ ١.١

بͽیرید نظر در را زیر تأخیری دیفرانسیل معادله

x′(t) + b(t)x(t− τ(t)) = f(t), t ≥ ۰ (١.١)

که

f ∈ C([۰,∞),R), b, τ ∈ C([۰,∞), [۰,∞))

و

lim
t→∞

[t− τ(t)] = ∞. (٢.١)

همͽن) (حالت شود مͬ تبدیل زیر معادله�ی به (١.١) معادله�ی آنͽاه f(t) ≡ ۰ باشیم داشته وقتͬ

x′(t) + b(t)x(t− τ(t)) = ۰, t ≥ ۰. (٣.١)

١



٢ خطͬ تأخیری دیفرانسیل معادلات مجانبͬ رفتار .١ فصل

کنید فرض .١.١.١ ∫قضیه ∞

۰

b(t)dt = ∞, b(t) > ۰ (۴.١)

lim
t→∞

sup

∫ t

t−τ(t)

b(s)ds < ۱ (۵.١)

lim
t→∞

f(t)

b(t)
= ۰ (۶.١)

∫ ∞

۰

f(t)dt < ∞ (٧.١)

مͬ�کند. میل صفر به (١.١) معادله�ی جواب هر t → ∞ وقتͬ آنͽاه

معادله منفͬ، نهایتاً حالت (برای باشد مثبت نهایتاً و یͺنوا نهایتاً جواب x(t) کنیم مͬ فرض اول، حالت اثبات.

مͬ�دهیم قرار مͬ�شود). مثبت نهایتاً حالت مشابه و مͬ�کنیم ضرب منفͬ ͷی در را

L = lim
t→∞

x(t).

.L = ۰ دهیم نشان است کافͬ به�وضوح . ۰ ≤ L ≤ پس∞+

.L > ۰ یعنͬ (فرضخلف)، نباشد این�چنین مͬ�کنیم فرض منظور این برای

که دارد وجود T > ۰ ،(٢.١) به توجه با

x(t− τ(t)) ≥ min{L
۲
,۱}, t ≥ T. (٨.١)

داریم t → +∞ وقتͬ و مͬ�گیریم انتͽرال t تا T از (١.١) طرف دو از اکنون

L− x(T ) +

∫ ∞

T

b(t)x(t− τ(t))dt =

∫ ∞

T

f(t)dt.



٣ خطͬ تأخیری دیفرانسیل معادلات مجانبͬ رفتار .١ فصل

که مͬ�شود نتیجه (٨.١) از پس

L− x(T ) + min{L
۲
,۱}

∫ ∞

T

b(t)dt ≤
∫ ∞

T

f(t)dt

.L = ۰ پس است، تناقض (٧.١) و (۴.١) به توجه با که

که دارد وجود {tn} دنباله�ی آنͽاه باشد. نوسانͬ نهایتاً جواب x(t) مͬ�کنیم فرض حال

۰ < t۱ < t۲ < · · · < tn < · · · , lim
n→∞

tn = ∞ (٩.١)

دارد. نسبͬ اکسترمم {tn} دنباله�ی نقاط در x(t) و

داریم: n = ۱,۲, · · · برای که مͬ�شود نتیجه (١.١) از x′(tn) = ۰ وقتͬ

x(tn − τ(tn)) =
f(tn)

b(tn)
.

مͬ�آوریم به�دست ،tn تا tn − τ(tn) از (١.١) طرف دو از انتͽرال�گیری با سپس

x(tn) =
f(tn)

b(tn)
+

∫ tn

tn−τ(tn)

f(t)dt−
∫ tn

tn−τ(tn)

b(t)x(t− τ(t))dt. (١٠.١)

مͬ�دهند نتیجه (٢.١) و (٧.١) به�وضوح

lim
n→∞

∫ tn

tn−τ(tn)

f(s)ds = ۰.

داریم ،t > tn برای که دارند وجود tn و µ و δ مثبت عدد سه ،(۶.١) و (۵.١) شرایط و این به توجه f(t)b(t)∣∣∣∣با
+

∫ t

t−τ(t)

f(t)dt

∣∣∣∣ < δ (١١.١)

∫ t

t−τ(t)

b(s)ds < µ (١٢.١)

δ + µ < ۱ (١٣.١)



۴ خطͬ تأخیری دیفرانسیل معادلات مجانبͬ رفتار .١ فصل

m مثبت عدد هر برای که کرد انتخاب را {tn} از {tNk
} زیردنباله مͬ�توان باشند برقرار (٩.١) و (٢.١) وقتͬ

t ≥ tNm+۱ − τ(tNm+۱) وقتͬ

t− τ(t) ≥ tNk
,

t ≥ tNm وقتͬ f(t)b(t)∣∣∣∣و
+

∫ t

t−τ(t)

f(t)dt

∣∣∣∣ < δm.

مͬ�دهیم قرار

M = max
۰≤n≤N۱

{x(tn)}.

مͬ�کنیم ادعا n ≥ Nk برای

|x(tn)| ≤ (δ + µ)K(M + ۱). (١۴.١)

مͬ�بینیم (١٠.١) از واقع در

|x(tN۱) | ≤

∣∣∣∣∣f(tN۱)

b(tN۱)
+

∫ tN۱

tN۱
−τ(tN۱)

f(t)dt

∣∣∣∣∣+
∫ tN۱

tN۱
−τ(tN۱

)

b(t)|x(t− τ(t))|dt

≤ δ +M

∫ tN۱

tN۱
−τ(tN۱

)

b(t)dt ≤ δ +Mµ

≤ (δ + µ)(M + ۱).

مͬ�کنیم فرض ،N۱ ≤ n ≤ m برای اکنون

|x(tn)| ≤ (δ + µ)(M + ۱).

نتیجه (١٢.١) و (۶۴.٣) ، (١٠.١) به توجه با و است نسبͬ اکسترمم�های از ای دنباله {x(tn)} که این به توجه با



۵ خطͬ تأخیری دیفرانسیل معادلات مجانبͬ رفتار .١ فصل

که مͬ�شود

|x(tM+۱)| ≤

∣∣∣∣∣f(tM+۱)

b(tM+۱)
+

∫ tM+۱

tM+۱−τ(tM+۱)

f(t)dt

∣∣∣∣∣+
∫ tM+۱

tM+۱−τ(tM+۱)

b(t)|x(t− τ(t))|dt

≤ δ +max{M + ۱, |x(tM+۱)|}
∫ tM+۱

tM+۱−τ(tM+۱)

b(t)dt

≤ δ +max{M + ۱, |x(tM+۱)|}µ. (١۵.١)

مͬ�کنیم ادعا

|x(tM+۱)| ≤ M + ۱, (١۶.١)

مͬ�بینیم (١۵.١) از (فرضخلف) این�صورت غیر در زیرا

|x(tM+۱)| ≤ δ + |x(tM+۱)|µ

مͬ�گیریم نتیجه که

|x(tM+۱)| ≤
δ

۱ − µ
⇒ δ

۱ − µ
> M + ۱.

مͬ�شود نتیجه و است برقرار (١۶.١) بنابراین دارد، تناقض (١٣.١) با آمده به�دست نتیجه مͬ�شود ملاحظه

|xtm+۱ | ≤ δ + (M + ۱)µ ≤ (δ + µ)(M + ۱).

.(k = ۱) مͬ�آید به�دست (١۴.١) استقرا با پس

مͬ�کنیم فرض n ≥ Nm برای حال

|xtn| ≤ (δ + µ)m(M + ۱), (١٧.١)

داد نشان n ≥ Nm+۱ برای مͬ�توان

|x(tn)| ≤ (δ + µ)m+۱(M + ۱).



۶ خطͬ تأخیری دیفرانسیل معادلات مجانبͬ رفتار .١ فصل

مͬ�شود نتیجه (١٠.١) از (١٧.١) به توجه با

|x(tn)| ≤
∣∣∣∣f(tn)b(tn)

+

∫ tn

tn−τ(tn)

f(t)dt

∣∣∣∣+ ∫ tn

tn−τ(tn)

b(t)|x(t− τ(t))|dt

≤ δm+۱ + (δ + µ)m(M + ۱)

∫ tn

tn−τ(tn)

b(t)dt

≤ δm+۱ + (δ + µ)m(M + ۱)µ.

چون

δm+۱ + (δ + µ)mµ ≤ (δ + µ)m+۱,

مͬ�بینیم n ≥ Nm+۱ برای

|x(tn)| ≤ (δ + µ)m+۱(M + ۱),

است. برقرار k = ۱,۲, · · · همه�ی برای (١۴.١) مͬ�بینیم استقرا با پس

مͬ�دهد نتیجه (١۴.١) وضوح به

lim
n→∞

x(t) = ۰

است. کامل اثبات و

بدیهͬ جواب آنͽاه باشند، برقرار (۵.١) و (۴.١) اگر باشد. (٣.١) معادله جواب x(t) کنید فرض .١ نتیجه

است. مجانبͬ پایدار (٣.١)

بͽیرید نظر در را زیر تأخیری دیفرانسیل معادله مثال.

x′(t) +
۱

۲(۱ + t)
x(

۱

۳
t(۲ + sin t)) =

۱

(۱ + t)۲
, t ≥ ۰ (١٨.١)



٧ خطͬ تأخیری دیفرانسیل معادلات مجانبͬ رفتار .١ فصل

مͬ�دهیم قرار

b(t) =
۱

۲(۱ + t)
, τ(t) =

۱

۳
t(۱ − sin t), f(t) =

۱

(۱ + t)۲
.

∫مͬ�بینیم ∞

۰

b(t)dt =

∫ ∞

۰

۱

۲(۱ + t)
=

۱

۲
ln(۱ + t)|∞۰ = ∞.

lim
t→∞

f(t)

b(t)
= lim

t→∞

۲

۱ + t
= ۰∫ ∞

۰

f(t)dt =

∫ ∞

۰

۱

(۱ + t)۲
= − ۱

(۱ + t)
|∞۰ = ۱

∫ t

t−τ(t)

b(s)ds =

∫ t

۱

۳
t(۲+sin t)

۱

۲(۱ + s)
ds ≤

∫ t

۱

۳
t

۱

۲(۱ + s)
ds

=
۱

۲
(ln(۱ + t)− ln(۱ +

۱

۳
t)).

t → +∞ وقتͬ

۱

۲
(ln(۱ + t)− ln(۱ +

۱

۳
t)) → ۱

۲
ln۳.

یعنͬ

lim
t→+∞

sup

∫ t

t−τ(t)

b(s)ds < ۱.

مͬ�کند. میل صفر به t → ∞ وقتͬ (١٨.١) معادله�ی جواب هر و است برقرار ١.١.٣ قضیه شرایط پس



٢ فصل

خطͬ تأخیری تفاضلͬ معادلات مجانبͬ رفتار

معادله گسسته (شͺل خطͬ تأخیری تفاضلͬ معادله برای را اول فصل مشابه نتایج فصل این در مقدمه:
و تفاضلͬ نامساوی�های همͽرایͬ در را آن از کاربردهایͬ سپس و مͬ�آوریم به�دست خطͬ) تأخیری دیفرانسیل

مͬ�کنیم. بیان انقباضͬ نͽاشت ͷی ثابت نقطه�ی تقریب برای باناخ فضای در تͺراری روش�های

تأخیری تفاضلͬ معادله جواب همͽرایͬ ١.٢

به توجه با تأخیری دیفرانسیل معادله گسسته�سازی از تأخیری تفاضلͬ معادله

x′(t) =
x(t+ h)− x(t)

h
+ o(h)

است زیر به�صورت آن کلͬ شͺل که مͬ�آید به�دست

xn+۱ − xn + pnxn−k = rn.

xn = λn جای�گذاری با را pn ≡ p > ۰ و rn ≡ ۰ حالت در تأخیری تفاضلͬ معادله مشخصه�ی معادله�ی

مͬ�آوریم به�دست زیر به�صورت

f(λ) = λk+۱ − λk + p.

آوریم. به�دست مشخصه معادله�ی ریشه�ی از استفاده با را تأخیری تفاضلͬ معادله جواب همͽرایͬ شرط مͬ�خواهیم

ریشه�های λ = ۰,
k

k + ۱
.|λ| < ۱ اگر فقط و اگر مͬ�کند میل صفر به ،n → ∞ وقتͬ xn = λn جواب

٨



٩ خطͬ تأخیری تفاضلͬ معادلات مجانبͬ رفتار .٢ فصل

است. f ′(λ) = ۰

f ′′(
k

k + ۱
) =

kk−۱

(k + ۱)k−۲
> ۰.

بنابراین

λmin =
k

k + ۱
∈ (۰,۱)

مͬ�بینیم به�راحتͬ است. f تابع مͬ�نیمم نقطه�ی

f (۰), f(۱), f(−۱) = p > ۰.

اگر

۰ < p <
kk

(k + ۱)k+۱
,

آنͽاه

f(λmin) = f(
k

k + ۱
) = − kk

(k + ۱)k+۱
+ p < ۰.

از xn جواب p روی اخیر شرط با بنابراین دارد. (۰,۱) بازه در ریشه دو حداقل f میانͬ، مقدار قضیه�ی بنابر

جواب همͽرایͬ برای کافͬ شرایط مͬ�خواهیم حال مͬ�کند. میل صفر به n → ∞ که وقتͬ (١.٢) معادله�ی

کنیم. مطالعه را ثابت غیر pn دنباله�ی با غیرهمͽن حالت در تأخیری تفاضلͬ معادله

بͽیرید: نظر در را زیر معادله�ی

xn+۱ − xn + pnxn−k = rn, n = ۰,۱, · · · (١.٢)

است. حقیقͬ اعداد از دنباله�ای {rn} و نامنفͬ صحیح عدد k و مثبت اعداد از دنباله�ای {pn} که

مͬ�کند. ثابت {rn} و {pn} دنباله�های روی مناسب شرایط با را (١.٢) معادله�ی همͽرایͬ زیر قضیه�ی

کنید فرض .١.١.٢ قضیه

lim
n→∞

sup
n∑

i=n−k

pi < ۱,
∞∑
n=۰

pn = ∞, lim
n→∞

rn
pn

= ۰ (٢.٢)



١٠ خطͬ تأخیری تفاضلͬ معادلات مجانبͬ رفتار .٢ فصل

مͬ�کند. میل صفر به n → ∞ وقتͬ (١.٢) معادله�ی از {xn}جواب هر صورت این در

ضرب با باشد، منفͬ نهایتاً جواب که حالتͬ (در است مثبت نهایتاً و یͺنوا نهایتاً جواب فرضمͬ�کنیم اول اثبات.

مͬ�رسیم). مثبت نهایتاً حالت مشابه حالتͬ به منفͬ ͷی در (١.٢) طرفین

مͬ�دهیم قرار

lim
n→∞

xn = L

.L > ۰ مͬ�کنیم فرض خلف برهان به .L = ۰ دهیم نشان است کافͬ .۰ ≤ L ≤ ∞ که

مͬ�دهیم قرار

M = min{L
۲
,۱} > ۰.

،n ≥ N هر برای به�طوری�که دارد Nوجود مثبت عدد

xn−k ≥ M,
rn
pn

<
M

۲

مͬ�کنیم مشاهده اکنون

xn+۱ − xn = pn(
rn
pn

− xn−k)

≤ pn(
M

۲
−M)

= −۱

۲
Mpn (٣.٢)

mداریم → ∞ وقتͬ گرفتن حد mو تا N از (٣.٢) کردن جمع با
∞∑

n=N

(xn+۱ − xn) ≤ −۱

۲
M

∞∑
n=N

pn

L− xN ≤ −۱

۲
M

∞∑
n=N

pn = −∞



١١ خطͬ تأخیری تفاضلͬ معادلات مجانبͬ رفتار .٢ فصل

.L = ۰ پس است. تناقض که

هر ازای به که دارد وجود {xn} از {xnm} زیردنباله�ی باشد. نوسانͬ جواب {xn} مͬ�کنیم فرض حال

مͬ�کند. صدق زیر شرط mدر = ۰,۱, · · ·

آنͽاه ،xnm ≥ ۰ اگر

xnm ≥ xnm−۱, xnm ≥ xnm+۱ (۴.٢)

آنͽاه ،xnm < ۰ اگر

xnm ≤ xnm−۱, xnm ≤ xnm+۱ (۵.٢)

.xnm → ۰ ،m → ∞ وقتͬ دهیم نشان است کافͬ اثبات برای .xn → ۰ ،n → ∞ وقتͬ مͬ�دهیم نشان حال

داریم (١.٢) معادله�ی از منظور، این برای

xnm − xnm−۱ + pnm−۱xnm−۱−k = rnm−۱

داریم ،m = ۰,۱, · · · هر برای (۵.٢) و (۴.٢) به�کارگیری با

آنͽاه ،xnm ≥ ۰ اگر

xnm−۱−k ≤
rnm−۱

pnm−۱
(۶.٢)

آنͽاه ،xnm < ۰ اگر و

xnm−۱−k ≥
rnm−۱

pnm−۱
. (٧.٢)

داریم (٧.٢) و (۶.٢) از

|xnm−۱−k| ≤
rnm−۱

pnm−۱
.

مͬ�آوریم به�دست nm − ۱ تا nm − ۱ − k از (١.٢) معادله�ی طرف دو از گرفتن مجموع با

xnm = xnm−۱−k +
nm−۱∑

i=nm−۱−k

ri −
nm−۱∑

i=nm−۱−k

pixi−k.



١٢ خطͬ تأخیری تفاضلͬ معادلات مجانبͬ رفتار .٢ فصل

مͬ�آوریم به�دست (٧.٢) و (۶.٢) از استفاده با و

|xnm | ≤

∣∣∣∣∣rnm−۱

pnm−۱
+

nm−۱∑
i=nm−۱−k

ri

∣∣∣∣∣+
nm−۱∑

i=nm−۱−k

pi|xi−k|. (٨.٢)

که کرد انتخاب طوری را n۰ مثبت طبیعͬ عدد و µ مثبت عدد مͬ�توان (٢.٢) به توجه با m = ۰,۱, · · · برای

n ≥ n۰ برای

n∑
i=n−k

pi < µ, µ < ۱.

،n → ∞ وقتͬ مͬ�شود نتیجه (٢.٢) از به�وضوح و

rn → ۰,
rn
pn

+
n∑

i=n−k

ri → ۰.

که کرد انتخاب طوری را δ > ۰ مͬ�توان

δ + µ < ۱ (٩.٢)

،s = ۰,۱, · · · هر برای که {nm} از {nms} زیردنباله�ی و

nm۰ ≥ n۰, nms+۱ − nms ≥ ۱ + ۲k (١٠.٢)

n ≥ nms − ۱ برای rnpn∣∣∣∣∣و +
n∑

i=n−k

ri

∣∣∣∣∣ < δs. (١١.٢)

مͬ�دهیم قرار

B = max
nm۰≤nm≤nm۱

{|xnm |}. (١٢.٢)

،s = ۰,۱, · · · هر برای مͬ�کنیم ادعا

|xnm | ≤ (δ + µ)s(B + ۱), ∀nm ≥ nms . (١٣.٢)


