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به تقدیم

جانم از عزیزتر مادر و پدر

صلابت نͽاه�شان از که

محبت رفتارشان از

آموختم را ایستادگͬ صبرشان از و



سپاسͽزاری

مͬ�ورزد محبت من به و مͬ�کند دوستͬ من با اما است بͬ�نیاز من از که سزاست را خدایͬ سپاس

مͬ�کشد. سرم بر نوازش دست و مͬ�دارد گرامͬ�ام او و

حمایت�های با تا نمودند فراهم برایم فͺری آسایش و آرامشروحͬ که فداکارم و عزیز خانواده�ی از

اتمام به احسن نحو به را درسͬ نامه پایان نیز و تحصیلͬ مراتب مطلوب، محیطͬ در جانبه همه

مͬ�نمایم. سپاسͽزاری برسانم؛

پر محضر از که عابدی اسمعیل دکتر آقای جناب ارجمندم، راهنمای استاد از سپاس و تشͺر

برده�ام. بهره فیض�شان،

نظرات از بهره�مندی افتخار که دوست حقیقت قربانعلͬ دکتر آقای جناب زحمات از تشͺر و تقدیر

داشته�ام. پایان�نامه این انجام در را ایشان مشاوره�ی و

را پایان��نامه این داوری و نظارت زحمت که ایلمͺچͬ محمد دکتر آقای جناب از سپاس و تشͺر

فرموده�اند. تقبل

گیلͷحͺیم�آبادی فاطمه

١٣٩٣ ماه دی
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چͺیده

مختلط(٢+Cm)G٢داده بعدی دو گرسمن�های در برگشتنͬ ابررویه�های از مفهومͬ نامه پایان این در

مͬ�شود. داده نشان برگشتنͬ شͺل عملͽر با G٢(Cm+٢) در هاف ابررویه�ی وجود عدم و مͬ�شود

گرسمن�های در برگشتنͬ هاف ابررویه�ی هیچ که است قرار این از نامه پایان این در اساسͬ قضیه

به قضیه، این اثبات به حالت دو بررسͬ با ندارد. وجود m ≥ ٣ ، G٢(Cm+٢) مختلط بعدی دو

کرد. خواهیم پیدا دست است آمده نامه پایان این اصلͬ مسأله�ی عنوان

شͺل عملͽر هاف، ابررویه�ی مختلط، بعدی دو گرسمن�های حقیقͬ، ابررویه�های واژه�ها: کلید

برگشتنͬ. ابررویه�های برگشتنͬ،

ج



پیشͽفتار

که دادند ١٩۶١نشان سال در [١٧]͹ون لندن، و نیویورک در ١٩۶٣ سال در [٧] نومیزو و کوبایاشͬ

خوشتعریف یͷالتصاقخطͬ پذیرMبا دیفرانسیل روییͷخمینه�ی (r, s) نوع از تانسوری میدان

اگر مͬ�شود گفته برگشتنͬ ،M روی (r, s) نوع از k غیرصفر تانسوری میدان ͷی است. بوده

ͷی از هندسͬ مفاهیم برخͬ حال، هر به .∇k = k⊗ω طوریͺه به باشد داشته وجود ω ١−فرمͬ

دارد. قرار هولونومͬ گروه از جملاتͬ در k برگشتنͬ خمیدگͬ تانسور Mبا خمینه�ی

را Pn(C) مختلط تصویری فضای در هاف ابررویه�ی از مفهومͬ ١٩٨٢ سال در [۴] ریان و سیسیل

فرم�های فضا در ابررویه ⊥Dبرای توزیع پایایͬ ١٩٩١ سال در برندت[١] همچنین و کردند بررسͬ

فرم�های فضا در حقیقͬ ابررویه�های زمینه�ی در ١٩٩۶ سال در [٩] ساه کرد. بررسͬ را کواترنیونͬ

هندسͬ توضیح لذا داد. قرار بررسͬ مورد η−برگشتنͬ دوم نوع اساسͬ تانسورهای به نسبت مختلط

شد. داده [∇XA,A] = ω (X) [A,A] = صورت٠ به A برگشتنͬ شͺل عملͽر از

توی به ترتیب به برگشتنͬ تانسور از مفهومͬ ͷی ١٩٩٩ و ١٩٩۶ سال�های در [۶] و [۵] در هامادا

Pn(C) مختلط تصویری فضای Mدر حقیقͬ ابررویه�های برای ریچͬ تانسور یا شͺل عملͽر ͷی

.M روی شده تعریف ωمشخص ١−فرمͬ برای ∇S = ω ⊗ S طوریͺه به است. گرفته کار به

مورد را مختلط بعدی دو گرسمن�های در حقیقͬ ابررویه�های ١٩٩٩ سال در [٩] ساه و برندت

دادند. قرار مطالعه

شرط با m ≥ ٣ ،G٢
(
Cm+٢) در برگشتنͬ حقیقͬ ابررویه�ی داد نشان ،٢٠٠۶ سال در [١٢] ساه

ندارد. وجود پایا D⊥ یا D شͺل عملͽر

چ



١ فصل

مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١.١

فصل�های طول در و کرده�ایم مطالعه که است مفاهیمͬ تعاریفو یادآوری فصل، این بیان از هدف

تانسورها ریمانͬ، هندسه جمله: از مجزاست بخش سه شامل فصل این داریم. نیاز آن�ها به بعدی

مختلط. تقریباً ساختار به مربوط هندسه و

V١ صورت× این در Kباشند حلقه�ی روی مدول�هایͬ V١, . . . , Vs,W فرضکنید .١.١ تعریف

خطͬ چند را A : V١ × . . . × Vs → W بود. خواهد K حلقه�ی روی مدول ͷی نیز . . . × Vs

یعنͬ باشد خطͬ متغیرها تمام به نسبت گاه هر گویند

A(v١, . . . , λvi + µvi, vi+١, . . . , vs) = λA(v١, . . . , vi, . . . , vs)

+ µA(v١, . . . , vi, . . . , vs)

. ١ ≤ i ≤ s برای λ, µ ∈ K که

توابع همه�ی مجموعه�ی که V ∗ صورت این در باشد K−مدول ͷی V کنید فرض .٢.١ تعریف

ͷی به K حلقه�ی عناصر توسط ضرب و توابع جمع عمل با مͬ�باشد، K به V از K−خطͬ

مͬ�شود. نامیده V دوگان مدول که مͬ�شود، تبدیل K-مدول

را M روی C∞ حقیقͬ نͽاشت�های مجموعه�ی باشد. خمینه ͷی M کنید فرض .٣.١ تعریف

از ͷی هر مͬ�دهند. نمایش χ(M) با را M روی C∞ برداری میدان�های مجموعه�ی و F(M) با

نͽاشت�ها ضرب است. R روی برداری فضای ͷی نͽاشت�ها جمع عمل تحت مجموعه دو این

١



٢ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

میدان f ∈ F(M) و X ∈ χ(M) برای مͬ�کند. تبدیل حلقه ͷی به را مجموعه این ،F(M) در

χ(M) بنابراین تعریفمͬ�شود. fX(p) = f(p)X(p)صورت به p ∈M هر ازای به fX برداری

است. F(M) روی مدول ͷی

چند تابع نیستند، صفر زمان هم دو هر که s ⩾ ٠ و r ⩾ ٠ صحیح اعداد ازای به .۴.١ تعریف

نمایش Tr
s(V ) نماد با و گویند V روی (r, s) نوع از تانسور ͷی را A : (V ∗)r×V s → K خطͬ

روی A تانسوری میدان ͷی مͬ�گیرند. K حلقه�ی از عنصر ͷی را (٠, ٠) نوع از تانسور مͬ�دهند.

. χ(M) F(M)−مدول روی تانسور ͷی از Mعبارتست خمینه�ی

تابع صورت این در B ∈ Tr′
s′(M) و A ∈ Tr

s(M) کنید فرض .۵.١ تعریف

صورت به که نامیده تانسورها حاصلضرب را A ⊗ B : χ∗(M)r+r′ × χ(M)s+s′ → F(M)

مͬ�شود تعریف زیر

(A⊗B)(θ١, . . . , θr+r′ , X١, . . . , Xs+s′)

= A(θ١, . . . , θr, X١, . . . , Xs)B(θr+١, . . . , θr+r′ , X١, . . . , Xs+s′)

است. (r + r′, s+ s′) نوع از تانسور ͷی که

نامیده (١, ١) انقباض که C : T١
١(M) → F(M) منحصربفرد F(M)−خطͬ تابع [١] .١.١ لم

C(X ⊗ θ) = θX رابطه θ ∈ χ∗(M) و X ∈ χ(M) هر ازای به طوریͺه به دارد وجود مͬ�شود،

است. برقرار

١−فرم�های باشد. ١ ≤ j ≤ s و ١ ≤ i ≤ r و A ∈ Tr
s(M) کنیم فرض .۶.١ تعریف

صورت این در مͬ�شود. گرفته درنظر ثابت X١, . . . , Xs−١ برداری میدان�های و θ١, . . . , θr−١

تابع

(θ,X) → A(θ١, . . . , θ, . . . , θr−١, X١, . . . , X, . . . ,Xs−١)

آن و است پادورد مؤلفه j−�امین ،θ و همورد مؤلفه i−�امین ،X آن در که است تانسور (١, ١)ͷی

دادن تأثیر با داد. نمایش A(θ١, . . . , ., . . . , θr−١, X١, . . . , ., . . . , Xs−١) صورت به مͬ�توان را

صورت به که مͬ�کند تولید مقدار حقیقͬ تابع ͷی تانسور این در (١, انقباض(١

خطͬ F(M)−�چند ،Ci
jA مͬ�دهند. نمایش (Ci

jA)(θ
١, . . . , . . . , θr−١, X١, . . . , . . . , Xs−١)

مͬ�شود. نامیده i, j روی Aانقباض که است (r − ١, s− ١) نوع از تانسور ͷی لذا است



٣ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

،s ≥ ١ ،A ∈ T٠
s(N) اگر باشد. هموار نͽاشت ͷی ϕ : M → N کنید فرض .٧.١ تعریف

کنید فرض

(ϕ∗A)(v١, . . . , vs) = A(dϕv١, . . . , dϕvs)

مͬ�شود. نامیده ϕ بوسیله�ی A برکشنده ϕ∗A آنͽاه .p ∈M و vi ∈ Tp(M) همه�ی برای

R−خطͬ توابع از مجموعه�ای Mعبارتستاز تانسوری∇رویخمینه�یهموار مشتق تعریف٨.١.

مانند

∇ = ∇r
s : T

r
s(M) → Tr

s(M) (r ≥ ٠, s ≥ ٠)

باشد: داشته وجود C انقباض و B و A تانسور دو هر ازای به طوریͺه به

∇(A⊗B) = ∇A⊗B +A⊗∇B

∇(CA) = C(∇A)

آنͽاه A ∈ Tr
s(M) اگر باشد. M روی تانسوری مشتق ͷی ∇ کنید [١]فرض .٢.١ لم

∇(A(θ١, · · · , θr, X١, · · · , Xs)) = (∇A)(θ١, · · · , θr, X١, · · · , Xs)

+
r∑

i=١
A(θ١, · · · ,∇θi, · · · , θr, X١, · · · , Xs)

+

s∑
j=١

A(θ١, · · · , θr, X١, · · · ,∇Xj , · · · , Xs)

مͬ�نامند. ضرب قاعده�ی را رابطه این که

باشد، M روی برداری میدان ͷی V و هموار ریمانͬ خمینه�ی ͷی M کنید فرض .٩.١ تعریف

Mبه روی f ∈ T(M) هموار تابع و X ∈ χ(M) برداری میدان هر ازای به LV تانسوری مشتق

صورت

LVX = [V,X]

LV f = V f

مͬ�نامیم. V برداری میدان به نسبت لͬ مشتق را LV که مͬ�شود تعریف



۴ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

گویند V برداری فضای روی متقارن خطͬ دو فرم را b : V × V → R نͽاشت .١٠.١ تعریف

باشد. b(v, w) = b(w, v) ، v, w ∈ V هر ازای به و باشد خطͬ R−دو هرگاه

V روی b متقارن خطͬ دو فرم ͷی .١١.١ تعریف

باشد. ( b(v, v) < ٠) b(v, v) > ٠ ،v ̸= ٠ هر ازای به هرگاه است معین (منفͬ) مثبت (١)

.(b(v, v) ≤ ٠) b(v, v) ≥ ٠ ،v ∈ V ی همه برا هرگاه است مثبت معین نیمه (٢)

W =
∑
W i∂i و V اگر باشند. Rn طبیعͬ مختصات u١, . . . , un کنید فرض .١٢.١ تعریف

کواریان مشتق را ∇VW =
∑
V (W i)∂i برداری میدان آنͽاه باشند Rn روی برداری میدان�های

گویند. V به Wنسبت طبیعͬ

نͽاشت باشد. هموار خمینه�ی ͷیM کنید فرض .١٣.١ تعریف

∇ : χ(M)× χ(M) → χ(M)

هرگاه: گویند التصاق ͷی را

باشد: F(M)-خطͬ ،V به نسبت ∇VW (١)

∇fV١+gV٢W = f∇V١W + g∇V٢W ∀ f, g ∈ F(M)

باشد: R-خطͬ ،W به نسبت ∇VW (٢)

∇V aW١ + bW٢ = a∇VW١ + b∇VW٢ ∀ a, b ∈ R

کند: صدق ضرب قاعده�ی در (٣)

∇V (fW ) = (V f)W + f∇VW ∀ f ∈ F(M)

گویند. ∇ التصاق به نسبت V امتداد Wدر کواریان مشتق را ∇

التصاق T (M)التصاق∇رویکلافمماس باشد. هموار Mخمینه�ی فرضکنید تعریف١.١۴.

تاب تانسور هرگاه گویند آزاد تاب

T (V,W ) = ∇VW −∇WV − [V,W ]



۵ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

نیز متقارن آزاد، تاب التصاق بنابراین .[V,W ] = ∇VW − ∇WV یعنͬ باشد؛ صفر با متحد

است.

که است موجود چنان ∇ منحصربفرد التصاق ͷیM ریمانͬ خمینه�ی روی [١] .١۵.١ تعریف

(١) T (V,W ) = [V,W ]−∇VW +∇WV = ٠ است) صفر تاب∇ (تانسور

(٢) Xg(V,W ) = g(∇XV,W ) + g(V,∇XW ) ( است ریمانͬ متر با سازگار ∇)

دست به کزول٢ فرمول از که گویند ( ریمانͬ التصاق ) لوی-سیویتا١ التصاق صورت∇را این در

مͬ�آید:

٢g(∇VW,X) = V g(W,X) +Wg(X,V )−Xg(V,W )

− g(V, [W,X]) + g(W, [X,V ]) + g(X, [V,W ])

(r, s+ ١) از عبارتست ،M هموار خمینه�ی روی A تانسور (r, s) کواریان مشتق .١۶.١ تعریف

θj ∈ χ∗(M) و V,Xi ∈ χ(M) هر ازای به طوریͺه به ∇A تانسور

(∇A)(θ١, · · · , θr, X١, · · · , Xs, V ) = (∇VA)(θ
١, · · · , θr, X١, · · · , Xs)

زیرا مͬ�باشد، معمولͬ�اش دیفرانسیل همان f تابع کواریان مشتق r = s = ٠ که حالتͬ در

(∇f)(V ) = ∇V f = V f = df(V ) ∀ V ∈ χ(M).

گویند موازی M روی را V برداری میدان باشد. هموار خمینه�ی M کنید فرض .١٧.١ تعریف

باشد. ∇XV = ٠ ،M روی X برداری میدان هر ازای به هرگاه

z ∈ و a ∈ I و M هموار� خمینه�ی روی هموار خم α : I → M کنید فرض [١] .٣.١ لم

است موجود چنان α روی Z منحصربفرد موازی برداری میدان صورت این در باشد. Tα(a)(M)

. Z(a) = z که

تابع صورت این در b ∈ I اگر قبل، لم به توجه با .١٨.١ تعریف
١Levi-civita
٢Koszul formula



۶ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

P = P b
a(α) : Tp(M) → Tq(M)

z 7→ Z(b)

مͬ�شود. نامیده q = α(b) به p = α(a) از α طول در موازی انتقال

مͬ�باشد. خطͬ ایزومتری ͷی موازی انتقال [١] .۴.١ لم

. γ′′ = ٠ یعنͬ هستند صفر شتاب با خم�هایͬ ژئودزی�ͷها .١٩.١ تعریف

U در γ خم باشد. U ⊂ M روی مختصاتͬ دستͽاه x١, . . . , xn کنید فرض [١] .١.١ نتیجه

رابطه�ی در ١ ≤ k ≤ n ازای به xk ◦ γ مختصاتͬ توابع اگر وتنها اگر است M از ͷژئودزی

d٢(xk ◦ γ)
dt٢

+
∑
i,j

Γk
ij(γ)

d(xi ◦ γ)
dt

d(xj ◦ γ)
dt

= ٠

کند. صدق

نͽاشت باشد. ∇ ریمانͬ التصاق با ریمانͬ خمینه�ی ͷیM کنید فرض .٢٠.١ تعریف

ضابطه�ی با R : χ٣(M) → χ(M)

R(X,Y )Z = [∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z

اگر مͬ�شود. نامیده ریمانͬ انحنای تانسور که مͬ�باشد M روی تانسوری میدان (١, ٣) ͷی

مͬ�کند: صدق زیر روابط در R نͽاشت باشد. x, y, z, v, w ∈ Tp(M)

(١) R(x, y)z = −R(y, x)z,

(٢) g(R(x, y)v, w) = −g(R(x, y)w, v),

(٣) R(x, y)z +R(y, z)x+R(z, x)y = ٠,

(۴) g(R(x, y)v, w) = g(R(v, w)x, y).

را اندیس�ها� به نسبت انحنا تانسور تقارن آخر اتحاد و انحنا تانسور بودن پادمتقارن اول اتحاد دو

مͬ�نامند. بیانچ٣ͬ اول اتحاد را دوم اتحاد مͬ�دهند. نشان
٣Bianchi



٧ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

آنͽاه ،x, y, z ∈ Tp(M) اگر [١] .۵.١ لم

(∇zR)(x, y) + (∇xR)(y, z) + (∇yR)(z, x) = ٠.

نامند. بیانچͬ دوم اتحاد را بالا رابطه�ی

عمل صورت این در .A ∈ Tr
s(M) و باشد هموار ریمانͬ Mخمینه�ی فرضکنید .٢١.١ تعریف

مͬ�شود تعریف زیر صورت به اندیس ͷی بر پایین

↓ab : Tr
s(M) → Tr−١

s+١(M)

(↓ab A)(θ١, . . . , θr−١, X١, . . . , Xs+١)

= A(θ١, . . . , X∗
b , . . . , θ

r−١, X١, . . . , Xb−١, Xb+١, . . . , Xs+١).

بین در a−ام مͺان در و است Xb برداری میدان با ارز هم ͷمتری طور به ١−فرم ، X∗
b طوریͺه به

مͬ�شود. تعریف نیز اندیس ͷی بر بالا عمل مشابه طریق به مͬ�گیرد. قرار ١−فرم�ها

Cab : Tr
s(M) → Tr

s−٢(M) متری انقباض دلخواه r و ١ ≤ a ≤ b ≤ s برای .٢٢.١ تعریف

است زیر فرم به مختصاتͬ حالت در

(CabA)
i١...ir
j١...js−٢

=
∑
p,q

gpqAi١...ir
j١...p···q...js−٢

.

متری انقباض دلخواه s و ١ ≤ a ≤ b ≤ r برای پادورد حالت در مشابه طور به

پادورد و همورد اندیس�های کردن وارون با بالا مختصاتͬ فرمول Cabدر : Tr
s(M) → Tr−٢

s (M)

مͬ�آید. دست به

زیر صورت به کنج میدان ͷی به نسبت A ∈ T٠
s(M) برای Cab ͬͺمتری انقباض .٢٣.١ تعریف

است

Cab(X١, . . . , Xs−٢) =
∑
m

A(X١, . . . , Em, . . . , Em, . . . , Xs−٢)

A : χ(M)s → χ(M) تانسوری میدان (١, s) برای مشابه طور به

(C١
bA)(X١, . . . , Xs−١) =

∑
m

g(Em, A(X١, . . . , Em, . . . , Xs−١)).



٨ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

فضای برای یͺه متعامد پایه ͷی از عبارتست p نقطه�ی Mدر خمینه�ی روی کنج .٢۴.١ تعریف

یͺه متعامد دو به دو برداری میدان تا n صورت این در باشد n−بعدی ،M اگر .Tp(M) مماس

مͬ�دهد. اختصاص کنج ͷی خمینه از نقطه هر به که مͬ�نامند کنج میدان را E١, . . . , En

تابع f ∈ C∞(M) کنید فرض و باشد g متر با ریمانͬ خمینه�ی M کنید فرض .٢۵.١ تعریف

با ارز هم ͷمتری طور به برداری میدان صورت به f تابع گرادیان Mباشد. روی هموار

:X مماس برداری میدان هر ازای به یعنͬ مͬ�شود؛ تعریف df ∈ χ∗(M)

g(gradf,X) = df(X) = Xf.

M از Ric۴ͬریچ انحنای تانسور Mباشد. ریمانͬ انحنای تانسور R کنید فرض .٢۶.١ تعریف

عبارتست مختصاتͬ قطعه ͷی به نسبت مؤلفه�هایش که C١
٣ (R) ∈ T٠

٢(M)انقباض از عبارتست

از:

Rij =
∑
m

Rm
ijm.

(٠, ٢) از عبارتست ریچͬ تانسور باشد. ریمانͬ خمینه�ی ͷی (M, g) کنید فرض .٢٧.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به X,Y, Z برداری های میدان ازای به که ریچͬ تانسور میدان

Ric(X,Y ) := TrZ → R(Z,X)Y ∀X,Y, Z ∈ χ(M).

ریچͬ تانسور نمایش صورت این در باشد. g متر به نسبت Tp(M)برای کنج ͷی {ei} فرضکنید

مͬ�آید: دست به زیر صورت به {Ei} پایه�ی در

Ric(X,Y ) :=
∑
m

εmg(R(X,Y,Em), Em).

.εm = g(Em, Em) که

هر به که D نͽاشت ͷی از عبارتست M خمینه�ی ͷی روی D k−بعدی توزیع .٢٨.١ تعریف

( p نقطه�ی در M بر مماس (فضای TpM از Dp k−بعدی فضای زیر ͷی p ∈ M نقطه�ی

میدان k با U ͬͽهمسای ͷی p ∈ M هر ازای به چنانچه گویند مشتق�پذیر را D مͬ�دهد. نسبت

،q ∈ U هر ازای به طوریͺه به باشد داشته وجود U روی X١, . . . , Xk خطͬ مستقل برداری

باشد. Dq برای پایه ͷی {X١q , . . . , Xkq}
۴Ricci



٩ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

نͽاشت ͷی f :M → N و باشند پذیر دیفرانسیل خمینه�های N ،M فرضکنید .٢٩.١ تعریف

دیفرانسیل�اش اگر است، p ∈M نقطه�ی از ͬͽفرورفتf نͽاشت باشد. آن�ها بین پذیر دیفرانسیل

dfp : Tp(M) → Tf(p)N

در p نقاط همه�ی اگر است f از منظم مقدار ͷی q ∈ N نقطه�ی باشد. پوشا خطͬ نͽاشت

است نقطه هر از ͬͽفرورفت که f دیفرانسیل نͽاشت باشند. منظم نقاط ،f−١(q) وارون تصویر

N از بعدی معادل ثابت رتبه�ی dfp دیفرانسیل اگر است ͬͽفرورفت f معادلا˟، نامند. ͬͽفرورفت را

باشد. داشته

z٠ نقطه�ی در f : D → C تابع باشد. Cn از بازی مجموعه�ی زیر D کنید فرض .٣٠.١ تعریف

اگر گویند، پذیر دیفرانسیل

lim
h→٠

١
h
{f(z١٠ , . . . , zi٠ + h, . . . , zn٠ )− f(z١٠ , . . . , z

i
٠, . . . , z

n
٠ )}

D از نقطه�ای هر در f اگر نامند ͷهولومرفی D روی f باشد. موجود i = ١, . . . , n هر ازای به

باشد. پذیر دیفرانسیل

ψ : D → Cn کنید فرض و باشد Cn از بازی مجموعه�ی زیر D کنید فرض .٣١.١ تعریف

وسیله�ی به شده تعریف نͽاشت

ψ(z١, . . . , zn) = (w١, . . . , wn).

j = ١, . . . , n , zj به نسبت wi = ψi(z١, . . . , zn) توابع ،i هر برای اگر است ͷهولومرفی ψ

باشند. ͷهولومرفی

زیر ویژگͬ�های Mدر اگر نامند، n بعد از مختلط خمینه�ی M هاسدورف فضای .٣٢.١ تعریف

کند: صدق

همئومورفیسم ،α هر ازای به و باشد Mموجود از {Uα}α∈A باز پوشش (١)

ψα : Uα → ψα(Uα) ⊂ Cn;

باشد. موجود



١٠ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

نͽاشت�های ناتهͬ، اشتراک با Uβ و Uα باز مجموعه دو برای (٢)

fβα = ψβ ◦ ψ−١
α : ψα(Uα ∩ Uβ) → ψβ(Uα ∩ Uβ),

fαβ = ψα ◦ ψ−١
β : ψβ(Uα ∩ Uβ) → ψα(Uα ∩ Uβ)

باشند. ͷهولومرفی

مͬ�نامند. ͷهولومرفی مختصاتͬ همسایͽͬ�های دستͽاه (Uα, ψα)α∈A مجموعه�ی

مختلط. خمینه�ی ͷی از مثالͬ .١.١ مثال

همسایͽͬ�های همچنین بͽیرید. نظر در را S٢ = {(x, y, z) ∈ R٣ | x٢ + y٢ + z٢ = ١} کره�ی

s = (٠, ١−,٠) و n = (٠, ٠, ١) که بͽیرید نظر در S٢ از را U٢ = S٢ \ {s} و U١ = S٢ \ {n}

مͬ�کنند: تعریف زیر صورت به را ψ٢ : U٢ −→ C و ψ١ : U١ −→ C مͬ�باشد.

ψ١(x, y, z) =
x+

√
−١y

١− z
, ψ٢(x, y, z) =

x−
√
−١y

١+ z
.

برای زیرا مͬ�باشند. ͷهولومرفی ψ١ ◦ ψ−١
٢ , ψ٢ ◦ ψ−١

١ : C −→ C نͽاشت�های صورت این در

مͬ�شود: گرفته نتیجه x٢ + y٢ + z٢ = ١ و u = x
١−z , v = y

١−z از C ∋ w = u+
√
−١v

z =
u٢ + v٢ − ١
u٢ + v٢ + ١

, x =
٢u

u٢ + v٢ + ١
, y =

٢v
u٢ + v٢ + ١

.

بنابراین

ψ−١
١ (w) = ψ−١

١ (u+
√
−١v) =

( ٢u
u٢ + v٢ + ١

,
٢v

u٢ + v٢ + ١
,
u٢ + v٢ − ١
u٢ + v٢ + ١

)
مͬ�آید: دست به نتیجه در

ψ٢ ◦ ψ−١
١ (w) =

u

u٢ + v٢
−

√
−١

v

u٢ + v٢
=

١
w
.

نیز ψ١ ◦ ψ−١
٢ که مͬ�شود داده نشان مشابه طور به مͬ�باشد. ͷهولومرفی ψ٢ ◦ ψ−١

١ بنابراین

مͬ�شود. نامیده ریمانͬ کره�ی که است مختلط خمینه�ی ͷی S٢ بنابراین مͬ�باشد. ͷهولومرفی

با را موضعͬ مختلط مختصات باشد. n−بعدی مختلط خمینه�ی M کنید فرض .٣٣.١ تعریف

بعدی −٢n پذیر دیفرانسیل خمینه�ی M صورت این در مͬ�دهند. نشان (x١, y١, . . . , xn, yn)

استاندارد پایه�ی p ∈ M نقطه�ی در Tp(M) مماس فضای مͬ�شود. گرفته نظر در حقیقͬ



١١ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

Jp : Tp(M) → Tp(M) صورت این در دارد. را {( ∂
∂x١

)p, (
∂

∂y١
)p, . . . , (

∂
∂xn )p, (

∂
∂yn )p}

: i = ١, . . . , n برای

Jp(
∂

∂xi
)p = (

∂

∂yi
)p, Jp(

∂

∂yi
)p = −(

∂

∂xi
)p.

Mمͬ�نامند. مختلط تقریباً ساختار را J مͬ�باشد. ایزومورفیسم

خطͬ نͽاشت اگر نامند مختلط تقریباً خمینه�ی ،M پذیر دیفرانسیل خمینه�ی .٣۴.١ تعریف

تقریباً ساختار J و کند صدق J٢ = −id شرط در که باشد داشته وجود J : T (M) → T (M)

مͬ�شود. Mنامیده از مختلط

است. زوج بعد با M مختلط تقریباً خمینه�ی .۶.١ لم

است: زیر صورت به مماس کلاف از مناسبͬ پایه�ی برای ، J٢ = −id چون برهان.

J٢ =


−١ ٠ . . . ٠
٠ −١ . . . ٠
. . .
٠ . . . . . .


است. زوج n آنͽاه .(−١)n = detJ٢ = (detJ)٢ ≥ ٠ اینرو، از

نمͬ�پذیرد. J مختلط تقریباً یͷساختار لزوماً زوج بعد از پذیر دیفرانسیل خمینه�ی هر .١.١ تبصره

دارند وجود مختلط تقریباً خمینه�های همچنین نمͬ�باشد. مختلط تقریباً خمینه�ی ،S۴ مثال برای

حالͬ در مͬ�پذیرد مختلط تقریباً ساختار S۶ مثال عنوان به نمͬ�باشند. مختلط خمینه�ی طوریͺه به

نمͬ�باشد. مختلط خمینه�ی که

تانسوری میدان صورت این در باشد. مختلط تقریباً خمینه�ی (M,J, g) فرضکنید تعریف١.٣۵.

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به J مختلط تقریباً ساختار به وابسته تاب

N : χ(M)× χ(M) → χ(M)

N(X,Y ) = J [X,Y ]− J [JX, JY ]− [JX, Y ]− [X, JY ]

مͬ�باشد. هیلبرت فضای از مثالͬ ͷهولومورفی توابع از فضایͬ .٢.١ مثال

هیلبرت تصویری فضای روی کاهلر متر ͷی فوبینͬ-استادی متر ریاضیات، در .٣۶.١ تعریف

برای متر این است. هرمیتͬ فرم ͷی دارای Pn(C) مختلط تصویری فضای طوریͺه، به است،

است. شده مطرح ۶ استادی ادوارد و فوبین۵ͬ گیودو توسط ١٩٠۵ و ١٩٠۴ سال در بار اولین
۵Guido Fubini



١٢ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

تعریف عام) خطͬ (گروه GL(n+ ١,C) در U(n+ ١) واحد زیرگروه ͷی Cn+١ در هرمیتͬ فرم

مͬ�شود.

است. متقارن فضای ͷی فیوبینͬ-استادی، متر با شده مجهز Pn(C) .٢.١ تبصره

صورت به ،V از عام خطͬ گروه باشد، F میدان روی برداری فضای ͷی V اگر .٣٧.١ تعریف

مثال عنوان به است. V از اتومورفیسم�ها همه�ی از گروهͬ که مͬ�شود داده نمایش GL(V )

عمل مانند ͷتابع ترکیب با همراه ،V → V دوسویͬ خطͬ انتقال�های همه�ی از مجموعه�ای

هستند. ͷایزومورفی GL(n, F ) و GL(V ) آنͽاه باشد، n متناهͬ بعد با V اگر مͬ�باشد. گروه

Mکه از مجزا و همبند وری، غوطه k−بعدی، زیرخمینه�های از گردایه�ای ͷی .٣٨.١ تعریف

از گردایه�ای مثال عنوان به نامند. M خمینه�ی روی k بعد از برگͬ را است M برابر آن�ها اجتماع

است. Rn⧹{٠} از −بعدی (n− برگ(١ ͷی ٠ مرکز به کره�های همه�ی

ξ ریب٧ برداری میدان از پذیر انتͽرال خمینه�های وسیله�ی Mبه از برگ١-بعدی .٣٩.١ تعریف

مͬ�شود. Mنامیده از هاف برگ ͷی

تماماً M از هاف برگ اگر وتنها اگر است G٢(Cm+٢) در هاف ابررویه�ی M .٣.١ تبصره

باشد. ͷژئودزی

باشد. هاف ξ ریب برداری میدان اگر وتنها اگر است هاف M خمینه�ی .۴.١ تبصره

۶Eduard Study
٧Reeb



٢ فصل

کنتاکت خمینه�های و کاهلر خمینه�های

کاهلر١ خمینه�های ١.٢

X,Y ∈ برای g ریمانͬ متر اگر باشد. مختلط تقریباً خمینه�ی (M,J) کنید فرض .١.٢ تعریف

خاصیت در T (M)

g(X,Y ) = g(JX, JY ) (١.٢)

g هرمیتͬ متر با (M,J) مختلط تقریباً خمینه�ی و مͬ�شود نامیده هرمیتͬ متر ͷی g کند، صدق

داریم: به(١.٢) توجه با مͬ�شود. نامیده هرمیتͬ تقریباً خمینه�ی

g(JX, Y ) = g(J٢X, JY ) = −g(X, JY )

است. متقارن شبه J بنابراین

دارد. وجود هرمیتͬ متر ͷی مختلط، تقریباً خمینه�ی هر روی .١.٢ قضیه

تعریف باشد. g′ هرمیتͬ متر به Mمجهز خمینه�ی کنیم فرض برهان.

g(X,Y ) = ١
٢{g

′(X,Y ) + g′(JX, JY )}.

است. هرمیتͬ متر ͷی g که مͬ�شود ثابت

اساسͬ، ٢-فرمͬ باشد. g هرمیتͬ متر با هرمیتͬ تقریباً خمینه�ی (M,J) فرضکنید .٢.٢ تعریف

مͬ�شود تعریف زیر صورت Mبه روی Y و X برداری میدان�های همه�ی برای Ω کاهلر فرم

Ω(X,Y ) = g(JX, Y ). (٢.٢)
١Kahler

١٣


