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است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط شده،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در رساله، این انجام مراحل کلیه در ز.
است. شده رعایت انسانی اخلاقی اصول و ضوابط رازداری، اصل شده، استفاده یا

تاریخ
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نشر حق و نتایج مالکیت

تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای، برنامه�های مستخرج، (مقالات آن محصولات و اثر این حقوق کلیه •
تولیدات در مقتضی نحو به بایستی مطلب این است. مشهد فردوسی دانشگاه به متعلق شده) ساخته

شود. ذکر مربوطه علمی
نیست. مجاز مرجع ذکر بدون رساله این نتایج و اطلاعات از استفاده •



ଘمقدৎ
آن�ਟی�భغঈوতید৯د

หاජ໑وزໆرୀاوج�سانراଘඹূ࣒م.



عاฮیಪࣥواষ࣓مرণید دانग़ࡻચد ما
گاਗیফند... কممࢂ৩அඟھد੪ॸفॷما

آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس
دکتر آقای و امینی دکتر آقای خود، راهنمای اساتید بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه�� آغاز در
پژوهش، پیشبرد راستای در ایشان ارزنده� راهنمایی�های از که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه بزرگ�نیا

هستم. ایشان والای منش و انسانیت و علم مکتب شاگرد همواره و بردم فراوان حاصل
دکتر آقای نعمت�اللهی، دکتر آقای نیلی�ثانی، دکتر آقای فرهیخته اساتید از می�دانم لازم همچنین
قدردانی و تشکر وجود تمام با گرفتند، عهده به را پایان�نامه این داوری که صادق�پور دکتر آقای و آذرنوش

نمایم.
شدم نائل منظور این به او همدلی و همیاری سایه در که عزیزم همسر از می�کنم تشکر و تقدیر پایان، در
مقدس�شان وجود خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه و

بودند. من پشتیبان به�ترین که عزیزم برادر و خواهران از می�کنم تشکر و می�کنم ستایش را

گاراमبال ৽۱۳۹۱ࢯ૱ن
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پیش�گفتار

ارایه نتایج اکثر ولی پرداخته�اند، دوخطی و دوم درجه شکل�های حدی رفتار بررسی به زیادی محققین

پذیرش مورد کم�تر استقلال پذیره واقعی، شرایط در اما است. مستقل تصادفی متغیرهای رده برای شده،

برخی برای دوخطی و دوم درجه شکل�های مجانبی رفتار مطالعه به شدیم آن بر رو، این از می�گیرد. قرار

بپردازیم. وابسته، تصادفی متغیرهای رده�های

روی بر مختلف فرض�های تحت را، نمایی و کولموگروف ماکسیمال، بالای کران�های رساله، این در

همگرایی آن�ها تحت که را شرایطی کران�ها، این کارگیری به به با و می�کنیم ارایه تصادفی، متغیرهای

می�کنیم. اثبات و بیان می�شود، محقق کامل

می�پردازیم. آن�ها به اول فصل در که داریم لم�هایی و مقدماتی مفاهیم به نیاز اصلی، نتایج اثبات برای

دوم درجه شکل�های برای ماکسیمال نامساوی� چند مارتینگلی، روش�های از استفاده با دوم، فصل در

این از گرفتن کمک با و می�کنیم ارایه منفی، زبرجمعی وابسته تصادفی متغیرهای از موزون دوم درجه و

برای کولموگوروف نامساوی چند سوم، فصل در می�کنیم. بررسی را آن�ها کامل همگرایی شرایط کران�ها،

شرایط آن�ها از استفاده با و می�آوریم دست به منفی زبرجمعی وابسته متغیرهای از دوم درجه شکل�های

در و دوخطی شکل�های برای نمایی بالای کرا�ن�های چهارم، فصل در می�کنیم. بررسی را کامل همگرایی

همگرایی مورد در و می�کنیم ارایه زیرگاوسی، تصادفی متغیرهای از دوم درجه شکل�های خاص، حالت

برای گشتاوری نامساوی چند نیز پایانی فصل در می�کنیم. بحث دوم درجه و دوخطی شکل�های کامل

حدی رفتار بررسی برای می�توان نامساوی�ها این از می�آوریم. دست به متقارن تصادفی متغیرهای

کرد. استفاده متقارن، تصادفی متغیرهای از دوم درجه و دوخطی شکل�های

١
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١ ف��ص��ل

اول��ی��ه م��ف��اه��ی��م

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان ی��م، دار ن��ی��از آن�ه��ا ب��ه ب��ع��د ف��ص��ل�ه��ای در ک��ه ق��ض��ای��ا و ت��ع��اری��ف ب��رخ��ی ف��ص��ل، ای��ن در

واب��س��ت��گ��ی ان��واع ١.١

م��ن��ف��ی پ��ی��ون��دی ١.١.١

ج��اج ت��وس��ط ک��ه اس��ت (NA) م��ن��ف��ی١ پ��ی��ون��دی ت��ص��ادف��ی م��ت��غ��ی��ره��ای م��ی�ک��ن��ی��م، م��ع��رف��ی ک��ه واب��س��ت��گ��ی رده اول��ی��ن

اس��ت. ش��ده ارای��ه (١٩٨٣) پ��روش��ان و

�ر ه� ب��رای �ر گ� ا �د، �ون� م��ی�ش� �ده �ی� �ام� ن� �ف��ی �ن� م� �ون��دی �ی� پ� Xk و . . . ،X٢ ،X١ �ادف��ی ت��ص� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� .١.١.١ �ری��ف �ع� ت�

گ��رف��ت: ن��ت��ی��ج��ه ب��ت��وان ،A٢ و A١ م��ان��ن��د {١,٢, . . . , k} م��ج��م��وع��ه ج��دای ه��م از زی��رم��ج��م��وع��ه دو

cov
(
f(Xi; i ∈ A١), g(Xj; j ∈ A٢)

)
≤ ٠, (١.١)

ص��ع��ودی�ان��د. ت��واب��ع��ی g و f آن در ک��ه

١Negatively associated

٣



۴ اول��ی��ه م��ف��اه��ی��م

�ه، �ال� �س� م� �ت �ی� �ل� ک� از �دن ش� �م ک� �دون ب� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �ت. اس� �رار �رق� ب� �ز �ی� ن� �ی �زول� ن� g و f �ع �واب� ت� �رای ب� (١.١) �ه �ط� راب�

.A١ ∪ A٢ = {١,٢, . . . , k} ک��رد ف��رض م��ی�ت��وان

ش��ده�ان��د م��ع��رف��ی (١٩٨٣) پ��روش��ان و ج��اج ت��وس��ط ک��ه ،NA ت��ص��ادف��ی م��ت��غ��ی��ره��ای وی��ژگ��ی�ه��ای از ب��رخ��ی زی��ر در

م��ی�ک��ن��ی��م. ف��ه��رس��ت را

{١,٢, . . . , k} م��ج��م��وع��ه ه��م از ج��دا زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای Am و . . . ،A٢ ،A١ ک��ن��ی��د ف��رض .٢.١.١ م��لاح��ظ��ه

�ی �ادف� �ص� ت� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� Xk و . . . ،X٢ ،X١ �ر گ� ا �د. �ن� �اش� ب� �ودی �ع� ص� و �ت �ب� �ث� م� �ی �ع� �واب� ت� fm و . . . ،f٢ ،f١ و

گ��اه: آن ب��اش��ن��د، م��ن��ف��ی پ��ی��ون��دی

E
( m∏

i=١
fi(Xj; j ∈ Ai)

)
≤

m∏
i=١

E
(
fi(Xj; j ∈ Ai)

)
.

اس��ت. NA ،NA م��ت��غ��ی��رت��ص��ادف��ی ب��ی��ش��ت��ر ی��ا دو از زی��رم��ج��م��وع��ه�ای ه��ر .٣.١.١ م��لاح��ظ��ه

اس��ت. NA م��س��ت��ق��ل، ت��ص��ادف��ی م��ت��غ��ی��ره��ای از زی��رم��ج��م��وع��ه�ای ه��ر .۴.١.١ م��لاح��ظ��ه

ت��ص��ادف��ی م��ت��غ��ی��ره��ای از م��ج��م��وع��ه ی��ک از ه��م، از ج��دا زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای روی ص��ع��ودی ت��واب��ع .۵.١.١ م��لاح��ظ��ه

اس��ت. NA ،NA

اس��ت. NA ،NA ت��ص��ادف��ی م��ت��غ��ی��ره��ای ش��ام��ل ه��م، از م��س��ت��ق��ل م��ج��م��وع��ه�ه��ای اش��ت��راک .۶.١.١ م��لاح��ظ��ه

ک��ه ت��ص��ادف��ی �ی��ره��ای �غ� �ت� م� �ی��ن �ن� �م��چ� ه� �ن��د. �ت� ه��س� NA ن��رم��ال، �ف��ی �ن� م� �ت��ه �ب��س� �م� ه� ت��ص��ادف��ی �ی��ره��ای �غ� �ت� م� .٧.١.١ �ث��ال م�

م��ی�ب��اش��ن��د. NA ه��س��ت��ن��د، دی��ری��ک��ل��ه ی��ا چ��ن��دم��ت��غ��ی��ره ه��ن��دس��ی ف��وق چ��ن��دج��م��ل��ه�ای، ت��وزی��ع دارای

م��ن��ف��ی زب��رج��م��ع��ی واب��س��ت��گ��ی ٢.١.١

( NSD) �ف��ی١ �ن� م� �ی �ع� �م� �رج� زب� �ه �ت� �س� واب� �ادف��ی �ص� ت� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� �ه، �ت� �س� واب� �ادف��ی �ص� ت� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� از �ر �گ� دی� رده ی��ک

ش��ده پ��ای��ه�گ��ذاری زب��رج��م��ع��ی ت��واب��ع اس��اس ب��ر ک��ه ش��ده ب��ی��ان (٢٠٠٠) ه��و ت��وس��ط واب��س��ت��گ��ی، ن��وع ای��ن م��ی�ب��اش��د.

�ده ش� �ری��ف �ع� ت� (١٩٧٧) �رم��ن �پ� �م� ک� �ط �وس� ت� �ه ک� �ی �ع� �م� �رج� زب� �ع �واب� ت� �دا �ت� اب� �ی، �گ� �ت� �س� واب� �وع ن� �ن ای� �ان �ی� ب� از �ل �ب� ق� اس��ت.

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان را اس��ت

١Negatively superadditive dependent
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،x,y ∈ Rm ه��ر ب��رای گ��ر ا اس��ت، زب��رج��م��ع��ی ϕ : Rm → R ت��اب��ع .٨.١.١ ت��ع��ری��ف

ϕ(x ∨ y) + ϕ(x ∧ y) ≥ ϕ(x) + ϕ(y),

x ∨ y = �ی �ن� �ع� ی� �ت. اس� �ه�ای �ف� �ول� م� �م �م� �ی� �ی�ن� م� ∧ و �ه�ای �ف� �ول� م� �م �م� �ی� �س� ک� �ا م� ∨ آن در �ه ک�

.x ∧ y = (x١ ∧ y١, x٢ ∧ y٢, . . . , xm ∧ ym) و (x١ ∨ y١, x٢ ∨ y٢, . . . , xm ∨ ym)

ک��م��پ��رم��ن ن��ی��س��ت. آس��ان خ��ی��ر، ی��ا اس��ت زب��رج��م��ع��ی ت��اب��ع ی��ک ک��ه م��س��ال��ه ای��ن ب��ررس��ی ،٨.١.١ ت��ع��ری��ف ط��ب��ق

�ع��ی �م� �رج� زب� �وان �ی�ت� م� �ی �ادگ� س� �ه ب� آن، از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ه ک� �رد، ک� �ه ارای� �وع �وض� م� �ن ای� �ی �ررس� ب� �رای ب� �ی روش� (١٩٧٧)

ک��رد. م��ش��خ��ص را ت��اب��ع ه��ر ن��ب��ودن ی��ا ب��ودن

ب��ا اس��ت م��ع��ادل ϕ ت��اب��ع ب��ودن زب��رج��م��ع��ی ب��اش��د، پ��ی��وس��ت��ه دوم م��رت��ب��ه ج��زی��ی م��ش��ت��ق دارای ϕ ت��اب��ع گ��ر ا .٩.١.١ ل��م

∂٢ϕ(x)

∂xi∂xj
≥ ٠, ١ ≤ i ̸= j ≤ m.

ه��ر ب��رای گ��ر ا اس��ت، م��ن��ف��ی زب��رج��م��ع��ی واب��س��ت��ه X = (X١, X٢, . . . , Xm) ت��ص��ادف��ی ب��ردار .١٠.١.١ ت��ع��ری��ف

،ϕ زب��رج��م��ع��ی ت��اب��ع

E
(
ϕ(X١, X٢, . . . , Xm)

)
≤ E

(
ϕ(X∗

١ , X
∗
٢ , . . . , X

∗
m)

)
,

X∗
i و Xi ،١ ≤ i ≤ m �ر ه� �رای ب� و �د �ن� �ت� �س� ه� �ل �ق� �ت� �س� م� �ی �ادف� �ص� ت� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� X∗

m و . . . ،X∗
٢ ،X∗

١ �ه ک�

ی��ک��س��ان��ن��د. ت��وزی��ع� دارای

�رای ب� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �اره اش� �ان، �ره� ب� �ان �ی� ب� �دون ب� ،NSD �ی �ادف� �ص� ت� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� �ای �ی�ه� �ژگ� وی� �ی �رخ� ب� �ه ب� �ر زی� در

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه (٢٠٠٠) ه��و ب��ه ب��ی��ش��ت��ر اط��لاع��ات ک��س��ب

آن �ی �ف� �ن� م� �ی �ع� �م� �رج� زب� �ی �گ� �ت� �س� واب� �ا ب� �ی �ادف� �ص� ت� �ر �ی� �غ� �ت� م� زوج ی��ک �ی �ف� �ن� م� �دی �ون� �ی� پ� �ی �گ� �ت� �س� واب� .١١.١.١ �ه �ظ� �لاح� م�

اس��ت. م��ع��ادل

ت��واب��ع��ی gm و . . . ،g٢ ،g١ و ب��اش��د NSD ،(X١, X٢, . . . , Xm) ت��ص��ادف��ی ب��ردار گ��ر ا .١٢.١.١ م��لاح��ظ��ه

اس��ت. NSD ن��ی��ز (g١(X١), g٢(X٢), . . . , gm(Xm)) گ��اه آن ب��اش��ن��د، ص��ع��ودی
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ج��ای��گ��ش��ت ی��ک (i١, i٢, . . . , im) و NSD ،(X١, X٢, . . . , Xm) ت��ص��ادف��ی ب��ردار گ��ر ا .١٣.١.١ م��لاح��ظ��ه

اس��ت. NSD ،(Xi١ , Xi٢ , . . . , Xim) گ��اه آن ب��اش��د، {١,٢, . . . ,m} از

�ر ه� �رای ب� �اه گ� آن �د، �اش� ب� NSD ،(X١, X٢, . . . , Xm) �ی �ادف� �ص� ت� �ردار ب� �ر گ� ا .١۴.١.١ �ه �ظ� �لاح� م�

اس��ت. NSD ،(Xi١ , Xi٢ , . . . , Xin) ت��ص��ادف��ی ب��ردار ،٢ ≤ n ≤ m ک��ه ١ ≤ i١ ≤ i٢ ≤ · · · ≤ in

ت��ص��ادف��ی ب��ردار دو Y = (Y١, Y٢, . . . , Yn) و X = (X١, X٢, . . . , Xm) ک��ن��ی��د ف��رض .١۵.١.١ م��لاح��ظ��ه

NSD �ی��ز ن� (X١, X٢, . . . , Xm, Y١, Y٢, . . . , Yn) �اه گ� آن �ن��د، �اش� ب� NSD ،Y و X گ��ر ا �ن��د. �اش� ب� �ق��ل �ت� م��س�

اس��ت.

�اه گ� آن �د، �اش� ب� NA ،(X١, X٢, . . . , Xm) �ر گ� ا (٢٠٠۴ �و، �لات� گ� وا و �دز �ی� �وف� �ت� �س� �ری� (ک� .١۶.١.١ �م ل�

اس��ت. NSD ،(X١, X٢, . . . , Xm)

ض��ع��ی��ف م��ن��ف��ی واب��س��ت��گ��ی ٣.١.١

�ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� �ه ب� �ه ک� �ت اس� �ه �ت� �س� واب� �ی �ادف� �ص� ت� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� از رده �ک ی� �م، �ی� �ن� �ی�ک� م� �اره اش� آن �ه ب� �ه ک� �ری �گ� دی� �وم �ه� �ف� م�

�رای ب� �ه �ت� �س� واب� �ادف��ی ت��ص� �ای �ره� �ب� �غ� �ت� م� از رده ای��ن اس��ت. �وم �وس� م� (WND) �ی��ف١ �ع� ض� �ف��ی �ن� م� �ه �ت� �س� واب� �ادف��ی ت��ص�

ش��د. ارای��ه (٢٠٠٨) ه��م��ک��اران و رن��ج��ب��ر ت��وس��ط ب��ار اول��ی��ن

ت��وام اح��ت��م��ال چ��گ��ال��ی ت��اب��ع دارای Xn و . . . ،X٢ ،X١ ت��ص��ادف��ی م��ت��غ��ی��ره��ای ک��ن��ی��د ف��رض .١٧.١.١ ت��ع��ری��ف

�ر گ� ا �د، �ن� �اش� ب� i = ١,٢, . . . , n ،fXi
(·) و fX١,X٢,...,Xn(·) �ی��ب �رت� ت� �ه ب� �ه�ای �ی� �اش� ح� �ال �م� �ت� اح� �ی �ال� �گ� چ� �ع �واب� ت� و

ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د، داش��ت��ه وج��ود M ≥ ١ ث��اب��ت ض��ری��ب ،xn و . . . ،x٢ ،x١ ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ب��رای

fX١,X٢,...,Xn(x١, x٢, . . . , xn) ≤M

n∏
i=١

fXi
(xi),

ن��ام��ن��د. ض��ع��ی��ف م��ن��ف��ی واب��س��ت��ه را Xn و . . . ،X٢ ،X١ ت��ص��ادف��ی م��ت��غ��ی��ره��ای

�ه ک� �ردارد ب� در را �ی �ادف� �ص� ت� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� از �ی �زرگ� ب� �ه �ت� دس� �ی��ف، �ع� ض� �ی �ف� �ن� م� �ه �ت� �س� واب� �ی �ادف� �ص� ت� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� رده

م��ی�ب��اش��د. ن��ی��ز (M = ١) م��س��ت��ق��ل ت��ص��ادف��ی م��ت��غ��ی��ره��ای دن��ب��ال��ه ش��ام��ل

١Weakly negative dependent
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ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. �م�ن��رم��ال١ �ی� ن� ت��وام ت��وزی��ع �ا ب� ت��ص��ادف��ی ب��ردار ی��ک (X, Y ) �ی��د �ن� ک� ف��رض .١٨.١.١ �ث��ال م�

ب��ا اس��ت ب��راب��ر (X,Y ) ت��وام چ��گ��ال��ی ت��اب��ع

fX,Y (x, y) =
٢

π
√
١− ρ٢

exp
{
− ١
١)٢− ρ٢)

(x٢ + y٢ − ٢ρxy)
}
, x, y > ٠.

از اس��ت ع��ب��ارت (Y (ی��ا X ح��اش��ی��ه�ای چ��گ��ال��ی ت��اب��ع ه��م��چ��ن��ی��ن

fX(x) =

√
٢
π
exp

{
− x٢

٢
}
, x > ٠.

گ��اه آن ،−١ < ρ ≤ ٠ گ��ر ا

fX,Y (x, y)

fX(x)fY (y)
=

١√
١− ρ٢

exp
{
− ρ٢

١)٢− ρ٢)
(x٢ + y٢) +

ρ

١− ρ٢
xy

}
≤ ١√

١− ρ٢
.

ب��ن��اب��رای��ن

fX,Y (x, y) ≤MfX(x)fY (y),

اس��ت. WND ،(X, Y ) ب��ن��اب��رای��ن .M =
١√

١− ρ٢
> ١ آن، در ک��ه

م��ت��ع��ل��ق fX,Y (x, y) ت��وام اح��ت��م��ال چ��گ��ال��ی ت��اب��ع ب��ا ت��ص��ادف��ی ب��ردار ی��ک (X, Y ) ک��ن��ی��د ف��رض .١٩.١.١ م��ث��ال

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ٢FGM خ��ان��واده ب��ه

fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y)[١+ α(١− ٢FX(x))(١− ٢FY (y))], x, y ∈ R, −١ ≤ α ≤ ١,

و Y و X �ه�ای �ی� �اش� ح� �ال �م� �ت� اح� �ی �ال� �گ� چ� �ع �واب� ت� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� FY (y) و FX(x) ،fY (y) ،fX(x) آن، در �ه ک�

داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان راح��ت��ی ب��ه ط��رف��ی از م��ی�ب��اش��ن��د. Y و X ح��اش��ی��ه�ای ت��وزی��ع ت��واب��ع

|١+ α(١− ٢FX(x))(١− ٢FY (y))| ≤ ١+ |α|.

١Half-normal ٢Farlie–Gumbel–Morgenstern family
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ب��ن��اب��رای��ن

fX,Y (x, y) ≤MfX(x)fY (y),

اس��ت. WND ،(X,Y ) ن��ت��ی��ج��ه در .M = ١+ |α| ک��ه ط��وری ب��ه

گ��اه: آن ب��اش��ن��د، ض��ع��ی��ف م��ن��ف��ی واب��س��ت��ه ت��ص��ادف��ی م��ت��غ��ی��ره��ای Xn و . . . ،X٢ ،X١ ک��ن��ی��د ف��رض .٢٠.١.١ ل��م

.١

FX١,X٢,...,Xn(x١, x٢, . . . , xn) ≤M
n∏

i=١
Fi(xi)

.٢

E
( n∏

i=١
h(Xi)

)
≤M

n∏
i=١

E(h(Xi)),

ح��اش��ی��ه�ای ت��وزی��ع ت��واب��ع و ت��وام ت��وزی��ع ت��اب��ع ت��رت��ی��ب ب��ه i = ١,٢, . . . , n ،Fi(·) و FX١,X٢,...,Xn(·) آن، در ک��ه

اس��ت. ن��ام��ن��ف��ی و م��ق��دار ح��ق��ی��ق��ی ت��اب��ع��ی h(·) و م��ی�ب��اش��ن��د Xn و . . . ،X٢ ،X١ ت��ص��ادف��ی م��ت��غ��ی��ره��ای

ی��م، دار WND ت��ص��ادف��ی م��ت��غ��ی��ره��ای ت��ع��ری��ف اس��اس ب��ر ب��ره��ان.

.١

FX١,X٢,...,Xn(x١, x٢, . . . , xn) =

∫ x١

−∞

∫ x٢

−∞
. . .

∫ xn

−∞
fX١,X٢,...,Xn(t١, t٢, . . . , tn)dt١dt٢ . . . dtn

≤
∫ x١

−∞

∫ x٢

−∞
. . .

∫ xn

−∞
M

n∏
i=١

fXi
(ti)dt١dt٢ . . . dtn

=M

n∏
i=١

∫ xi

−∞
fXi

(ti)dti

=M

n∏
i=١

Fi(xi).
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.٢

E
( n∏

i=١
h(Xi)

)
=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
. . .

∫ +∞

−∞

n∏
i=١

h(xi)fX١,X٢,...,Xn(x١, x٢, . . . , xn)dx١dx٢ . . . dxn

≤
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
. . .

∫ +∞

−∞
M

n∏
i=١

h(xi)
n∏

i=١
fXi

(xi)dx١dx٢ . . . dxn

=M
n∏

i=١

∫ +∞

−∞
h(xi)fXi

(xi)dxi

=M

n∏
i=١

E(h(Xi)).

م��ارت��ی��ن��گ��ل ٢.١

و (Ω,F , P ) �ال �م� �ت� اح� �ای �ض� ف� در �ی �ادف� �ص� ت� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� از �ه�ای �ال� �ب� دن� . . . و X٢ ،X١ �ر گ� ا .١.٢.١ �ری��ف �ع� ت�
�ل١ �گ� �ن� �ی� �ارت� م� {(Xn,Fn);n ≥ ١} �ه �ال� �ب� دن� �د، �ن� �اش� ب� F در �ا �دان�ه� �ی� م� �ا �م� �گ� �ی� س� از �ه�ای �ال� �ب� دن� . . . و F٢ ،F١

ب��اش��ن��د: ب��رق��رار زی��ر ش��رای��ط ،n ≥ ١ ه��ر ب��رای گ��ر ا اس��ت،

.Fn ⊂ Fn+١ .١

ب��اش��د. ان��دازه�پ��ذی��ر Fn در Xn .٢

.E(|Xn|) <∞ .٣

.E(Xn+١|Fn) = Xn .۴

�ر ه� �رای ب� و �ت اس� �رار �رق� ب� �ف �ری� �ع� ت� اول �رط ش� �ه ک� �ت اس� �ح واض� ،Fn = σ(X١, X٢, . . . , Xn) �ر گ� ا

،A ∈ Fn∫
A

Xn+١dP =

∫
A

XndP. (٢.١)

١Martingale
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،k > ١ ب��رای ب��ن��اب��رای��ن

∫
A

XndP =

∫
A

Xn+١dP = · · · =
∫
A

Xn+kdP.

ن��ت��ی��ج��ه در

E(Xn+k|Fn) = Xn.

گ��اه آن ،A = Ω ،(٢.١) راب��ط��ه در گ��ر ا

E(X١) = E(X٢) = . . . .

�ری��ف �ع� ت� اول ش��رط �ه س� �اه �رگ� ه� اس��ت، Fn �ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� �گ��ل١ �ن� �ی� �ارت� �رم� زی� ،Xn �ادف��ی �ص� �رت� �ی� �غ� �ت� م� .٢.٢.١ �ری��ف �ع� ت�

ب��اش��ی��م: داش��ت��ه ۴ ش��رط ج��ای ب��ه و ب��اش��ن��د ب��رق��رار ١.٢.١

E(Xn+١|Fn) ≥ Xn.

،A ∈ Fn ه��ر ب��رای ،Fn = σ(X١, X٢, . . . , Xn) گ��ر ا م��ش��اب��ه، اس��ت��دلال ∫ب��ا
A

Xn+١dP ≥
∫
A

XndP.

،k > ١ ه��ر ب��رای گ��اه آن ،A = Ω گ��ر ا ه��م��چ��ن��ی��ن

E(Xn+k|Fn) ≥ Xn,

و

E(X١) ≤ E(X٢) ≤ . . . .

،F٢ ،F١ �ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� �ل �گ� �ن� �ی� �ارت� م� . . . ،X٢ ،X١ �ه �ال� �ب� دن� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (١٩٩۵ �ی، �ل� �س� �گ� �ن� �ی� �ل� (ب� .٣.٢.١ �ه �ی� �ض� ق�

١Submartingale
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،ϕ(X١) �ه �ال� �ب� دن� �اه گ� آن �اش��د، ب� �ر �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� ϕ(Xn) ،n ≥ ١ �ر ه� ب��رای �ر گ� ا �د. �اش� ب� �ح��دب م� �ع��ی �اب� ت� ϕ و . . .

اس��ت. . . . ،F٢ ،F١ ب��ا م��ت��ن��اظ��ر زی��رم��ارت��ی��ن��گ��ل . . . ،ϕ(X٢)

،F٢ ،F١ ب��ا م��ت��ن��اظ��ر زی��رم��ارت��ی��ن��گ��ل . . . ،X٢ ،X١ دن��ب��ال��ه ک��ن��ی��د ف��رض (١٩٩۵ (ب��ل��ی��ن��گ��س��ل��ی، .۴.٢.١ ق��ض��ی��ه

دن��ب��ال��ه گ��اه آن ب��اش��د، ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر ϕ(Xn) ،n ≥ ١ ه��ر ب��رای گ��ر ا ب��اش��د. ن��ان��زول��ی و م��ح��دب ت��اب��ع��ی ϕ و . . .

اس��ت. . . . ،F٢ ،F١ ب��ا م��ت��ن��اظ��ر زی��رم��ارت��ی��ن��گ��ل . . . ،ϕ(X٢) ،ϕ(X١)

دوخ��ط��ی و دوم درج��ه ش��ک��ل�ه��ای ٣.١

م��ت��غ��ی��ر ت��ع��دادی از دوم درج��ه ه��م��گ��ن٢ چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ی��ک ری��اض��ی��ات، در دوم١ درج��ه ش��ک��ل ی��ک ک��ل��ی ط��ور ب��ه

�ه ب� �د. �ن� �اش� ب� �ان �س� �ک� ی� آن �ای �ه�ه� �ل� �م� ج� �ه درج� �ه ک� اس��ت �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �ن، �گ� �م� ه� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� ی��ک از �ور �ظ� �ن� م� اس��ت.

م��ث��ال ع��ن��وان

۴x٢ + ٢xy − ٣y٢,

اس��ت. y و x م��ت��غ��ی��ره��ای از دوم درج��ه ش��ک��ل ی��ک

�ردار ب� روی R : Rn → R دوم �ه درج� �ع �اب� ت� �د. �اش� ب� n × n �س �ری� �ات� م� �ک ی� A = (aij) �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

ص��ورت ب��ه ک��ه xxx = (x١, · · · , xn)

R(xxx) = xxx′Axxx =
n∑

i=١

n∑
j=١

aijxixj (٣.١)

�رض ف� �ه، �ال� �س� م� �ت �ی� �ل� ک� از �ن �ت� �اس� ک� �دون ب� �ود. �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� A �ری��س �ات� م� �ا ب� دوم �ه درج� �ل �ک� ش� �ود، �ی�ش� م� �ف �ری� �ع� ت�

،(٣.١) راب��ط��ه در �ی��م م��ی�ت��وان� �ب��اش��د، ن� �ق��ارن �ت� م� A گ��ر ا �ی��د ب��اش� �ه �ت� داش� ت��وج��ه اس��ت. �ق��ارن �ت� م� Aات��ری��س� م� �ی��م �ن� م��ی�ک�

زی��را ک��ن��ی��م، A ج��ای��گ��زی��ن را A+ A′

٢ م��ت��ق��ارن م��ات��ری��س

xxx′Axxx = xxx′A′xxx = xxx′(
A+ A′

٢ )xxx.

١Quadratic form ٢Homogeneous polynomial



١٢ اول��ی��ه م��ف��اه��ی��م

�ی٣ �ای� �ن� �ب� �ه�م� س� و �ی �ت� �ال� دوح� �ا ی� �ی٢ دودوی� ، �ی١ �ان� �گ� ی� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� �ر �ی� �غ� �ت� م� �ه س� و دو ی��ک، �رای ب� دوم �ه درج� �ل �ک� ش�

م��ی�ب��اش��ن��د: زی��ر ص��ورت ب��ه و م��ی�ش��ون��د ن��ام��ی��ده

R(x) = ax٢ (ی��گ��ان��ی�)

R(x, y) = ax٢ + bxy + cy٢ (دودوی��ی�)

R(x, y, z) = ax٢ + by٢ + cz٢ + dxy + exz + fyz (س��ه�م��ب��ن��ای��ی�)

ه��س��ت��ن��د. دوم درج��ه ش��ک��ل�ه��ای ث��اب��ت ض��رای��ب f و · · · ،b ،a ب��الا، رواب��ط در

ن��ظ��ری��ه ب��ه م��ی�ت��وان ن��م��ون��ه ب��رای دارن��د، ک��ارب��رد �ی��ات ی��اض� ر ش��اخ��ه�ه��ای از �ی��اری ب��س� در دوم درج��ه ش��ک��ل�ه��ای

ک��رد. اش��اره دی��ف��ران��س��ی��ل ه��ن��دس��ه و م��ت��ع��ام��د) (گ��روه�ه��ای گ��روه�ه��ا ن��ظ��ری��ه ج��ب��رخ��ط��ی، اع��داد،

�ان �ی� ب� �ا۴ �رم� ف� �ه �ی� �ض� ق� �ردد. �ی�گ� �رم� ب� �ش �ی� پ� �رن ق� �ن �دی� �ن� چ� �ه ب� �ات �ی� �اض� ری� در دوم �ه درج� �ای �ل�ه� �ک� ش� از �اده �ف� �ت� اس�

ی��اف��ت��ن م��س��ال��ه ی��ا ه��س��ت��ن��د ص��ح��ی��ح اع��داد y و x ک��ه ن��وش��ت x٢+ y٢ ص��ورت ب��ه را اول اع��داد م��ی�ت��وان ک��ه م��ی�ک��ن��د

گ��وپ��ت��ا۵، ب��ره��م��ا م��ی��لادی، ۶٢٨ س��ال در ش��د. م��ط��رح م��س��ی��ح م��ی��لاد از ق��ب��ل دوم ه��زاره در ک��ه ف��ی��ث��اغ��ورس س��ه�ت��ای��ی

م��ع��ادل��ه ح��ل آن�ه��ا، م��ه��م��ت��ری��ن داد. ان��ج��ام دوم درج��ه ش��ک��ل�ه��ای زم��ی��ن��ه در زی��ادی ت��ح��ق��ی��ق��ات ه��ن��دی، ی��اض��ی��دان ر

�ر۶، �ک� �رون� ب� �ه �وج� ت� �ورد م� �ه �ال� �س� م� �ن ای� �ا اروپ� در دارد. �راوان ف� �رد ب� �ار ک� �ازی �ه�س� �ن� �ی� �ه� ب� در �ه ک� �ت اس� x٢ − ny٢ = c

�وان �ن� ع� �ت �ح� ت� �ی �اب� �ت� ک� �ی، �ان� �م� آل� �ک�دان �زی� �ی� ف� و �ی�دان �اض� ری� ،(١٨٠١) �اوس گ� �ت. �رف� گ� �رار ق� �ژ٨ �ران� گ� لا و �ر٧ �ل� اوی�

اخ��ت��ص��اص ص��ح��ی��ح اع��داد روی دوم درج��ه ش��ک��ل�ه��ای ب��ه آن از ع��م��ده�ای ب��خ��ش ک��ه ک��رد م��ن��ت��ش��ر ری��اض��ی م��س��ای��ل

اس��ت. ش��ده� ان��ج��ام دوم درج��ه ش��ک��ل�ه��ای زم��ی��ن��ه در زی��ادی ت��ح��ق��ی��ق��ات ک��ن��ون، ت��ا زم��ان آن از اس��ت. ی��اف��ت��ه

�ده ش� �ه ارای� (١٩٩٢) �ت �روس� پ� و �ی �ه� �ت� م� �ط �وس� ت� دوم �ه درج� �ای �ل�ه� �ک� ش� �ه �ری� �ظ� ن� �اری آم� �ای �ه�ه� �ب� �ن� ج� از �ی �رخ� ب�

و �س �ی� �وک� (رپ� �ت اس� �ذاری �دگ� ک� �ه �ری� �ظ� ن� �ار، آم� �ه �ن� �ی� زم� در دوم �ه درج� �ای �ل�ه� �ک� ش� �ای �رده� �ارب� ک� از �ی �ک� ی� �ت. اس�

و (٢٠٠٠ آن، و �ائ��و (گ� �ادف��ی ت��ص� �ن��ده��ای �رآی� ف� در دوم درج��ه ش��ک��ل�ه��ای �ری��ه ن��ظ� �ی��ن �ن� �م��چ� ه� .(٢٠٠٨ �م��ک��اران، ه�

م��ی�گ��ی��رد. ق��رار اس��ت��ف��اده م��ورد (٢٠١٠ ام��ان�ال��ل��ه، و (ب��ائ��و اق��ت��ص��ادس��ن��ج��ی

�ای �رداره� ب� روی S : Rn × Rn → R �ع �اب� ت� �د، �اش� ب� n × n �ی �س� �ری� �ات� م� A = (aij) �ر گ� ا

�ا ب� �ی٩ �ط� دوخ� �ل �ک� ش� �ود، �ی�ش� م� �ف �ری� �ع� ت� �ر زی� �ورت ص� �ه ب� �ه ک� yyy = (y١, · · · , yn) و xxx = (x١, · · · , xn)

١Unary ٢Binary ٣Ternary ۴Fermat’s theorem ۵Brahmagupta ۶Brounker ٧Euler ٨Lagrange
٩Bilinear form


