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کامپیوتر و ریاضͬ علوم دانشͺده اهواز چمران شهید دانشͽاه:
١١٩ صفحات: تعداد ١٣٩٢ فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

F−فضا، z−باز، تابع متمم�صفرمجموعه�نͽهدار، تابع باز، تابع کلیدی: واژگان
متناهͬ رتبه SV−فضا،

چͺیده
ͬͽهمسای هر برای هرگاه مͬ�نامیم، z−باز را Y به X توپولوژی فضای از f تابع
ͬͽهمسایͷی f(H) تصویر ،X در Z یͷصفرمجموعه�ی Hبرای متمم�صفرمجموعه�ای
برای هرگاه دارد، z−تفͺی�ͷپذیری ویژگͬ f مͬ�گوییم باشد. Y در clY (f(Z)) برای
ͷی ،U ⊆ Z ⊆ V که X در Z صفرمجموعه�ی و V و U متمم�صفرمجموعه�ی دو

.f(U) ⊆ Z ′ ⊆ f(V ) که باشد داشته وجود Y در Z ′ صفرمجموعه�ی
متمم�صفرمجموعه�ها به را متمم�صفرمجموعه�ها هرگاه است، z−باز پوشا، تابع ͷی

باشد. z−تفͺی�ͷپذیری ویژگͬ دارای و کند تصویر
به را متمم�صفرمجموعه�ها که را توابعͬ دیͽر و z−باز توابع پایان�نامه، این در
ͷی f اگر که مͬ�دهیم نشان مͬ�کنیم. بررسͬ مͬ�کنند، تصویر متمم�صفرمجموعه�ها
برای موضوع این از است. باز آن ͷاستون-چ تعمیم آن�گاه باشد، z−باز و پیوسته تابع
z−باز و پیوسته توابع تحت که F−فضاها به مربوط ویژگͬ�های از بعضͬ دادن نشان

مͬ�شود. استفاده مͬ�شوند، حفظ
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චاری... ণپاس໋�
اوঠࡱتජ໑اشࢁদඟوآن�وراඵේज़భرૼن৩ھاد.

درخواست نشانه�ی به را دستانم که هنͽام آن را مهربانیش کنم، فراموش چͽونه را خداوند
تا مͬ�کرد لبریز حضورت از مرا و مͬ�بارید حͺیمانه چنان لطفت و مͬ�کردم بلند بارگاهت به
ستایش�هایم که مͬ�دانم و نتوانم مهم این بر که را تو گویم شͺر چͽونه و نͺنم تنهایͬ احساس
ارج مرا شͺر زبان کرامتت و بزرگواری چند هر نیست بیش ذره�ای وجودت عظمت برابر در
بابت و مͬ�دارم دوست را تو که است این مͬ�نشیند زبانم بر که چیزی تنها خداوندا مͬ�نهد.

سپاس�گزارم. چیز همه
پروفسور آقای جناب خود، راهنمای اساتید بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
قدردانͬ و تشͺر صمیمانه آذرپناه، فریبرز پروفسور آقای جناب و کرمزاده شهنͬ علͬ امید

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم
فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که اعتبار معصومه دکتر خانم سرکار از
کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی آماده در و

دارم. را امتنان
سید دکتر و هدایتیان سینا دکتر خصوصاً مهربانم اساتید تمامͬ از که مͬ�دانم لازم همچنین
کم�ͷهای با تحصیل طول تمامͬ در که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه زاده هاشمͬ جمال
فراهم اینجانب پیشرفت برای را زمینه و داده قرار عنایت و لطف مورد مرا خود شائبه�ی بͬ

آورده�اند.
پربار و شͺفتن در سال سالیان مͬ�کنم، تشͺر وجود تمام با عزیزم مادر و پدر از پایان در
مرا اندیشه�ی مروتشان و صبر پاکͬ، تمام با و کرده�اند تلاش من زندگͬ درخت نمودن
راهم که اکنون و کرد آشنا آن�ها با مرا زندگیم اوان بر خداوند که مخلوقاتͬ نموده�اند. روشن
در که امیدوارم کنم. درک اندکͬ را منزلتشان توانسته�ام حدی تا شد واضح�تر و شیرین�تر
بͬ�شائبه�شان زحمات از ناچیز چند هر ذره�ای و باشم آن�ها دستان عصای بتوانم راه ادامه�ی

نمایم. جبران را

۱۳۹۲وख़༙یدی
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٢ پیشͽفتار

این اساسͬ ویژگͬ و مͬ�دهیم شرح کردیم، تعریف که را توابعͬ میان ارتباط دوم، فصل در

و پیوسته تابع ͷی f : X → Y اگر که مͬ�دهیم نشان سوم، فصل در مͬ�کنیم. بیان را توابع

تابع روی را شرطͬ و مͬ�باشد باز βY به βX از آن ͷاستون-چ تعمیم آن�گاه باشد، z−باز

z−باز اگر تنها و اگر است، باز آن ͷاستون-چ تعمیم آن تحت که مͬ�دهیم ارائه پیوسته

تعریف پیوسته�ی و باز توابع که مͬ�پردازیم حقیقت این بیان به سوم فصل ادامه�ی در باشد.

نتایج و مͬ�کنند حفظ را F−فضا ویژگͬ به مربوط ویژگͬ چندین فشرده فضاهای روی شده

متناهͬ طور به فضاهای F−فضاها، پیوسته، و z−باز توابع که مͬ�دهد نشان سوم فصل

F−فضاها شبه و متناهͬ رتبه�ی با فضاهای دو، رتبه�ی از حداکثر با فضاهای SV ، F−فضا

مͬ�کنند. حفظ را



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

به توپولوژی مفاهیم و جبری قضایای و تعاریف از مختصری ارائه�ی با فصل این در

فصل، ادامه�ی در مͬ�پردازیم. پایان�نامه این بعدی مباحث مطالعه�ی برای لازم ابزار معرفͬ

آن؛ روی حقیقͬ پیوسته�ی توابع حلقه�ی خواصجبری و X فضای توپولوژی خواص ارتباط

مͬ�کنیم. بیان را است پیوسته توابع حلقه�ی اساسͬ مبحث که C(X) یعنͬ،

جبری مفاهیم ١.١

پایان�نامه این حلقه�های کلیه�ی و فرضمͬ�کنیم شده دانسته را زیرحلقه و حلقه مفهوم ابتدا در

مͬ�گیریم. نظر در یͺدار را

روی جزئͬ ترتیب ͷی ≤ و ناتهͬ و دلخواه مجموعه�ی ͷی S کنید فرض .١.١.١ تعریف

باشیم: داشته ،a, b, c ∈ S هر برای یعنͬ، باشد؛ آن

a؛ ≤ a (١

a؛ = b آن�گاه ،b ≤ a و a ≤ b اگر (٢

.a ≤ c آن�گاه ،b ≤ c و a ≤ b اگر (٣

عضو دو هر که صورتͬ در و مͬ�نامیم جزئͬ مرتب مجموعه�ی ͷی را (S,≤)صورت این در

٣



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

ͷی را (S,≤) آن�گاه ،b ≤ a یا a ≤ b ،a, b ∈ S هر برای یعنͬ، باشند؛ مقایسه�پذیر S دلخواه

مͬ�گوییم. (زنجیر) کلͬ مرتب مجموعه�ی

در زنجیر هر که باشد ناتهͬ جزئͬ مرتب مجموعه�ی ͷی S هرگاه زورن). (لم ٢.١.١ لم

معادل، طور به و است ماکسیمال عضو دارای S آن�گاه باشد، داشته S در بالایͬ کران S

داشته S در پایینͬ کران S در زنجیر هر که باشد ناتهͬ جزئͬ مرتب مجموعه�ی ͷی S هرگاه

است. مینیمال عضو دارای S آن�گاه باشد،

:R حلقه�ی از a عنصر باشد. صفر مخالف واحد با حلقه�ای R کنید فرض .٣.١.١ تعریف

R ناصفر عنصر هر هرگاه باشد. R در ضربͬ معͺوس دارای اگر است، R یͺه�ی ͷی (١

مͬ�نامیم؛ بخشͬ حلقه�ی ͷی را R آن�گاه باشد، یͺه

an؛ = ٠ که باشد موجود n طبیعͬ عدد هرگاه است، پوچتوان (٢

.sa = ٠ که باشد داشته وجود ٠ ̸= s ∈ R اگر است، R صفر راست علیه مقسوم (٣

و راست علیه مقسوم که عنصری مͬ�شود. تعریف مشابه طور به صفر چپ علیه مقسوم

مͬ�نامیم. صفر علیه مقسوم را باشد صفر چپ

که است صفر مخالف واحد با تعویض�پذیر حلقه�ی ͷی D صحیح دامنه�ی .۴.١.١ تعریف

باشد. نداشته صفر علیه مقسوم

است. تعویض�پذیر بخشͬ حلقه�ی ͷی میدان، هر .۵.١.١ تعریف

به هرگاه است، همریختͬ ͷی R′ حلقه�ی توی به R حلقه�ی از ϕ نͽاشت .۶.١.١ تعریف

.ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) و ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b) باشیم داشته a, b ∈ R هر ازای

زیرحلقه�ی باشد. حلقه�ها همریختͬ ͷی ϕ : R → R′ نͽاشت کنید فرض .٧.١.١ تعریف

مͬ�شود. داده نشان Kerϕ با و است ϕ هسته�ی R از ϕ−[′٠]١ = {r ∈ R : ϕ(r) = ٠′}



۵ جبری مفاهیم .١.١

همچنین .Ker(ϕ) = {٠} اگر تنها و اگر مͬ�باشد، ͷی به ͷی نͽاشت ͷی ϕ که است واضح

بود. خواهد ϕ تصویر که است R′ از زیرحلقه�ای Imϕ = {ϕ(r) ∈ R′ : r ∈ R}

یͺریختͬ ͷی ϕ آن�گاه باشد، حلقه�ها همریختͬ ͷی ϕ : R → R′ هرگاه .٨.١.١ قضیه

مͬ�کند. القا را R
Kerϕ

∼= Imϕ مانند حلقه�ها

هرگاه مͬ�نامیم، (راست) چپ ایدآل ͷی را R حلقه�ی از I زیرمجموعه�ی .٩.١.١ تعریف

حلقه�ی در I اگر .(xr ∈ I) rx ∈ I ،r ∈ R هر و x ∈ I هر برای و باشد R زیرحلقه�ی I

برابر حلقه با ایدآلͬ چنانچه مͬ�نامیم. R حلقه�ی ایدآل را آن باشد، چپ و راست ایدآل R

مͬ�گوییم. (محض) سره ایدآل را آن نباشد،

ایدآل�های آن�ها به که مͬ�باشند ایدآل دو R و (٠) ،R حلقه�ی در است واضح .١٠.١.١ مثال

مͬ�شود. گفته حلقه بدیهͬ

و M ̸= R که است M مانند ایدآلͬ R حلقه�ی ماکسیمال ایدآل ͷی .١١.١.١ تعریف

ایدآل M همچنین و باشد نداشته وجود M شامل حقیقت در و R از N سره�ی ایدآل هیچ

وجود g ∈ R ،f ∈ R\M هر برای اگر تنها و اگر است، R تعویض�پذیر حلقه�ی ماکسیمال

.١− fg ∈ M که باشد داشته

هر واقع، در است. ماکسیمال ایدآل ͷی دارای یͺدار حلقه�ی هر (کرول). ١٢.١.١ قضیه

مͬ�باشد. ماکسیمال ایدآل ͷی مشمول R در سره ایدآل

مͬ�شود. ثابت زورن لم از استفاده با برهان.

به هرگاه است، اول ایدآل ͷی ،R تعویض�پذیر حلقه�ی در P ̸= R ایدآل .١٣.١.١ تعریف

.b ∈ P یا a ∈ P بͽیریم نتیجه ab ∈ P که a, b ∈ R هر ازای



۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

R در ایدآل ͷی N ̸= R و بوده واحد با تعویض�پذیر حلقه�ی R کنید فرض .١۴.١.١ قضیه

R در اول ایدآل ͷی N اگر تنها و اگر است، صحیح دامنه�ی ͷی R
N
صورت این در باشد.

باشد.

است، ماکسیمال R از M ایدآل واحد، با R تعویض�پذیر حلقه�ی ازای به .١۵.١.١ نͺته

باشد. میدان R
M
اگر تنها و اگر

اول ایدآل ͷی واحد، با R تعویض�پذیر حلقه�ی در ماکسیمال ایدآل هر .١۶.١.١ نتیجه

است.

،I = R صورت این در باشد. R از ایدآلͬ I و یͺدار حلقه�ی R کنید فرض .١٧.١.١ قضیه

باشد. یͺال عنصر ͷی شامل I اگر تنها و اگر

آن�ها از ͷی هیچ که باشند چنان R حلقه�ی در Q و P اول ایدآل�های هرگاه .١٨.١.١ لم

نیست. اول P ∩Q آن�گاه نباشد، دیͽری شامل

Spec(R) با را R تعویض�پذیر حلقه�ی اول ایدآل�های تمام مجموعه�ی (١ نمادگذاری.

مͬ�دهیم؛ نمایش

مͬ�دهیم قرار صورت این در باشد. R در ایدآلͬ I و حلقه ͷی R کنید فرض (٢
√
I = rad(I) = {r ∈ R : rn ∈ I , ∃n ∈ N}.

.
√
I = ∩I⊆P∈Spec(R)P آن�گاه باشد، R در ایدآل ͷی I و حلقه ͷی R هرگاه .١٩.١.١ قضیه

ایدآل مینیمال اول ایدآل ͷی را R تعویض�پذیر حلقه�ی در P اول ایدآل .٢٠.١.١ تعریف

.I ⊆ P ′ ⊆ P که نباشد موجود P ′ مانند اولͬ ایدآل و I ⊆ P هرگاه مͬ�نامیم، I سره�ی

در مͬ�دهیم. نمایش Min(I) با را I سره�ی ایدآل مینیمال اول ایدآل�های تمام مجموعه�ی

ایدآل�های مجموعه�ی را آن و مͬ�دهیم Min(R)نشان با (٠)Minرا ،I = ٠ خاصکه حالت

مͬ�نامیم. R حلقه�ی مینیمال اول



٧ توپولوژی مفاهیم .٢.١

باشد Q اول ایدآل در مشمول سره ایدآل ͷی I و حلقه ͷی R کنید فرض .٢١.١.١ گزاره

.I ⊆ P ⊆ Q که دارد وجود R از P مینیمال اول ایدآل صورت این در .(I ⊆ Q)

بود. خواهد مینیمال اول ایدآل ͷی شامل ،R حلقه�ی در اول ایدآل هر .٢٢.١.١ نتیجه

توپولوژی مفاهیم ٢.١

نرمال، هاسدورف، فشرده، فضاهای و مقدماتͬ مفاهیم به نͽاهͬ گذرا طور به بخش، این در

ͷی ͬͽهمسای ،ͬͽپیوست مفاهیم و مͬ�پردازیم نقطه�ای ͷت فشرده�سازی و موضعͬ فشرده

مͬ�کنیم. فرض شده دانسته را حاصل�ضربͬ توپولوژی و زیرپایه و پایه نقطه،

توانͬ مجموعه�ی P(X) و (ناتهͬ) دلخواه مجموعه�ی ͷی X کنید فرض .١.٢.١ تعریف

هرگاه مͬ�نامیم، X روی توپولوژی ͷی را T ⊆ P(X) گردایه�ی باشد، آن

,X؛ ∅ ∈ T (١

باشد؛ بسته متناهͬ اشتراک تحت T دیͽر عبارت به .A∩B ∈ T آن�گاه ،A,B ∈ T اگر (٢

T دیͽر عبارت به .∪α∈SAα ∈ T آن�گاه ،Aα ∈ T باشیم داشته α ∈ S هر برای اگر (٣

باشد. بسته دلخواه اجتماع تحت

(X, T ) صورت به و مͬ�گوییم توپولوژی فضای ͷی را T توپولوژی با همراه X مجموعه�ی

مͬ�دهیم. نشان X با خلاصه طور به یا و

Ac یعنͬ، Ac؛ ∈ T هرگاه مͬ�نامیم، بسته X در را A ⊆ X زیرمجموعه�ی .٢.٢.١ تعریف

باشد. باز X در

ͷی وضوح به T = P(X) آن�گاه باشد، ناتهͬ دلخواه مجموعه�ی ͷی X اگر .٣.٢.١ مثال

هر توپولوژی این در مͬ�گوییم. مجزا یا گسسته توپولوژی را آن که است X روی توپولوژی

است. بسته و باز زیرمجموعه،
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صورت این در .A ⊆ X و باشد توپولوژی فضای ͷی (X, T ) کنید فرض نمادگذاری.

.x ∈ G ⊆ A که باشد موجود G ∈ T هرگاه مͬ�نامیم، A درونͬ نقطه�ی ͷی را x ∈ A (١

مͬ�دهیم. نشان intA یا intXA یا A◦ با را A درونͬ نقاط تمام مجموعه�ی

باشیم داشته x شامل G ∈ T هر برای هرگاه مͬ�نامیم، A بستاری نقطه�ی ͷی را x ∈ X (٢

مͬ�دهیم. نشان clA یا clXA یا A با را A بستاری نقاط تمام مجموعه�ی .G ∩ A ̸= ∅

باشیم داشته x شامل G ∈ T هر برای هرگاه مͬ�نامیم، A مرزی نقطه�ی را x ∈ X (٣

نشان δA یا Fr(A) یا br(A) با را مرزی نقاط تمام مجموعه�ی .G ∩ A ̸= ∅ و G ∩ Ac ̸= ∅

مͬ�دهیم.

صورت این در .A ⊆ X و باشد توپولوژی فضای ͷی X کنید فرض .۴.٢.١ تعریف

A؛ = X هرگاه مͬ�نامیم، چͽال X در را A ⊆ X (١

موجود x شامل G باز مجموعه�ی هرگاه مͬ�نامیم، A تنهای نقطه�ی را x ∈ X نقطه�ی (٢

.G ∩ A = {x} که باشد

باشد. تنها نقطه�اش هر اگر تنها و اگر است، گسسته X فضای .۵.٢.١ نͺته

صورت این در .A ⊆ X و باشد توپولوژی فضای ͷی X کنید فرض .۶.٢.١ تعریف

اشتراک صورت به را آن بتوان هرگاه مͬ�نامیم، Gδ−مجموعه ͷی X در را A مجموعه�ی (١

نوشت؛ X در باز مجموعه�های از شمارایͬ

اجتماع صورت به را آن بتوان هرگاه مͬ�نامیم�، Fσ−مجموعه ͷی X در را A مجموعه�ی (٢

نوشت. X در بسته مجموعه�های از شمارایͬ

صورت این در .Y ⊆ X و باشد توپولوژی فضای ͷی (X, T ) کنید فرض .٧.٢.١ تعریف

توپولوژی را توپولوژی این است. Y روی توپولوژی ͷی TY = {G∩Y : G ∈ T } گردایه�ی

مͬ�نامیم. X زیرفضای ͷی را توپولوژی این با همراه Y و گفته Y برای القایͬ یا نسبͬ
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صورت این در باشد. آن زیرفضای Y و توپولوژی فضای ͷی X کنید فرض .٨.٢.١ قضیه

باشد؛ باز X در G که H = G ∩ Y اگر تنها و اگر است، باز Y در H ⊆ Y (١

باشد؛ بسته X در K که F = K ∩ Y اگر تنها و اگر است، بسته Y در F ⊆ Y (٢

.clYE = Y ∩ (clXE) آن�گاه ،E ⊆ Y اگر (٣

کنید. مراجعه [١] مرجع به برهان.

ͷی β گردایه�ی .β ⊆ P(X) و باشد ناتهͬ مجموعه�ی ͷی X کنید فرض .٩.٢.١ تعریف

اگر است، X روی توپولوژی ͷی برای باز پایه�ی

X؛ = ∪β (١

که باشد داشته وجود B٣ ∈ β ،p ∈ B١ ∩B٢ هر و B١, B٢ ∈ β هر برای (٢

p ∈ B٣ ⊆ B١ ∩B٢.

صورت این در .F ⊆ P(X) و باشد ناتهͬ مجموعه�ی ͷی X کنید فرض .١٠.٢.١ نتیجه

اگر است، X روی توپولوژی ͷی برای بسته پایه�ی ͷی F گردایه�ی

F∩؛ = ∅ (١

.F١ ∪ F٢ ∈ F باشیم داشته F١, F٢ ∈ F هر برای (٢

در باشد. تابع ͷی f : X → Y و توپولوژی فضای دو Y و X کنید فرض .١١.٢.١ قضیه

معادل�اند: زیر احͺام صورت این

است؛ پیوسته f (١

است؛ باز X در f−١(V ) ،Y در V باز مجموعه�ی هر برای (٢

است؛ بسته X در f−١(H) ،Y در H بسته�ی مجموعه�ی هر برای (٣

.f(clXE) ⊆ clY f(E) داریم E ⊆ X هر برای (۴

کنید. مراجعه [١] مرجع به برهان.
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باشد. تابع ͷی f : X → Y و توپولوژی فضای دو Y و X کنید فرض .١٢.٢.١ تعریف

صورت این در

باز Y در f(G) ،X در G باز مجموعه�ی هر برای هرگاه مͬ�شود، نامیده باز تابع ͷی f (١

باشد؛

Y در f(E) ،X در E بسته�ی مجموعه�ی هر برای هرگاه مͬ�شود، نامیده بسته تابع ͷی f (٢

باشد. بسته

داشت خواهیم آن�گاه ،A ⊆ X و باشد بسته تابع ͷی f : X → Y اگر (١ .١٣.٢.١ نͺته

clY؛ f(A) ⊆ f(clXA)

.f(intXA) ⊆ intY f(A) داریم آن�گاه ،A ⊆ X و باشد باز تابع ͷی f : X → Y اگر (٢

باشد. پیوسته f : X → Y تابع و توپولوژی فضای دو Y و X کنید فرض .١۴.٢.١ قضیه

بود. خواهد پیوسته نیز f |A : A → Y تابع آن�گاه باشد، X زیرفضای A اگر

کنید. مراجعه [١] مرجع به برهان.

باز X در دو هر B و A و X = A∪B ،A,B ⊆ X کنید فرض چسب). (لم ١۵.٢.١ قضیه

باشند. پیوسته f |B و f |A توابع که باشد موجود f : X → Y تابع علاوه به باشند. (بسته)

است. پیوسته X فضای روی f تابع صورت این در

کنید. مراجعه [١] مرجع به برهان.

فضای ∏
α∈S Xα و توپولوژی فضای ͷی Xα ،α ∈ S هر برای اگر .١۶.٢.١ قضیه

πβ :
∏

α∈S Xα → Xβ تصویری نͽاشت ،β ∈ S هر برای آن�گاه باشد، حاصل�ضرب

است. باز و پیوسته

کنید. مراجعه [١] مرجع به برهان.
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اساس بر بلͺه نمͬ�شود، ناشͬ حقیقͬ خط مطالعه�ی از طبیعͬ طور به هاسدورف مفهوم

است. شده حاصل توپولوژی عمیق مطالعه�ی ضرورت

x, y ∈ X هر برای هرگاه مͬ�گوییم، T١ فضای ͷی را X توپولوژی فضای .١٧.٢.١ تعریف

،y ∈ H و y ̸∈ G ،x ∈ G که باشند داشته وجود X در H و G باز مجموعه�ی دو ،x ̸= y و

.x ̸∈ H

و x, y ∈ X هر برای هرگاه مͬ�گوییم، T٢ یا هاسدورف را X فضای .١٨.٢.١ تعریف

.y ∈ H و x ∈ G که باشند داشته وجود X در H و G مجزای و باز مجموعه�ی دو ،x ̸= y

بتوان را آن در متمایز نقطه�ی دو هر هرگاه است، هاسدورف فضای ͷی X دیͽر، عبارت به

کرد. جدا هم از مجزا و باز مجموعه�ی دو با

نیست. T٢ لزوماً T١ فضای هر ولͬ است T١ یͷفضای T٢ فضای هر آشͺارا .١٩.٢.١ تذکر

هاسدورف، فضای تعداد حاصل�ضربهر هاسدورفو یͷفضای زیرفضای .٢٠.٢.١ نͺته

بود. خواهد هاسدورف

این در باشد. هاسدورف Z و A ⊆ X توپولوژی، فضای ͷی X کنید فرض .٢١.٢.١ لم

g : A → Z پیوسته�ی توسیع ͷی دارای حداکثر f : A → Z پیوسته�ی تابع هر صورت

بود. خواهد

مجموعه�ی هر برای هرگاه مͬ�نامیم، منظم کاملا́ را X توپولوژی فضای .٢٢.٢.١ تعریف

که باشد داشته وجود f : X → [٠,١] پیوسته�ی تابع ،x ∈ X\A هر و X در A بسته�ی

.f(A) = {١} و f(x) = ٠

مͬ�باشد. منظم کاملا́ منظم، کاملا́ فضای هر زیرفضای که است آشͺار .٢٣.٢.١ تذکر

مͬ�نامیم. (T٣ ١
٢
(فضای تیخونوف فضای را T١ و منظم کاملا́ فضای .٢۴.٢.١ تعریف



١٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

مͬ�کنیم. فرض تیخونوف را نظر مورد توپولوژی فضاهای همه�ی پایان�نامه این در

مجموعه�ی دو هر برای هرگاه مͬ�نامیم، نرمال فضای ͷی را X فضای .٢۵.٢.١ تعریف

باشند داشته وجود X در H و G مجزای و باز مجموعه�ی دو ،X در F و E مجزای و بسته

.F ⊆ H و E ⊆ G که

مͬ�باشد. منظم کاملا́ نرمال، فضای هر که است آشͺار .٢۶.٢.١ نͺته

دو هر برای اگر تنها و اگر است، نرمال X توپولوژی فضای یوریسون). (لم ٢٧.٢.١ لم

باشد داشته وجود f : X → [٠,١] پیوسته�ی تابع ،X در F٢ و F١ مجزای و بسته مجموعه�ی

.f(F٢) = {١} و f(F١) = {٠} که

و F بسته�ی مجموعه�ی هر برای اگر تنها و اگر است، نرمال X فضای .٢٨.٢.١ قضیه

که باشد داشته وجود X در V باز مجموعه�ی ͷی ،X در F شامل U باز مجموعه�ی هر

.F ⊆ V ⊆ V ⊆ U

کنید. مراجعه [١] مرجع به برهان.

مͬ�نامیم، فشرده را A آن�گاه ،A ⊆ X و باشد توپولوژی فضای ͷی X اگر .٢٩.٢.١ تعریف

باشد. A برای متناهͬ زیرپوشش ͷی دارای A برای باز پوشش هر هرگاه

دارای را ∅ ≠ A ⊆ P(X) گردایه�ی باشد. توپولوژی فضای X کنید فرض .٣٠.٢.١ تعریف

باشد. ناتهͬ A عناصر از متناهͬ تعداد هر اشتراک هرگاه مͬ�گوییم، متناهͬ اشتراک خاصیت

.∩A ̸= ∅ مͬ�نویسیم و دارد ناتهͬ اشتراک A مͬ�گوییم آن�گاه ،∩G∈AG ̸= ∅ وقتͬ

معادل�اند: زیر احͺام ،X توپولوژی فضای برای .٣١.٢.١ قضیه

است؛ فشرده X توپولوژی فضای (١

است. ناتهͬ اشتراک دارای متناهͬ، اشتراک خاصیت با بسته مجموعه�های از گردایه هر (٢
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کنید. مراجعه [١] مرجع به برهان.

برقرارند: زیر احͺام .٣٢.٢.١ قضیه

است؛ فشرده فشرده، فضای ͷدری بسته مجموعه�ی هر (١

است. بسته هاسدورف، فضای ͷی فشرده�ی زیرمجموعه�ی هر (٢

کنید. مراجعه [١] مرجع به برهان.

است. نرمال هاسدورف، و فشرده فضای هر .٣٣.٢.١ قضیه

کنید. مراجعه [١] مرجع به برهان.

A ⊆ X و پیوسته تابع ͷی f : X → Y توپولوژی، فضای دو Y و X اگر .٣۴.٢.١ قضیه

است. فشرده Y در نیز f(A) آن�گاه باشد، فشرده X در

کنید. مراجعه [١] مرجع به برهان.

f : X → Y تابع و هاسدورف Y فضای فشرده، فضایͬ X کنید فرض .٣۵.٢.١ نͺته

است. بسته تابع ͷی f صورت این در باشد. پیوسته

،α ∈ S هر برای اگر تنها و اگر است، α∈S∏فشرده Xα حاصل�ضرب فضای .٣۶.٢.١ قضیه

باشد. فشرده Xα

کنید. مراجعه [١] مرجع به برهان.

فضای نقطه�ی ͷی از ͬͽهمسای هر اگر است، موضعͬ فشرده X فضای .٣٧.٢.١ تعریف

باشد. نقطه آن از فشرده ͬͽهمسای ͷی شامل ،X

ͬͽهمسای ͷی دارای X در نقطه هر هرگاه است، موضعͬ فشرده X فضای .٣٨.٢.١ نͺته

باشد. فشرده
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نیست فشرده که باشد موضعͬ فشرده و هاسدورف فضای X کنید فرض .٣٩.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. قرار X∗ روی را زیر توپولوژی .X∗ = X ∪ {x∗} مͬ�دهیم قرار .x∗ ̸∈ X و

است؛ باز X∗ در X∗ (١

است؛ باز نیز X∗ در X در باز مجموعه�ی هر (٢

هاسدورف و فشرده X∗ مͬ�باشد. باز نیز X∗ در است، فشرده X در A ⊆ X که X∗\A (٣

مͬ�نامیم. X نقطه�ای ͷت شده�ی فشرده را X∗ مͬ�باشد. چͽال X∗ در X همچنین است.

است. منظم کاملا́ موضعͬ، فشرده و هاسدورف فضای هر .۴٠.٢.١ گزاره

مͬ�شود. اثبات سادگͬ به نقطه�ای ͷت فشرده�سازی تعریف به توجه با برهان.

است. موضعͬ فشرده فشرده، و هاسدورف فضای هر .۴١.٢.١ گزاره

است. واضح برهان.

با R فضای مثال، عنوان به نیست. برقرار لزوماً ،۴١.٢.١ گزاره��ی عͺس مͬ�کنیم توجه

نمͬ�باشد. فشرده ولͬ است موضعͬ فشرده و هاسدورف معمولͬ، توپولوژی

است. موضعͬ فشرده موضعͬ، فشرده فضای ͷی (بسته) باز زیرفضای هر .۴٢.٢.١ نͺته

ͬͽهمسای هر آن�گاه باشد، چͽال T Xدر ⊆ T و هاسدورف T فضای هرگاه .۴٣.٢.١ قضیه

بود. خواهد T در ͬͽهمسای ͷی X در فشرده

کنید. مراجعه [٧] مرجع به برهان.

منفرد نقطه�ی ͷی p ∈ X و باشد چͽال T هاسدورف فضای در X هرگاه .۴۴.٢.١ نتیجه

بود. خواهد نیز T منفرد نقطه�ی ͷی p آن�گاه باشد، X

آن�گاه باشد، چͽال T در X و بوده هاسدورف T و موضعͬ فشرده X هرگاه .۴۵.٢.١ نتیجه

است. باز T در X



١۵ فضا ͷی روی پیوسته توابع حلقه�ی .٣.١

کنید. مراجعه [٧] مرجع به برهان.

فضا ͷی روی پیوسته توابع حلقه�ی ٣.١

پیوسته توابع حلقه�ی معرفͬ

فضای در مهم مجموعه�ی دو و شد خواهیم آشنا پیوسته توابع حلقه�ی با بخش، این در

ویژگͬ�های بیان به و کرده معرفͬ را آن�ها متمم و صفرمجموعه�ها یعنͬ، X؛ توپولوژی

مͬ�پردازیم. دارند، فراوان کاربردهای که آن�ها اساسͬ

و a, b ∈ S هرگاه باشد. جزئͬ مرتب مجموعه�ی ͷی (S,≤) کنید فرض نمادگذاری.

نماد با را آن آن�گاه باشد، موجود (b ≤ c و a ≤ c که c ∈ S عضو (کوچͺترین sup{a, b}

d ∈ S عضو (بزرگترین inf{a, b} هرگاه مشابه، طور به مͬ�دهیم. نمایش a∨ b = sup{a, b}

مͬ�دهیم. نشان a ∧ b = inf{a, b} نماد با را آن آن�گاه باشد، موجود (d ≤ b و d ≤ a که

هر برای هرگاه مͬ�نامیم، مشبͺه ͷی را (S,≤) مرتب جزئاً مجموعه�ی .١.٣.١ تعریف

هرگاه مͬ�نامیم، S زیرمشبͺه�ی ͷی را A ⊆ S و باشند موجود S در a ∧ b و a ∨ b ،a, b ∈ S

باشد. متعلق A به S در a ∧ b و a ∨ b ،a, b ∈ A هر ازای به

همریختͬ ͷی مͬ�باشند، مشبͺه دو B و A که را f : A → B تابع .٢.٣.١ تعریف

و f(a ∧ b) = f(a) ∧ f(b) باشیم داشته a, b ∈ A هر برای هرگاه مͬ�نامیم، مشبͺه�ای

.f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b)

باشد: زیر ویژگͬ دو دارای ≤ جزئͬ ترتیب با R حلقه�ی کنید فرض .٣.٣.١ تعریف

+a؛ x ≤ b+ x ،x ∈ R هر برای آن�گاه ،a ≤ b و a, b ∈ R هرگاه (١

.ab ≥ ٠ آن�گاه ،b ≥ ٠ و a ≥ ٠ ،a, b ∈ R هرگاه (٢

مͬ�نامیم. مرتب جزئاً حلقه�ی ͷی را (R,≤) صورت این در



١۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

عمل دو باشد. دلخواه مجموعه�ی ͷی X و حقیقͬ اعداد مجموعه�ی R کنید فرض

مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به RX = {f ; f : X → R} روی را ضرب و جمع

.(fg)(x) = f(x)g(x) و (f + g)(x) = f(x) + g(x) داریم ،x ∈ X و f, g ∈ C(X) هر برای

که است حلقه ͷی شده، تعریف ضرب و جمع عمل با RX که داد نشان مͬ�توان راحتͬ به

نظر در را RX روی ≤ ترتیب مͬ�باشد. آن ͷی و صفر ترتیب به ͷی و صفر ثابت توابع

.f(x) ≤ g(x) ،x ∈ X هر ازای به آن�گاه ،f ≤ g که f, g ∈ C(X) هر برای اگر بͽیرید؛

کنیم فرض حال مͬ�باشد. نیز مشبͺه و مرتب جزئاً حلقه�ی ͷی (RX ,≤) صورت این در

تشͺیل R به RX از f مانند پیوسته توابع تمام مجموعه�ی باشد، توپولوژی فضای ͷی X

نشان C(X) نماد با را آن و است معروف پیوسته توابع حلقه�ی به که مͬ�دهد حلقه ͷی

تمام مجموعه�ی مͬ�باشد. نیز RX زیرمشبͺه�ی ضمناً که بوده مشبͺه ͷی C(X) مͬ�دهیم.

حلقه این که است C(X) زیرحلقه�ی ͷی ،X توپولوژی فضای روی کراندار و پیوسته توابع

مͬ�باشد. C(X) زیرمشبͺه�ی نیز C∗(X) مͬ�دهیم. نشان C∗(X) با را

فضای آن�گاه باشد، برابر C∗(X) با C(X) ،X توپولوژی فضای برای هرگاه .۴.٣.١ تعریف

مͬ���نامیم. فشرده شبه را X

است. فشرده شبه فشرده، فضای هر .۵.٣.١ لم

صورت این در .f ∈ C(X) و باشد توپولوژی فضای ͷی X کنید فرض .۶.٣.١ تعریف

مجموعه�ی مͬ�نامیم. X در صفرمجموعه ͷی را Z(f) = ZX(f) = {x ∈ X : f(x) = ٠}

.Z(X) = {Z(f) : f ∈ C(X)} یعنͬ، مͬ�دهیم؛ نمایش Z(X) با را صفرمجموعه�ها همه�ی

آن، متمم که است مجموعه�ای ،X توپولوژی فضای در متمم�صفرمجموعه ͷی همچنین

باشد. صفرمجموعه ͷی


