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چͺیده

عنوان به صحیح دوم) غیرخطͬ(درجه کسری چندهدفͬ برنامه�ریزی مسائل پایان�نامه این در
که بحث مورد روش است. گرفته� قرار بحث مورد چندهدفͬ برنامه�ریزی مسائل از مهمͬ بخش
غیرخطͬ کسری توابع بودن یͺنوا شبه ویژگͬ از استفاده با مͬ�باشد، برش صفحه روش آن اساس
را صحیح غیرخطͬ کسری چندهدفͬ برنامه�ریزی مسأله�ی غیرتسلطͬ نقاط تمام مسأله، در موجود
از ͬͺی با ت�ͷهدفͬ صحیح غیرخطͬ کسری برنامه�ریزی مسأله�ی ͷی روش این در مͬ�کند. پیدا
قرار استفاده مورد آن برای برش روشصفحه و مͬ�شود گرفته نظر در چندهدفͬ مسأله�ی هدف توابع
مͬ�کند حذف سپس و کرده بررسͬ را شدنͬ ناحیه�ی از یال ͷی کل شده مطرح برش�های مͬ�گیرد.
بودن کران�دار و فرضبسته به توجه با که نمͬ�شوند؛ ظاهر دوباره حذف�شده قسمت�های که به�طوری

مͬ�شود. تͺرار متناهͬ تعداد در الͽوریتم همͽرایͬ به منجر شدنͬ ناحیه�ی

کارا، نقاط صحیح، برنامه�ریزی چندهدفͬ، برنامه�ریزی کسری، برنامه�ریزی کلیدی: واژگان
فرین. نقاط

٧۴ نامه: پایان صفحات تعداد



:ଘم৤قدৎ
৮دروما඼ෙय़భباৣم

گا঒شانଘوॣ࠽تآॶمانا॥ت، ৽଒
ঙࢡඥرସ୍م

඼ෙय़଒ش঻หنده�ୃاز඼ෙय़ا॥ت و
ऒوا඼ෙय़ଽبانودوୀاସభ୍م

଒وओودشانඟ໋ماমࡑشز৯دজ࣓ما॥ت.



೯دایا...١
଒یࠝطا૽ن਩دජُ໑࡜ورمو৅رتඥࣹ،ت॥ها૛তذথنಶඌীایزୀ଒ه�ای૗ࡗॺی඼෻৴ی�ਟୀ،گජ໑ ଘૼنزਣංඌীیࠝطا૽نॺభ଒ࡗ૗ه

ග঻ୀࢭود౷ࣂش،१وদوارষباॵم.بఴذارหآنرا،ऒوداষࣇخاب঍࣒م،اماآ൒৅نان৔଒ودو॥تਗی�داری.
৔وਗی�دا਩یوૡঙهਗی�داষندஓ଒دیدنমخا৔ජໍو،ز৯دا਩یইുیدنমخا৔ජໍوور৅جୀدنଘپای৔وඛ঺ھاঁذتБЗرگز৯دਛیૼن
ا॥ت،ازشادی৔و॥ت଒ૼنభدلਗی�঩ندم،ازاঃیدرਪ୓ی৔و॥تୀ଒قاঃید೷ࣼభمان૛ീࣺه�امਗی�భࣺشدوازऒوতࣄਠ൏ی
ඵ෕رویش࢈ਠൈیراభ଒زୌک೻مات ৔و॥تও଒وایپاکॣعادتراభر৤୓�ଢماࣹساسਗی�঍࣒م.ਖ৶ی�৔واৣمऒوبඟ໓فБЗৣم.

سادهو॒م૤ه�୓یਹ઱ࣣفواभتاده،ඛসھانඟ໊ده�امభیاب،భیاب.
گاهૼن،ازୀانಶൟ࣌ോنड़وج ৽భیدیঃقاୀبانૼن،ازآوردنॻୀندی൏ࣄॻࣱلേषূیازਛد৯ز଒ندষی�داਗهૡঙیو਩ی�داਗو৔

ॲࡁਊیభدلૼن،عاච໔ا॥ت.
৔و،چࢉوଡزಶඌীنراଘૼن঻یاड़وز،چࢉوජ໑ଡدنراऒودऒواকمآड़وࣾت.

ਟی�سلاح،کارਟی�پاداش،तداکاریభسࢆوت، ଘૼن৔وਮ࣪قتلاشభشࢁࡣت،ධ්رৗభوঃیدی،رಶ౮نਟی�඼෻ঙاه،गھاد
وام،എࠝ࢟تਟی�ฬم،೯دक़تਟی�ฬن،ا৷مانਟی�ریا،ऒوਟیਟی�৶ࢤود،ീঝتاਅیਟی�خاਗی،मناࠥتਟی�ହور، دଌنਟی�دষیا،ॠذ঑بਟیࠩ�

࠙࡭قਟی�ওوس،ඛ঺ھاਪیభاಪࣤوه॒ࢣࡁࢹت،ودو॥تداಶඍنਟی�آنૢهدو॥ت঴دا৯د،روزی૽ن.
اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت

৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه
شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



ণپاسوণتاীشઍ࡙ख़وص୏وردگارगھاষیانا॥ت
೯داو৯دراشاඟ໊مଘ଒ૼن೸৑࢟تনیاتমࡑുیدو৔وਮ࣪قࣅناশࢌ৶ࢤودหگاਗیফଽندঈوچکభراهع࢙مୀدارم.

از৳ماਗیग़ع೻مانواسا঺یدඟ໋اਗیభ଒ੌولدورانূࡗજࣱلජ໑اইభࡣبداিشوग़ࡁभජࢌیاری৶ࢤود৯د،พ়ࢁਗඟی�৶ما৤م؛�ଘو୎ه:
ازاণتادراঘ࣒مایඟ໋ا৑قدرمপنابآ༚یدන඿ر૮ࣹن�৖ورঙ଒ࢤوارهازراঘ࣒ماਪی�୓یارز৯ده�شان඼ෙ঳ه�ঃند॰ده�امേ઼࣓ماণଡپاسࢂචارم

واز೯داو৯دਵࣞعالੌول඼෻ࠫباସتو৔وਮ࣪قروزاල່ونୀایاীشانീज़ئ࢑ࢌਗی�৶ما৤م.
ازاণتادज़شاورارേ॒ندمপنابآ༚یدන඿رامان଒زॐ࢟تज़شاوره�یاଌنپایان�ଓฬرا৮ذീয௅ୌیارণپاسࢂචارم.

௅ඟ໋࠱ھدهୀ وداوریاଌنپایان�ଓฬرا ازপنابآ༚یدන඿روزୌیوໆرکارخاৣمدන඿رඬোرآبادی଒زॐ࢟تॡطاૐॹه
दدردا਩یਗی�঍࣒م.

ازخاৗوادهସ୍م�ଘو୎هঙࢡඥرمঙ଒ࢤوارهحاਗیوज़࡭وقૼنরود৯د،෼لพ়ࢁඟوदدردا਩یرادارم.
భپایاناز৳ماਗیدوণتاৣم�ଘو୎هخاৣم�୓اঀھام಻ඌࣹن�زاده،ज़඼ම।سࢂඟانوزଽا૮ࣹن�৖ورభ଒ੌولاଌنূ਼࡛࣪قصادଡ༚اطلاعا়شان
کلاਉی�୓یऒوলمخاৣم�୓اॐمدی،૮ࣹن�৖ور،ච໕اਐی،رॡضان�زاده، िঙبایশه�یزජໍپاسرادارم.خاণࢌশھا৩د৯ارداد඼້یارمං౻اభرا
ذاඟ໊و নیدری،زଽا ازকم�ا਎หی�୓یऒوলمخاৣم�୓ز૟঍ه گاهازذঘ࣒مپاک৅࡜واগد॰د. ौ࣌ঘی਩یا঍ صاਞনیوآ༚یانࣅبدا္�زادهو

زଽاฬدیభ଒اଌنॠدتدورا਩ی୏ازخاජໍه�୓یऒوبودو॥ت�داਣංඍیراୀا৤مଘارग़غانথذاീয௭یارণپاسࢂචارم.
ૡં༙هجاগد
৘඼ෙ७ور۱۳۹۱
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پیش�گفتار
این عموماً که دارد قرار کیفͬ و کمͬ مختلف عوامل تأثیر تحت مدیران تصمیمگیریهای اکثر
هزینهی پرداخت مستلزم تصمیمگیری در دقت عدم و اشتباه هستند. تعارض در یͺدیͽر با عوامل
خواهد بالاتر نیز غلط تصمیم هزینهی باشد بیشتر مدیریت اختیار و قدرت هرچه مͬباشد. خطا
قوی روشهای به نیاز آن، گزاف هزینههای پرداخت و تصمیمگیری در خطا از پیشͽیری برای بود.
مورد بسیار گذشته دههی سه در چندهدفͬ برنامهریزی روشهای رو این از مͬباشد. زمینه این در

است. بوده کاربردی و علمͬ محافل توجه

مسائل با مقایسه در چندهدفͬ صحیح برنامه�ریزی مسائل حل روش�های زمینه�ی در پژوهش
دلایل از ͬͺی .[٢۴ ،١٠ ،٨ ،١] است بوده محدود پیوسته متغیرهای با چندهدفͬ خطͬ برنامه�ریزی
خطͬ اگر حتͬ چندهدفͬ، برنامه�ریزی مسائل در گسسته متغیرهای وجود که است این امر، این

مͬ�کند. مشͺل�تر را آن�ها حل باشند

شده انجام چندهدفͬ خطͬ برنامه�ریزی مسائل زمینه�ی در گسترده�ای تحقیقات این از پیش
در محققان اخیراً .[٢۵ ،٢٣ ،٩ ،٧] است شده ارائه آن�ها حل برای بسیاری دیدگاه�های و است
چندهدفͬ بهینه�سازی ،[١٧ ،۵] غیرخطͬ چندهدفͬ برنامه�ریزی مانند پیچیده�تر نمونه�های زمینه�ی
مͬ�کنند. کار [١۴ ،١٢ ،١١ ،۴] کسری چندهدفͬ برنامه�ریزی مسائل و [١۶ ،١۵ ،١٣ ،۶] گسسته
مثال عنوان به دارد، واقعͬ جهان مسائل در زیادی کاربرد که است موضوعͬ کسری برنامه�ریزی
فرآیندهای مسائل و کالا بارگیری مسأله�ی انتخابسهام، مسأله�ی تخصیصمنابع، مسأله�ی به مͬ�توان

کرد. اشاره تصادفͬ

تعداد که مͬ�دهد نشان [٢٢] ٣ اسنیدویچ و [٢٠ ،١٩] ٢ شیبل توسط انجام�شده بررسͬ�های
کسری برنامه�ریزی مسائل با مستقیم غیر یا مستقیم به�طور تصمیم�گیری مسائل از ملاحظه�ای قابل
مواقع از بسیاری در هدف تابع ͷی فقط گرفتن نظر در ولͬ هستند، ارتباط در چندهدفͬ یا ی�ͷهدفͬ

ندارد. سازگاری واقعͬ جهان مسائل با

٢Schaible
٣Sniedovich



٢ مطالب فهرست

است: زیر قرار به آمد خواهد تحقیق این در آنچه
این برای پارتو بهینهی جواب مفهوم و چندهدفͬ بهینهسازی مسألهی معرفͬ از پس اول، فصل در
آن�ها تعمیم و محدب توابع سپس است. شده بیان مسائل گونه این حل برای روش دو مسائل، نوع

شده�اند. بررسͬ
صحیح غیرخطͬ کسری برنامه�ریزی مسأله�ی و غیرخطͬ کسری برنامه�ریزی مسأله�ی دوم، فصل در

است. شده ارائه مثال همراه به مسائل این حل برای روشهایͬ و است گرفته قرار بررسͬ مورد
الͽوریتمͬ صحیح، غیرخطͬ کسری چندهدفͬ برنامه�ریزی مسأله�ی معرفͬ از پس پایانͬ، فصل در

است. شده ارائه مسائل این�گونه حل برای برش، صفحه روش اساس بر



١ فصل

اولیه مفاهیم

٣



۴ اولیه مفاهیم .١

.

مقدمه ١.١

آشنا مسائل نوع این برای کارا جواب مفهوم و چندهدفͬ بهینه�سازی مسأله�ی با ابتدا فصل این در
صحیح برنامه�ریزی مسأله�ی سپس مͬ�کنیم. مطرح مسائل گونه این حل برای روش دو و مͬ�شویم،
بیان با و مͬ�پردازیم، آن�ها تعمیم و محدب توابع معرفͬ به ادامه در مͬ�کنیم. معرفͬ را چندهدفͬ

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را توابع این قضیه چند

مقدماتͬ تعاریف ٢.١

مͬ�کنیم. ارائه را نیاز مورد مقدماتͬ تعاریف از برخͬ زیربخش، این در

هرگاه مͬ�شوند گفته خطͬ مستقل n بعد با ak ،. . . ،a2 ،a1 بردارهای مجموعه [٢] تعریف١.٢.١.
.λj = 0 ،j = 1, 2, . . . , k ازای به که دهد نتیجه

∑k
j=1 λjaj = 0

مͬ�شوند. نامیده خطͬ وابسته�ی نباشند، خطͬ مستقل بردارها از مجموعه�ای اگر

مساوی A ماتریس سطری رتبه�ی است. m × n ماتریس ͷی A کنید فرض [٢] .٢.٢.١ تعریف
ماکزیمم با مساوی A ماتریس ستونͬ رتبه�ی است. A خطͬ مستقل سطرهای تعداد ماکزیمم با

است. A خطͬ مستقل ستون�های تعداد
بنابراین و است، ماتریس آن ستونͬ رتبه�ی با مساوی ماتریس ͷی سطری رتبه�ی که داد نشان مͬ�توان

است. آن خطͬ مستقل ستون�های) (یا سطرهای تعداد ماکزیمم با مساوی A ماتریس رتبه�ی



۵ هدفͬ چند بهینهسازی .٣.١

در که است {x | p.x = k} به�صورت مجموعه ͷی Rn در ابرصفحه ͷی [٢] .٣.٢.١ تعریف
نقاط تمام شامل ابرصفحه ͷی دیͽر، بیان به است. اسͺالر ͷی k و Rn در ناصفر بردار ͷی p آن

مͬ�کنند. صدق
∑n

j=1 pjxj = k معادله�ی در که است x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn

ماتریسضرایب هرگاه هستند خطͬ مستقل ابرصفحه�ها از مجموعه ͷی گوییم [٢] تعریف٢.١.۴.
باشد. داشته سطری کامل رتبه�ی آن�ها

آن در که است {x | p.x ≤ k} به�صورت مجموعه ͷی Rn در نیم�فضا ͷی [٢] .۵.٢.١ تعریف
نقاط مجموعه به�صورت مͬ�تواند نیم�فضا ͷی است. اسͺالر ͷی k و Rn در ناصفر بردار ͷی p

شود. داده نمایش نیز {x | p.x ≥ k}

ͷی است. نیم�فضاها از متناهͬ تعداد اشتراک چندوجهͬ مجموعه ͷی [٢] .۶.٢.١ تعریف
ͷی b و m × n ماتریس ͷیA آن در که داد نشان {x | Ax ≤ b} با مͬ�توان را چندوجهͬ

است. m-تایͬ بردار
مͬ�شود. خوانده فعال x̄ ∈ S نقطه��ی در S چندوجهͬ از p.x ≤ k محدودیت آن�گاه ،p.x̄ = k اگر

فرین نقطه�ی را x̄ ∈ S نقطه�ی بͽیرید. نظر در را S چندوجهͬ مجموعه�ی [٢] .٧.٢.١ تعریف
قرار S از خطͬ مستقل ابرصفحه�ی n روی x̄ هرگاه مͬ�گویند S گوشه�ای) نقطه�ی یا رأسͬ (نقطه�ی

بͽیرد.

هدفͬ چند بهینهسازی ٣.١

تا فردی و شخصͬ مسائل از تصمیمات این مͬگیرد. بسیاری تصمیمات روزمره زندگͬ در انسان
متعددی عوامل و اهداف عموماً تصمیمگیری مسائل اكثر در مͬشود. شامل را كلان و بزرگ مسائل
انتخاب را گزینه بهترین موجود، گزینهی چند بین مͬكند سعͬ تصمیمگیرنده فرد و است مطرح

نماید.
همانگونه مͬگردد. ذكر زندگͬ مختلف مراحل در معیاره چند تصمیمگیریهای از نمونه چند زیر در

دارند: قرار عامل و معیار چندین تأثیر تحت تصمیمات این مͬشود ملاحظه که
موفقیت- كار، محل حقوق، میزان فرد، شخصیت ماهیتشغل، به ͬͽبست امر این انتخابشغل: �

دارد. ... و شغلͬ های
و سͺوت كار، محل تا آن فاصلهی منزل، قیمت تأثیر تحت مسأله این سͺونت: محل انتخاب �

است. و... محله آرامش
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دقت اطمینان، قابلیت برد، سرعت، چون عواملͬ از امر این هوایͬ: نیروی برای موشك �انتخاب
مͬپذیرد. تأثیر ... و هزینه عملͺرد،

احداث هزینهی مانند عواملͬ به ͬͽبست كشورها در آبͬ منابع و سدها توسعهی آب: منابع �توسعهی
وجود عدم صورت در خشͺسالͬ هزینهی سد، وجود عدم صورت در سیل از ناشͬ صدمات سد،
برق تولید و نیروگاهها توسعهی شهری، مصرف و كشاورزی زمینهای در سد آب از استفاده سد،

دارد.[٢۶] ... و
(MCDM)١ معیاره چند تصمیمگیری مسائل عنوان به مسائل نوع این عملیات در تحقیق در

است. شده شناخته
دارد زیادی كاربردهای بشر زندگͬ در معیاره چند تصمیمگیری كه مͬیابیم در بالا مسائل به توجه با
آنها از برخͬ كه مͬگیرد تصمیمات اینگونه از زیادی تعداد روز شبانه در ناخواسته طور به انسان و

داشت. خواهد بالایͬ هزینهی آنها در خطا چون دارد، بیشتری دقت و بررسͬ به نیاز
مͬشوند: تقسیم گروه دو به ساختار نظر از تصمیمگیری مسائل

چند دارای تصمیمگیری مسألهی گروه، این در : (MADM)٢ مشخصهای چند -تصمیمگیری
گسسته مدل�های مͬشود. اتخاذ معلوم مشخصهی چند اساس بر تصمیم و است مشخص گزینهی
مناسب منزل یك انتخاب مانند شدهاند، تعریف صریح به�طور ها گزینه آن در كه مدل�هایͬ یعنͬ
قرار گروه این در موجود، فناوری چند بین از مناسب فناوری یك انتخاب یا و منزل چند بین از

مͬگیرند.
مجموعهای تصمیمگیری مسألهی برای گروه، این در : (MODM)٣ هدفͬ چند تصمیمگیری -
گزینه آن در كه مدل�هایͬ یعنͬ پیوسته مدل�های مͬشود. تعریف محدودیت�ها و مختلف اهداف از
بهینهی عمر تعیین مانند مͬگیرند. قرار گروه این در شدهاند تعریف (تلویحͬ) ضمنͬ طور به ها

گردد. بیشتر اطمینان قابلیت و یافته كاهش هزینه كه طوری به تعویض، برای قطعه یك
بهینه- مسألهی است. چندهدفͬ تصمیمگیری رویͺرد از بخشͬ (MOO)۴ هدفͬ چند بهینهسازی
ناحیهی كه دارد محدودیتهایͬ مجموعه هدفͬ ͷت بهینهسازی مسألهی همانند چندهدفͬ سازی

مͬكند. تعیین را شدنͬ
مͬ- چندهدفͬ بهینهسازی مسائل از خاصͬ نوع (MOLP)۵ چندهدفͬ خطͬ برنامهریزی مسألهی
ساختار هستند. خطͬ مͬسازند را شدنͬ ناحیهی که قیدهایͬ همچنین و هدف توابع آن در که باشد

١Multiple Criteria Decision Making
٢Multiple Attribute Decision Making
٣Multiple Objecvive Decision Making
۴Multiple Objective Optimization
۵Multiple Objective Linear Programming
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است: زیر صورت به مسائلͬ چنین کلͬ
(MOLP ) max {c1x = z1(x)}

max {c2x = z2(x)}
...

max {crx = zr(x)}

s.t. x ∈ X ⊆ Rn

یا:
”max ” {Cx = z : x ∈ X}

تابع امین k مقدار zk و هدف، تابع امین k گرادیان ck اهداف، تعداد r چندوجهͬ، ͷی X آن در كه
در شدنͬ ناحیهی X و مͬشود گفته تصمیم فضای Rn اقلیدسͬ بعدی n فضای به مͬباشد. هدف
مͬباشد. همزمان طور به اهداف همهی بیشینهکردن هدف، كه مͬدهد نشان ”max ” فضاست. این
k مؤلفهی با Rr در برداری z و ،ck ام k سطر با r × n ماتریسͬ هدف، توابع ضرایب ماتریس C

است. zk ام
به (Z) معیار فضای است، تصمیم فضای در آن شدنͬ ناحیهی X كه (MOLP) مسألهی در

مͬشود: تعریف زیر صورت

Z = { z ∈ Rr | z = Cx , x ∈ X}

فضای واقع در دارد. نام آن معیار بردار z = (z1(x), ..., zr(x))
T و جواب بردار ͷی x ∈ X هر

یك ،X شدنͬ ناحیهی در نقطه هر ازای به مͬباشد. شدنͬ معیار بردارهای تمام مجموعهی معیار
دارد. وجود Z معیار فضای در نقطه

دوهدفͬ بیشینه�سازی مسأله�ی ͷی در معیار فضای و تصمیم فضای بین ارتباط :١.١ شͺل
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به بریم، بͺار چندهدفͬ برنامهریزی برای مستقیماً را تͷهدفͬ مسألهی برای ͬͽبهین مفهوم اگر
رسید. خواهیم زیر كامل بهینهی جواب مفهوم

هرگاه مͬشود گفته (MOLP) مسألهی برای كامل بهینهی جواب x∗ ∈ X [٢٣] .١.٣.١ تعریف
.zk(x∗) ≥ zk(x) باشیم داشته k = 1, ..., r ازای به ،x ∈ X هر برای

كه نقطهای یافتن معمولا˟ یͺدیͽر، با اهداف تعارض به توجه با چندهدفͬ بهینهسازی مسائل در
یك كامل، بهینهی جواب جای به بنابراین نیست. عملͬ كند، بهینه همزمان طور به را اهداف تمام
ایتالیایͬ، اقتصاددان ایدهی اساس بر کارا٧ جواب یا پارتو۶ بهینهی جواب بنام جدید جواب مفهوم

مͬگردد. معرفͬ ٨ پارتو ویلفرد

هرگاه مͬشود نامیده (MOLP) مسألهی برای پارتو بهینهی جواب x∗ ∈ X [٢٣] تعریف٢.٣.١.
یك حداقل برای و zk(x) ≥ zk(x

∗) ،k = 1, ..., r ازای به كه طوری به باشد نداشته وجود x ∈ X

.zh(x) > zh(x
∗) باشیم داشته h اندیس

ضعیف�تر كمͬ جواب مفهوم یك عنوان به نیز ضعیف پارتوی ͬͽبهین پارتو، ͬͽبهین بر علاوه
مͬشود. تعریف پارتو ͬͽبهین از

(MOLP) مسألهی برای ٩ ضعیف پارتوی بهینهی جواب ͷی x∗ ∈ X [٢٣] .٣.٣.١ تعریف
داشته ،k = 1, ..., r هر ازای به كه طوری به باشد نداشته وجود دیͽری x ∈ X هرگاه مͬشود نامیده

.zk(x) > zk(x
∗) باشیم

كامل، بهینهی جوابهای مجموعهی نشاندهندهی ترتیب به XWP و XP ، XCO كنید فرض
كه: دید مͬتوان آسانͬ به باشند. ضعیف پارتوی بهینهی و پارتو بهینهی

XCO ⊆ XP ⊆ XWP .

هدف فضای در نیز مفهومͬ تصمیم)، (فضای شدنͬ فضای در پارتو بهینهی جواب مفهوم مشابه
است. شده ارائه زیر تعریف در که داریم

۶Pareto optimal solution
٧Efficient solution
٨Wilfred Pareto
٩Weak Pareto optimal solution
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غالب z2 بر z1 مͬگوییم باشند. معیار بردار دو z1, z2 ∈ Z كنیم فرض [٢٣] .۴.٣.١ تعریف
داشته k = 1, ..., r ازای به یعنͬ .z1 ̸= z2 و z1 ≥ z2 هرگاه دارد قرار z1 تسلط تحت z2 یا است
غیرمغلوب بردار را z̄ ∈ Z عبارتͬ به .z1h > z2h ،h اندیس یك حداقل برای و z1k ≥ z2k باشیم
بردار یك را z̄ اینصورت غیر در باشد. داشته غلبه z̄ بر كه باشد نداشته وجود z ∈ Z هرگاه گوییم

مͬنامیم. مغلوب

مفهوم كه حالͬ در مͬرود، به�كار معیار فضای در واقع بردارهای برای عموماً بودن غالب مفهوم
x∗ ∈ X نقطهی تعریف، به توجه با مͬرود. به�كار تصمیم فضای در جواب بردارهای برای بودن کارا
بهینه جوابهای تمام مجموعهی باشد. غیرمغلوب Z در آن معیار بردار اگر است پارتو بهینهی جواب

مͬشود. نامیده پارتو بهینهی مجموعهی پارتو

چندهدفͬ بهینهسازی مسائل حل كلاسیك روشهای ١.٣.١

برنامهریزی ،١١ الفبایͬ روش ،١٠ وزنͬ مجموع روش از: عبارتند ͷکلاسی رایج روشهای از بعضͬ
.[٢۶] ١۴ مطلوبیت تابع روش قیدی)١٣، (روش e−محدودیت روش ،١٢ آرمانͬ

آن�ها نسبͬ اولویت و اهداف وزن مانند اهداف دربارهی اطلاعاتͬ بر ͬͺمت معمولا˟ روشها این
مͬشود. معرفͬ چندهدفͬ بهینهسازی مسائل حل برای روش دو بخش این در هستند.

وزنͬ مجموع روش

مجموع ،λ = (λ1, ..., λr) وزن بردار ͷی گرفتن نظر در با پیداست نامش از كه طور روشهمان این
در جدید هدف تابع عنوان به را آن و داده تشͺیل

∑r
k=1 λkc

kx صورت به را هدف توابع وزندار
نظر مورد مسألهی در مقیاس عامل و هدف آن نسبͬ اهمیت به معمولا˟ هرهدف وزن مͬگیرد. نظر

دارد. ͬͽبست
مͬشود: تبدیل زیر شͺل به استاندارد چندهدفͬ مسألهی اهداف، نرمالسازی و وزن تعیین از پس

max {λTCx : x ∈ X},

مͬشود: تعریف زیر صورت به ممͺن وزنͬ بردارهای مجموعهی آن در كه

Λ = {λ ∈ Rr : λk > 0, k = 1, ..., r,
∑r

k=1 λk = 1}.
١٠Weighted Sum Method
١١Lexicografic
١٢Goal Programming
١٣e -Constraint
١۴Utility Function Method
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آنگاه باشد، (MOLP ) مسأله�ی برای پارتو بهینهی جواب یك x∗ ∈ X اگر [١٨] .۵.٣.١ قضیه
نظیر وزنͬ مسأله بهینهی جواب x∗ که طوری به است موجود λ = (λ1, ..., λr) ≥ 0 مانند برداری

است.

مانند برداری ازای به وزنͬ مسألهی برای بهینه جواب یك x∗ ∈ X اگر [١٨] .۶.٣.١ قضیه
است. (MOLP ) مسألهی برای پارتو بهینهی جواب یك x∗ آنگاه باشد، λ = (λ1, ..., λr) > 0

همچنین است. آن كاربرد سادگͬ وزنͬ روشمجموع مزایای از وزنͬ: معایبروشمجموع و مزایا
مفید ژنتیك الͽوریتمهای در جوابها ͬͽشایست مقدار ارزیابͬ برای وزنͬ مجموع روش از استفاده
و خبرگͬ میزان به آن تعیین و نیست ممͺن وزن بردار دقیق تخمین موارد از بسیاری در اما است.
مطلوبیت تابع به تنها نه بهینه وزنͬ بردارهای مجموعهی همچنین دارد. ͬͽبست تصمیمگیرنده نظر
بیشتر مقدار و مͬ�نͽارد حقیقͬ خط به را معیار فضای بردارهای که است تابعͬ (که تصمیمگیرنده
بلͺه است)، تصمیم�گیرنده برای بردار آن بیشتر مطلوبیت نشان�دهنده�ی معیار، بردار ͷی ازای به تابع

به
هدف، تابع های گرادیان نسبͬ طول -

شدنͬ، ناحیه هندسͬ شͺل -
یͺدیͽر به هدف توابع ͬͽوابست میزان -

مواجه مشͺل با را وزنͬ مجموع روش كاربرد خود نوبهی به موارد این از ͷی هر که دارد ͬͽبست نیز
مشͺلاتͬ با توأم نیست، محدب جواب فضای كه شرایطͬ در روش این كاربرد همچنین مͬكند.
روش اين از استفاده كه است شده باعث وزنͬ مجموع روش سادگͬ معايب، اين وجود با است.
شود. روبرو گسترده استقبال با هدفͬ چند سازی بهينه مسائل حل برای تركيبͬ يا مستقل طور به

محدودیت −eروش

طریق این به است. كاهش�یافته شدنͬ فضای یك در بهینه نقطهی یك كردن پیدا بر روشسعͬ این در
اهداف سایر كه حالͬ در مͬشود، انتخاب بیشینهسازی برای زیر صورت به مسأله اهداف از ͬͺی که
زیر (ت�ͷهدفͬ) خطͬ برنامه�ریزی مسأله�ی یعنͬ باشند. مشخص مقدار یك مساوی یا بزرگتر باید

مͬ�شود: حل

max {cix = zi}

s.t. ckx ≥ ek k = 1, ..., r , k ̸= i

x ∈ X.



١١ هدفͬ چند بهینهسازی .٣.١

حاصل هدفͬ ͷت مسألهی كه باشند گونهای به هدف توابع کرانهای كه نمود دقت باید روش این در
باشد. داشته قبول قابل جواب

و نͺند پیدا را فرین پارتوی بهینهی نقاط e−محدودیت روش است ممͺن كه است توجه قابل
ناحیهی مسأله، به محدودیت كردن اضافه خاطر به روش این در زیرا باشند. مرزی نقاط جوابها

شود. غیرفرین مرزی نقاط یافتن به منجر است ممͺن كه شده كوچك�تر شدنͬ

ek ازای به e−محدودیت مسألهی فرد به منحصر بهینهی جواب x∗ ∈ X اگر [١٨] .٧.٣.١ قضیه
است. (MOLP ) مسألهی برای پارتو بهینهی جواب یك x∗ آنگاه باشد، k ̸= i و k = 1, ..., r که

یك x∗ آنگاه باشد، (MOLP ) برای پارتو بهینهی جواب ͷی x∗ ∈ X اگر [١٨] .٨.٣.١ قضیه
است. k ̸= i و k = 1, ..., r که ek مانند اعدادی ازای به e−محدودیت مسألهی برای بهینه جواب

چندهدفͬ صحیح برنامهریزی مسألهی ٢.٣.١

چندهدفͬ بهینهسازی مسائل از خاصͬ نوع ،١۵ (MOIP)ͬچندهدف صحیح برنامهریزی مسألهی
صورت به مسائلͬ چنین کلͬ ساختار باشند. صحیح عدد باید تصمیم متغیرهای آن در که مͬباشد

است: زیر

(MOIP ) max f1(x)

max f2(x)

.

.

.

max fk(x)

s.t. x ∈ X ⊆ Rn,

ازای به که است تصمیم فضای همان یا شدنͬ جوابهای مجموعهی X اهداف، تعداد k آن در که
مͬباشد. صحیح و xi ≥ 0 ،i ∈ {1, 2, . . . , n} هر

١۵Multiple Objective Linear Programming
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آن�ها تعمیم و محدب توابع ۴.١

f : S → R تابع باشد. Rn در غیرتهͬ مجموعه�ی ͷی S کنید فرض [٣] .١.۴.١ تعریف
مانند تابعͬ و گرادیان بردار به�نام ▽f(x̄) مانند برداری اگر بͽیرید. نظر در را x̄ ∈ intS و

که طوری به باشد داشته وجود α : Rn → R

f(x) = f(x̄) +▽f(x̄)t(x− x̄)+ ∥ x− x̄ ∥ α(x̄, x− x̄) ∀x ∈ S

گوییم. مشتق�پذیر x̄ در را f تابع ،limx→x̄ α(x̄, x− x̄) = 0 آن در که
گوییم. مشتق�پذیر S روی را آن باشد، مشتق�پذیر S مجموعه�ی نقاط تمام در f تابع اگر

شͺل به که دارد وجود گرادیان بردار ͷی فقط آنگاه باشد، مشتق�پذیر x̄ در f اگر که کنید توجه

▽f(x̄) =

(
∂f(x̄)

∂x1

, . . . ,
∂f(x̄)

∂xn

)t

≡ (f1(x̄), . . . , fn(x̄))
t

مͬ�باشد. x̄ در xi به نسبت f جزئͬ مشتق fi(x̄) ≡
∂f(x̄)

∂xi

آن در که است

مفروض نقطه�ی دو هر ازای به هرگاه مͬ�شود محدبگفته Rn در S مجموعه�ی [٢] تعریف١.۴.٢.
باشیم: داشته λ ∈ [0, 1] هر و x1, x2 ∈ S

λx1 + (1− λ)x2 ∈ S.

صورت این در باشد. غیرتهͬ محدب مجموعه�ی ͷی S ⊆ Rn کنید فرض [٢] .٣.۴.١ تعریف

باشیم: داشته λ ∈ [0, 1] هر و x1, x2 ∈ S هر ازای به هرگاه محدبگوییم S روی را f تابع الف)

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2).

هر و x1 ̸= x2 که x1, x2 ∈ S هر ازای به هرگاه گوییم اکید محدب S روی را f تابع ب)
باشیم: داشته λ ∈ (0, 1)

f(λx1 + (1− λ)x2) < λf(x1) + (1− λ)f(x2).

داشته λ ∈ [0, 1] هر و x1, x2 ∈ S هر ازای به هرگاه گوییم محدب شبه S روی را f تابع پ)
باشیم:

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ max{f(x1), f(x2)}.



١٣ آن�ها تعمیم و محدب توابع .۴.١

f(x1)و ̸= f(x2) که x1, x2 ∈ S هر ازای به هرگاه گوییم اکید محدب شبه S روی را f تابع ت)
باشیم: داشته λ ∈ (0, 1) هر

f(λx1 + (1− λ)x2) < max{f(x1), f(x2)}.

اکید محدب شبه و محدب شبه ،S روی f هرگاه محدبگوییم شبه صریح به�طور را f تابع ث)
باشد.

که x1, x2 ∈ S هر ازای به هرگاه گوییم محدب�نما S روی را f مشتق�پذیر تابع ج)
f(x2) < f(x1) اگر معادل، به�طور یا .f(x2) ≥ f(x1) باشیم داشته ،▽f(x1)

t(x2 − x1) ≥ 0

.▽f(x1)
t(x2 − x1) < 0 آن�گاه

نامیده مقعر�نما و اکید مقعر شبه مقعر، شبه اکید، مقعر مقعر، ،S مجموعه�ی روی f تابع همچنین
محدب و اکید محدب شبه محدب، شبه اکید، محدب محدب، ترتیب به S روی −f هرگاه مͬ�شود
و مقعر شبه صریح به�طور ،f اگر نامیم یͺنوا شبه صریح به�طور را f تابع این بر علاوه باشد. نما

باشد. محدب شبه صریح به�طور

مͬ�باشند. فوق تعاریف زمینه�ی در مثال�هایͬ زیر شͺل�های

مقعرنما اکید، �محدب شبه �محدب، شبه اکید، �مقعر شبه �مقعر، شبه :٢.١ شͺل



١۴ اولیه مفاهیم .١

نمͬ�باشد �محدب شبه ولͬ است اکید �محدب شبه :٣.١ شͺل

هر ولͬ است. محدب تابع ͷی اکید، محدب تابع هر که مͬ�شود نتیجه ٣.۴.١ تعریف از
کنید، ملاحظه را ۴.١ شͺل تابع توضیح برای نمͬ�باشد. محدب شبه لزوماً اکید، محدب شبه تابع
به زیرا نمͬ�باشد، محدب شبه تابع این اما است. اکید محدب شبه تابع این تعریف به توجه با
بنابراین ،f(1/2x1 + 1/2x2) = f(2) = 2 و f(x1) = f(x2) = 1 ،x2 = 3 و x1 = 1 ازای

. f(1/2x1 + 1/2x2) > f(x1)

تابعͬ f و Rn در غیرتهͬ فشرده�ی چندوجهͬ مجموعه��ی ͷی S کنید فرض [٣] .۴.۴.١ قضیه
این در بͽیرید. نظر در S روی را f ماکزیمم�سازی مسأله�ی باشد. S روی محدب شبه و پیوسته

است. S فرین نقطه�ی ͷی که دارد وجود مسأله این برای بهینه�ای جواب صورت

اکید مقعر شبه تابعͬ f و Rn در غیرتهͬ محدب مجموعه��ی ͷی S کنید فرض [٣] .۵.۴.١ قضیه
جواب ͷی x̄ اگر صورت این در بͽیرید. نظر در S روی را f ماکزیمم�سازی مسأله�ی باشد. S روی

است. سراسری بهینه�ی جواب ͷی x̄ آن�گاه باشد، موضعͬ بهینه�ی

مشتق�پذیر تابعͬ f و Rn در غیرتهͬ باز محدب مجموعه��ی ͷی S کنید فرض [٣] .۶.۴.١ قضیه
است اکید محدب شبه و محدب شبه S fروی آن�گاه باشد، محدب�نما S روی f اگر باشد. S روی

است). محدب شبه صریح به�طور S روی f دیͽر عبارت (به

f(x) =
Cx+ α

Dx+ β
و باشد غیرتهͬ محدب مجموعه�ی ͷی S کنید فرض [٣] .٧.۴.١ قضیه

مͬ�باشد. مقعرنما و محدب�نما S روی f صورت این در .Dx+ β ̸= 0 ،S روی به�طوری�که


