


دانشگاه حقوق رعایت و اثر اصالت تعهدنامه ي

این انجام از ناشی نوآوري هايِ و اختراعات ابتکارات، نتایج، بر مترتب معنوي و مادّي حقوق تمامی
مقرّرات رعایت با اثر، این از مطلب نقل می باشد. اردبیلی محقق دانشگاه به متعلق پژوهش،

است. بلامانع دانشجو و راهنما استاد نام اردبیلی، محقق دانشگاه نام ذکر با و مربوطه

دانشکده ي گرایش جبر محض ریاضی رشته ي ارشد کارشناسی مقطع دانش آموخته ي ملاسرایی حق بین سامان اینجانب
تحصیلی پایان نامه ي از 93/6/25 تاریخ در که 9122413108 دانشجویی شماره ي به اردبیلی محقق دانشگاه ریاضی علوم
متعهد نموده ام، دفاع آرتینی موضعی کوهمولوژي مدول هاي همولوژیکی بعُدهاي مطالعه ي عنوان تحت خود

که: می شوم
دانشگاه ها سایر در پژوهشی فعالیت هرگونه عنوان به یا تحصیلی مدرك هیچ گونه دریافت براي قبلاً را پایان نامه این (1

ننموده ام. ارائه کشور از خارج و داخل پژوهشی و آموزشی مؤسسات و
می گیرم. عهده بر را خود تحصیلی پایان نامه ي مندرجات تمامی سقم و صحّت مسئولیت (2

می باشد. اینجانب توسط شده انجام پژوهش حاصل پایان نامه، این (3
رعایت با و مربوطه مقرّرات و ضوابط مطابق نموده ام، استفاده دیگران پژوهشی و علمی دستاوردهاي از که مواردي در (4

نموده ام. ذکر مآخذ و منابع فهرست و متن در را آن مشخصات سایر و استفاده مورد منبع نام علمی، امانتداري اصل
این از ... و اختراع ثبت کتاب، نشر از اعم بهره برداري گونه هر یا استفاده قصد تحصیل، از فراغت از بعد چنانچه (5

نمایم. اخذ را لازم مجوزهاي اردبیلی، محقق دانشگاه فنّاوري و پژوهشی معاونت حوزه ي از باشم، داشته را پایان نامه
مجلات، انواع و گردهمایی ها سمینارها، کنفرانس ها، همایش ها، در پایان نامه این از مستخرج مقاله ي ارائه ي صورت در (6

نمایم. ذکر مشاور) و راهنما اساتید و (دانشجو نویسندگان نام کنار در را اردبیلی محقق دانشگاه نام
طرح تحصیلی، مدرك ابطال (منجمله آن از ناشی عواقب شود، ثابت فوق موارد خلاف زمانی، مقطع هر در چنانچه (7
مقرّرات و ضوابط مطابق اینجانب با می دانم مجاز را اردبیلی محقق دانشگاه و می پذیرم را (... و دانشگاه توسط شکایت

نماید. رفتار مربوطه
ملاسرایی حق بین سامان دانشجو: خانوادگی نام و نام

امضا
93/6/25 تاریخ:
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ریاضی علوم دانشکده ي
کاربردها و ریاضیات آموزشی گروه

ارشد کارشناسی  درجه ي دریافت براي پایان نامه
جبر گرایش محض ریاضی رشته ي در
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خوب بسیار درجه ي با پایان نامه داوران کمیته ي شده ي تصویب و ارزیابی

امضاء سمت علمی مرتبه ي خانوادگی نام و نام
داوران کمیته ي رییس و راهنما استاد استادیار اعظمی جعفر دکتر

مشاور استاد دانشیار ناصر زمانی  دکتر
داور دانشیار یوسفیان احمد دکتر

1393 شهریور



ଘ ৎقدم
خودگذشتگان از و ایثار کلمه از انسانی شان و عظیم تعبیر پاس به : عزیزم مادر و پدر

پشتیبان بهترین روزگاران سردترین این در که وجودشان امیدبخش گرماي و سرشار عاطفه پاس به
است

می گراید شجاعت به درپناهشان ترس و سرگردانی و است فریادرس که بزرگشان قلب هاي پاس به
نمی کند. فروکش هرگز که بی دریغشان محبت هاي پاس به و



1 یا! ೯دا
داری ઍॡون ز৯دਛی ෘआی و  دॴواری از ජ໑ا  ࣒م دعا ر مఴذا

باॵم. باک ਟی  آن با رویاروਪی భ ห ࣒م دعا ب࢘ૢه
دਘی ়سൢن ජ໑ا భد মواকم، و از ر مఴذا

ࣄࡑی! ૼن ଘ را آن ୀ ඵرਛی وان ب࢘ૢه
یا! ೯دا

ದࣨوীس ඵෆر ජ໑ا ໆرৗو८ت
ঃبارک ৎقدୌی

واকم زود ਗی ऒواਘی ୌد و  را ଦ ଽ ห
واকم. ୌد ਗی ऒواਘی زود و را ଦ ଽ و

شریعتی. علی دکتر از 1مناجاتی



ণپاس ච໋اری...
برسانم. پایان به را پایان نامه این تا ساخت راهم رفیق را توفیق که ایزدمنان نثار شایان شکر

من، درشتی و کوتاهی بر همواره که بزرگوارم... معلم دو این ... عزیزم مادر و پدر از نخست
یاوري و یار زندگی عرصه هاي تمام در و گذشته اند غفلت هایم کنار از کریمانه و کشیده عفو قلم

می زنم. بوسه پرمهرشان دستان بر و می نمایم تشکر بوده اند من براي داشت بی چشم
با سعه صدر، کمال در که اعظمی جعفر دکتر آقاي جناب شایسته، و باکمالات استاد از سپس
این راهنمایی زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در کمکی هیچ از فروتنی، و خلق حسن
جناب باتقوا و صبور استاد از همچنین، دارم. را قدردانی و تشکر کمال گرفتند عهده بر را پایان نامه
همچنین می نمایم. ویژه تشکر بوده اند پایان نامه این در بنده مشاور که زمانی ناصر دکتر آقاي
عهده بر را اینجانب پایان نامه ي داوري زحمت که یوسفیان احمد دکتر آقاي محترم استاد از

می نمایم. تشکر صمیمانه داشته اند،
بنده به پایان نامه این در فراوانی کمک هاي که نیسی مهدي آقاي عزیزم برادر و دوست از همچنین،
خاطراتشان که تحصیلم، دوره ي دوستان و استادان تمام از نهایت در و می نمایم، تشکر نموده اند

می کنم. سپاس گزاري نمی شود، محو ذهنم ضمیر از هیچ گاه
گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشی خردترین، این که باشد

ملاسرایی حق بین سامان



سامان نام: ملاسرایی حق بین خانوادگی: نام

آرتینی موضعی کوهمولوژي مدول هاي همولوژیکی بعُدهاي مطالعه ي پایان نامه: عنوان

اعظمی جعفر دکتر راهنما: استاد
زمانی ناصر دکتر مشاور: استاد

جبر گرایش: محض ریاضی  رشته: ارشد کارشناسی  تحصیلی: مقطع

ریاضی علوم دانشکده: محقق اردبیلی دانشگاه:
صفحه:84 تعداد فارغ التحصیلی:93/6/25 تاریخ

چکیده
پایان نامه این در باشد. یکانی R-مدول یک M و نوتري یکدار جابجایی حلقه ي یک R کنید فرض
می دهیم. قرار بررسی و مطالعه مورد را آرتینی موضعی کوهمولوژي مدول هاي همولوژیکی بعُدهاي
ارایه توسیع و تاب فانکتورهاي موضعی، کوهمولوژي مدول هاي مورد در مطالبی ابتدا کار این براي
می دهیم. قرار بررسی مورد متفاوت دیدگاه هاي از را مُسطح و انژکتیو بعُدهاي سپس می دهیم.
غیرصفر R-مدول یک M و نوتري موضعی حلقه یک (R,m) اگر می دهیم نشان خلاصه طور به
و fdRP

H
i−dim(R/P )
PRP

(MP ) بعُدهاي ،P ∈ Spec(R) هر ازاي به آن گاه، باشد، متناهی تولید با
i ⩾ dim(

R

P
) هر براي را کران این همچنین هستند. کراندار بالا از injdimRP

H
i−dim(R/P )
PRP

(MP )

می کنیم. مشخص

موضعی. کوهمولوژي کرول، بعُد انژکتیو، بعُد مُسطح، بعُد هم متناهی، مدول هاي واژه ها: کلید
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مقدمه

یک I و مدول −R یک M نوتري، و یکدار جابه جایی حلقه ي یک R پایان نامه این سراسر در

H i
I(M) نماد با را I ایده آل به نسبت M موضعی کوهمولوژي مدول امین −i است. R از ایده آل

می کنیم: تعریف زیر صورت به و داده نشان

H i
I(M) = lim

−→
n≥۱

ExtiR(
R

In
,M).

نمود. مراجعه [11] و [6] منابع به می توان زمینه این در بیشتر مطالعه ي براي

هر ازاي به ExtiR(RI ,M) و SuppR(M) ⊆ V(I) هرگاه می نامند هم متناهی −I را M مدول −R

(R,m) اگر که دادند نشان [20] در یوشیدا3 و [9] در مارلی2 و دلفینو1 باشد. متناهی تولید با i

متناهی تولید با مدول −R هر ازاي به و i هر ازاي به H i
I(M) آنگاه ،dim(

R

I
) = ۱ و نوتري موضعی

موضعی حالت بدون را بالا مسئله ي [4] در پور نقی و پور بهمن سپس است. هم متناهی −I ،M

کردند. حل

مدول هاي براي تاب و توسیع فانکتورهاي مورد در را بودن متناهی نتایج برخی پایان نامه این در

برخی شده اثبات مسائل از کاربردي عنوان به نهایت در می کنیم. ثابت آرتینی موضعی کوهمولوژي

می دهیم. ارائه موضعی کوهمولوژي مدول هاي همولوژیکی بعُدهاي مورد در را جدید نتایج

1Delfino
2Marley
3Yoshida

ج



د مقدمه

مشتق انواع خاص، توابع انواع معرفی شامل که کسري حسابان از تاریخچه اي به دوم فصل در

می شود. پرداخته است، آن ها به مربوط ویژگی هاي و کسري انتگرال و

می کنیم. بررسی را کسري تکاملی معادله براي خفیف جواب وجود سوم فصل در

پایداري از نوع چهار بررسی به و آورده را میتاگ-لفلر-اولام پایداري از تعریف هایی چهارم فصل در

می  پردازیم. میتاگ-لفلر-اولام



1 فصل
اولیه مقدمات و مفاهیم



قضایا و تعاریف 1 . 1

از برخی فصل این در می باشد. نوتري و یکدار جابجایی حلقه ي یک R پایان نامه این سراسر در

می کنیم. مرور را می گیرند قرار استفاده مورد بعدي فصل  در که قضایایی و تعاریف

مولد مجموعه ي یک را M از X زیرمجموعه ي باشد. R-مدول یک M کنید فرض .1 . 1 . 1 تعریف

را M آنگاه باشد، داشته متناهی مولد مجموعه ي یک M اگر .M = ⟨X⟩ هرگاه می نامیم M براي

مانند M از اعضایی هرگاه است متناهی تولید با M دیگر، عبارتی به می نامیم. متناهی1 تولید با

عضوي تک مولد مجموعه ي M اگر .M = ⟨x۱, . . . , xn⟩ که طوري به باشند موجود xn, . . . , x۱

x مانند M از عضوي هرگاه است دوري M دیگر، عبارتی به می نامیم. دوري را آن باشد، داشته

.M = ⟨x⟩ که طوري به باشد موجود

.M = RM = ⟨M⟩ زیرا است، مولد مجموعه یک خود براي M مدول -R (1 .1 . 1 . 1 مثال

.R = R۱ = ⟨۱⟩ زیرا است، دوري R-مدول، عنوان به R (2

این در باشد. R-همریختی یک φ : M −→ N و R-مدول دو N و M کنید فرض .1 . 1 . 1 قضیه

صورت

است. متناهی تولید با نیز Im(φ) آنگاه باشد، متناهی تولید با M اگر (1

است. متناهی تولید با نیز M آنگاه باشند، متناهی تولید با Ker(φ) و Im(φ) اگر (2
1Finitely generated

2



3 اولیه مقدمات و مفاهیم .1 فصل

به دارند وجود M از xn, . . . , x۱ مانند اعضایی لذا است، متناهی تولید با M چون (1) اثبات.

داریم: است R-همریختی یک φ اینکه به توجه با حال .M = ⟨x۱, . . . , xn⟩ که طوري

Im(φ) = φ(M) = φ
(
⟨x۱, . . . , xn⟩

)
= ⟨φ(x۱), . . . , φ(xn)⟩.

است. متناهی تولید با Im(φ) لذا

Im(φ) از φ(xn), . . . , φ(x۱) مانند اعضایی لذا هستند، متناهی تولید با Ker(φ) و Im(φ) چون (2)

Im(φ) = ⟨φ(x۱), . . . , φ(xn)⟩ که طوري به دارند وجود Ker(φ) از yt, . . . , y۱ و

.M = ⟨x۱, . . . , xn, y۱, . . . , yt⟩ که داد نشان می توان راحتی به حال .Ker(φ) = ⟨y۱, . . . , yt⟩ و

است. متناهی تولید با M ،1 . 1 . 1 تعریف به بنا نتیجه در

صورت این در باشد. M از زیرمدولی N و R-مدول یک M کنید فرض .1 . 1 . 1 نتیجه

است. متناهی تولید با نیز M
N

آنگاه باشد، متناهی تولید با M اگر (1

است. متناهی تولید با نیز M آنگاه باشند، متناهی تولید با N و M
N

اگر (2

واضح اثبات قبلی قضیه ي و π :M −→ M

N
پوشاي طبیعی R-همریختی گرفتن نظر در با اثبات.

است.

به ازاي و P ⊊ R هرگاه می نامیم اول ایده آل را R جابجایی حلقه ي از P ایده آل .2 . 1 . 1 تعریف

.y ∈ P یا x ∈ P باشیم داشته باشد، xy ∈ P که طوري به x, y ∈ R هر

می دهیم. نشان Spec(R) نماد با را R حلقه ي اول ایده آل هاي تمام مجموعه ي

به و می دهیم نشان √I نماد با را I رادیکال1 باشد. R از ایده آلی I کنید فرض .3 . 1 . 1 تعریف
1Radical



4 اولیه مقدمات و مفاهیم .1 فصل

می کنیم. تعریف √I = {r ∈ R : ∃n ∈ N; rn ∈ I} صورت

باشند. R از دلخواه ایده آل دو J و I کنید فرض رادیکال: خواص

.I ⊆
√
I (1

.
√√

I =
√
I (2

.
√
I ∩ J =

√
I ∩

√
J =

√
IJ (3

.
√
I + J =

√√
I +

√
J (4

.
√
pn = p ،n ∈ N هر ازاي به آنگاه باشد، اول p اگر (5

به و مى دهیم نشان V(I) نماد با را I واریته ي1 باشد. R از ایده آلی I کنید فرض .4 . 1 . 1 تعریف

مى کنیم. تعریف V(I) = {p ∈ Spec(R) : I ⊆ p} صورت

باشند. R از دلخواه ایده آل دو J و I کنید فرض واریته: خواص

.V(I ∩ J) = V(IJ) = V(I) ∪ V(J) (1

.V(R) = ∅ و V(۰) = Spec(R) (2

.V(√I) = V(I) (3

حلقه ي از ایده آل هایی Pn, . . . , P۱ کنید فرض اول)2 ایده آل از اجتناب (قضیه ي .2 . 1 . 1 قضیه

که طوري به باشد R از دیگري ایده آل I اگر نباشند. اول آن ها از تا دو حداکثر که باشند R

.I ⊆ Pi که دارد وجود ،۱ ≤ i ≤ n iاي، صورت این در ،I ⊆
n∪
i=۱
Pi

. شود رجوع (Huneke, 2012: 10) به اثبات.
1Variety
2Prime Avoidance Proposition Theorem
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است. مفید بسیار که دارد هم دیگري صورت اول ایده آل از اجتناب قضیه ي

حلقه ي از اولی ایده آل هاي Pn, . . . , P۱ کنید فرض اول) ایده آل از اجتناب (قضیه ي .3 . 1 . 1 قضیه

،۱ ≤ i ≤ n ،i هر به ازاي و باشد R از ایده آلی I و x ∈ R کنید فرض همچنین باشند. R

{rx+ y : r ∈ R, y ∈ I} = ⟨x⟩+ I ⊈ Pi ·

.x+ y /∈
n∪
i=۱
Pi که طوري به دارد وجود y ∈ I صورت این در

شود. رجوع (Huneke, 2012: 10) به اثبات.

می دهیم نشان AnnR(M) نماد با Mرا پوچساز1 باشد. MیکR-مدول کنید فرض .5 . 1 . 1 تعریف

می کنیم. تعریف AnnR(M) = {r ∈ R : rx = ۰,∀x ∈M} صورت به و

صورت به و می دهیم نشان (۰ :
R
x) نماد با را x ∈M عضو هر پوچساز همچنین،

(۰ :
R
x) = {r ∈ R : rx = ۰}

می کنیم. تعریف

باشند. دلخواه R-مدول دو N و M کنید فرض .1 . 1 . 1 تبصره

.AnnR(M +N) = AnnR(M) ∩ AnnR(N) (1

آنگاه باشد، M = ⟨x۱, . . . , xn⟩ و متناهی تولید با M اگر (2

AnnR(M) = (۰ :
R
x۱) ∩ · · · ∩ (۰ :

R
xn).

1Annihilator
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ایده آلی و m ⊊ R هرگاه می نامیم ماکسیمال را m باشد. R از ایده آلی m کنید فرض .6 . 1 . 1 تعریف

.m ⊊ q ⊊ R که طوري به نباشد موجود q چون

می دهیم. نشان Max(R) نماد با را R ماکسیمال ایده آل هاي تمام مجموعه ي

می نامیم. موضعی1 حلقه ي را باشد داشته ماکسیمال ایده آل یک فقط که R حلقه ي .7 . 1 . 1 تعریف

می دهیم. نشان (R,m) نماد با را حلقه این باشد، R ماکسیمال ایده آل تنها m اگر

هرگاه می نامند اولیه را R حلقه ي از q ایده آل .8 . 1 . 1 تعریف

q ̸= R .1

.y ∈ √
q یا x ∈ q آنگاه xy ∈ q اگر x, y ∈ R هر ازاي به .2

است. اولیه ایده آل یک اول ایده آل هر .2 . 1 . 1 مثال

فرض اگر است. R اول ایده آل یک √q آنگاه باشد، R اولیه ایده آل یک q ایده آل اگر .2 . 1 . 1 تبصره

می نامند. اولیه −p ایده آل یک را q اینصورت در √
q = p کنیم

وابسته ي2 اول ایده آل را p باشد. R-مدول یک M و R از اولی ایده آل p کنید فرض .9 . 1 . 1 تعریف

به طوري که باشد موجود x مانند M از غیرصفري عضو هرگاه می نامیم M

p = (۰ :
R
x).

می دهیم. نشان AssR(M) نماد با را M وابسته ي اول ایده آل هاي تمام مجموعه ي
1Local ring
2Associated prime ideal
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اگر فقط و اگر است غیرصفر M صورت این در باشد. R-مدول یک M کنید فرض .2 . 1 . 1 نتیجه

باشد. ناتهی AssR(M)

x ∈ M مانند عضوي که هستند p مانند اولی ایده آل هاي AssR(M) اعضاي که می دانیم اثبات.

شد، گفته آنچه به بنا باشد ناتهی AssR(M) اگر پس باشد. داشته وجود p = (۰ :
R
x) شرط با

است. غیرصفر M می گیریم نتیجه

نوتري R چون .M ̸= ۰ زیرا R /∈ Σ اولاً .Σ = {(۰ :
R
x) : ۰ ̸= x ∈ M} کنید فرض برعکس،

R از اولی ایده آل (۰ :
R
x۰) که می دهیم نشان دارد. (۰ :

R
x۰) مانند ماکسیمالی عضو Σ لذا است،

اما، .ax۰ ̸= ۰ آنگاه ،a /∈ (۰ :
R
x۰) و ab ∈ (۰ :

R
x۰) اگر است.

(۰ :
R
x۰) ⊆ (۰ :

R
ax۰)

چون .(۰ :
R
x۰) = (۰ :

R
ax۰) داریم ،(۰ :

R
x۰) بودن ماکسیمال به توجه با پس می باشد.

در است. R از اولی ایده آل (۰ :
R
x۰) لذا .b ∈ (۰ :

R
x۰) بنابراین ،b ∈ (۰ :

R
ax۰) لذا ،abx۰ = ۰

.AssR(M) ̸= ∅ نتیجه

M براي صفر مقسوم علیه را r باشد. r ∈ R و R-مدول یک M کنید فرض .10 . 1 . 1 تعریف

.rx = ۰ که طوري به باشد موجود x مانند M از غیرصفر عضوي هرگاه می نامیم

می دهیم. نشان ZR(M) نماد با را M براي صفر علیه هاي مقسوم تمام مجموعه ي

.ZR(M) =
∪

p∈AssR(M)

p صورت این در باشد. R-مدول یک M کنید فرض .4 . 1 . 1 قضیه

که طوري به دارد وجود x مانند M از غیرصفري عضو لذا .p ∈ AssR(M) کنید فرض اثبات.

است. M براي صفر علیه مقسوم p عضو هر لذا است، غیرصفر x چون .p = (۰ :
R
x)



8 اولیه مقدمات و مفاهیم .1 فصل

که است موجود x مانند M از غیرصفري عضو صورت این در .a ∈ ZR(M) کنید فرض برعکس،

که است موجود چنان r ∈ R و R از p مانند اولی ایده آل لذا ،Rx ̸= ۰ چون حال، .ax = ۰

.ZR(M) ⊆
∪

p∈AssR(M)

p پس .a ∈ p ⊆
∪

p∈AssR(M)

p نتیجه در .p = (۰ :
R
rx)

هرگاه می نامیم ضربی1 بسته ي را S باشد. R از زیرمجموعه یک S کنید فرض .11 . 1 . 1 تعریف

۰؛ /∈ S و ۱ ∈ S (1

.s۱s۲ ∈ S باشیم داشته s۱, s۲ ∈ S هر به ازاي (2

از ضربی بسته ي زیرمجموعه ي یک S = R\p ،p مانند R از اول ایده آل هر ازاي به .3 . 1 . 1 مثال

است. R

روي را ∼ رابطه ي باشد. R از ضربی بسته ي زیرمجموعه ي یک S کنید فرض .12 . 1 . 1 تعریف

صورت به (x, s), (y, t) ∈ R× S هر به ازاي R× S دکارتی حاصل ضرب

(x, s) ∼ (y, t) ⇐⇒ ∃u ∈ S : u(xt− ys) = ۰

می کنیم. تعریف

است. R× S روي هم ارزي رابطه اي یک ∼ که داد نشان می توان آسانی به

S−۱R نماد با را هم ارزي کلاس هاي تمام مجموعه ي و x

s
نماد با را (x, s) عنصر هم ارزي کلاس

صورت به ،s, t ∈ S و x, y ∈ R هر به ازاي را S−۱R در ضرب و جمع عمل می دهیم. نشان

می کنیم. تعریف x

s
+

y

t
=

xt+ ys

st
و x

s

y

t
=

xy

st

1Multiplicatively Closed Subset


