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مالکیتمعنوی

تعالͬ باسمه

آنالیز محضگرایش ریاضͬ رشته دانشجوی ٩٠۴٢١٠٠١٠ دانشجویͬ شماره به بیͽلری محمدنبͬ اینجانب

کتاب مقاله، انتشار به اقدام خود پایان�نامه براساس چنانچه مͬ�شوم متعهد ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ مقطع

صورت به ... و مقاله و کتاب نشر، به نسبت ایشان نظر با راهنما، استاد از کردن مطلع ضمن نمایم ... و

کنم. مبادرت خود نام بر مقدم راهنما استاد نام ذکر با و مشترك

گ࢓ඟی ഺ঻ ೺ख़مدਞষی خانوادگͬ: نام و نام

امضا: و تاریخ

تعالͬ باسمه

آنالیز محضگرایش ریاضͬ رشته دانشجوی ٩٠۴٢١٠٠١٠ دانشجویͬ شماره به بیͽلری محمدنبͬ اینجانب

بهره دیͽری نوشته و ایده فͺر، از خود پایان�نامه در چنانچه مͬ�کنم گواهͬ ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ مقطع

است بدیهͬ کرده�ام. ذکر مناسب جای در نیز را مأخذ و منبع مستقیم غیر یا مستقیم قول نقل با گرفته�ام،

بود. خواهم آن جوابͽوی و مͬ�دانم خویش عهده بر نباشد دیͽران قول نقل که مطالبͬ تمامͬ مسئولیت

گ࢓ඟی ഺ঻ ೺ख़مدਞষی خانوادگͬ: نام و نام

امضا: و تاریخ
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پایان�نامه از بهره�برداری مجوز

استاد توسط كه محدودیتͬ به توجه با و كتابخانه مقررات چهارچوب در پایان�نامه این از بهره�برداری

است: بلامانع مͬ�شود، تعیین زیر شرح به راهنما
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چͺیده

این در آورد. مͬ فراهم را سیͽنال اغتشاشات رفع امͺان که باشد مͬ قاب ͷی از مهم خاصیت ͷی حشو

پردازیم. مͬ آن خواص به و داده ارائه هیلبرت فضای در متناهͬ قابهای برای حشو از جدیدی مفهوم تحقیق

حول قاب بردارهای تراکم توان مͬ که گیرد مͬ صورت واحد کره روی تابعͬ تعریف اساس بر مفهوم این

کرد. گیری اندازه کره روی نقاط

مͬ ارائه متناهͬ های قاب برای حشو تابع مینیمم و ماکسیمم بصورت پایین و بالا حشو از تعریفͬ همچنین

پردازیم. مͬ آنها حشو اساس بر متناهͬ قابهای توصیف به پایان در کنیم.

قاب. حشو، تابع هیلبرت، فضای کلیدی: واژگان



೯دایا...١
نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به

دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و

مͬ�داری.

تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

امید برق که توست رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها

مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در

پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم

دریاب. دریاب، کرده�ام

از من، نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن

آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

فداکاری بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به

گستاخͬ بͬ�نمود، خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در

بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ،

کن. روزی

کا৖وਗی�वࢯمد਱଒ࣨوزਖ৶஑ی�वࢯمد ৺جو৅ر୓عدازسال�ভسانিا଒گاه ৽ی،آਉقدग़ࢮلगଦ
وगଦࢮلग़ฬقدਉیوਠमی೯داو৯دಶඖభن௧گاගঘھاশࢌষبا॰د...

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

دوستانͬ با هم�کلاس بزرگوار اساتیدی محضر در تا شدند من حامͬ که را مهربان همسری سپاس و تقدیر

بماند. باقͬ دلم در خاطرشان ابد تا که شوم

سپاس بودند پایان�نامه این در من راهنمای استاد که را احمدی احمد دکتر آقای جناب ارجمندم استاد

برعهده را نامه پایان این داوری که فتحͬ جواد دکتر و زاده عسͺری عباس دکتر آقای جناب از و مͬ�گویم

آقای و خانͬ میرحسین دکتر آقای سبزواری، دکتر آقای بزرگوار اساتید دیͽر از و دارم را تشͺر کمال داشتند

نمایم. مͬ قدردانͬ کردم تجربه و علم کسب محضرشان در که مقدری دکتر

از بعد و عزیزم مادر و مهربان همسر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در

گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم خانواده از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش خدا،

بودند. من پشتیبان بهترین که وجودشان، امیدبخش

گ࢓ඟی ഺ঻ ೺ख़مدਞষی
دی�ماه۱۳۹۲
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پیشͽفتار

حشو

به و هستند حذف قابل اطلاعات در کاستͬ و کم کوچͺترین ایجاد بدون که است پیام از هایͬ بخش حشو

شود. مͬ نامیده حشو شده، تͺرار یͺبار از بیش که اطلاعاتͬ کلͬ طور

انتقال ͬͽونͽچ توان مͬ آن اساس بر که گردید. مطرح اطلاعات نظریه در و ریاضیات در ابتدا حشو مفهوم

گیری اندازه مجموعه، در موجود امͺانات اساس بر را پیام هر در موجود اطلاعات و توصیف را اطلاعات

نمود.

دارد. وجود بالفعل توانایͬ و بالقوه توانایͬ بین که اختلافͬ از است عبارت حشو مقدار ای، نشانه نظام هر در

حشو مجموعه در که شود مͬ گفته باشد، نشده برداری بهره مجموعه توانایͬ حداکثر از وقتͬ دیͽر عبارت به

دارد. وجود

بین از جهت به حشو مقداری وجود ارتباطͬ نظام هر در برعͺس است، بدی پدیده حشو که کرد تصور نباید

باعث که گیرد مͬ قرار اخلالͽر عوامل معرض در ارتباطͬ مجرای هر است. لازم اخلالͽر عوامل تاثیر بردن

دریافت گیرنده که آنچه با شده فرستاده پیام بنابراین شود. مͬ پیام در موجود اطلاعات از مقداری رفتن بین از

قابل دیͽر رفته دست از اطلاعات مقدار باشد، حشو فاقد کلͬ به ای مجموعه اگر و است متفاوت کند، مͬ

شود. نمͬ کدگذاری درستͬ به گیرنده توسط شده دریافت های علامت نتیجه در و نیست برگرداندن

اطلاعات آن بیشتر هرچه باشد، بینͬ پیش قابل حدی تا پیام مفهوم که آید مͬ پیش موقعͬ ارتباطات در حشو

است. بیشتر آن در نیز آن حشو میزان باشد بینͬ پیش قابل

از بیش دیͽر، عبارت به یا زنیم مͬ حدس شنویم مͬ واقعا که مقداری آن از بیش زبان روزمره کاربرد در ما

ͷکم زبان عناصر وقوع احتمال درباره خود گاه ناآ دانش از گیریم، مͬ خبر زبان صوتͬ جوهر از که مقداری

گیریم. مͬ

٢



گفتار در انسان صدای کنند. مͬ استفاده ارتباطͬ دستͽاههای طراحͬ در امر این از ارتباطات، مهندسان

تا ٢٠٠ بین ارتعاشات در فقط تلفن دستͽاه ولͬ دارد، ثانیه در دور تا١٠٠٠٠ ۵٠ بین ارتعاشاتͬ روزمره

تمام ترتیب، بدین است. گفتار موردنیاز باند وسعت ١
٣ آن باند وسعت یعنͬ کند مͬ منتقل را دور ٣۴٠٠

شود. مͬ گرفته شنونده از تلفنͬ مͺالمات در باشد، حد دو این پایین و بالا در که گفتار ͷاکوستی اطلاعات

ͷاکوستی اطلاعات زبان، در موجود حشو زیرا خوریم، مͬ بر اشͺال به کمتر عادی مͺالمات در ما همه، این با

به نهایͬ تحلیل در ،ͷاکوستی خلأ کردن پر برای حشو از شنونده استفاده کند. مͬ جبران را رفته دست از

در گفتار ادراک دلیل همین به شود، مͬ مربوط مغز در شنیداری اطلاعات پردازش نحوه و گوش ساختمان

گیرد. مͬ قرار زبان روانشناسͬ حوزه

قاب حشو

مͬ تعریف نقطه هر دور قاب بردارهای تراکم های گیری اندازه با هیلبرت، فضای از ای کره روی حشو تابع

شود.

ارا�ئه ها سیͽنال پردازش بعنوان یا و ریاضͬ مفهوم ͷی بعنوان مناسب تحقیقͬ زمینه ها، قاب حشو امروزه

است. مخابراتͬ امواج تصحیح و اغتشاش نمودن برطرف روش ها قاب کاربرد از بخشͬ گردد. مͬ

مهندسͬ و طبیعͬ علوم محاسبات و کاربردی ریاضیات در استاندارد مفهوم ͷی حشو های سیستم یا ها قاب

مناسب اکتشاف روش ͷی متناهͬ، بعد ͷی در حداقل قاب، ͷی از حشو که داریم انتظار بنابراین دارند.

است. حشو مفهوم بر مبنͬ کاملا قاب نظریه و است

هر یعنͬ باشد. مͬ آنها حشو کند، مͬ واقع مفید کاربردی مسا�ئل در را آنها که ها قاب از مفیدی خاصیت

ضرایب با مشخص طبیعͬ نمایش ͷی همچنین ولͬ دارد قابش نسبت نمایش نامتناهͬ تعداد فضا در بردار

است. پذیر تغییر مخصوص کاربردهای با حشو توسط شده بازی نقش دارد. قابش

ما به بردارها از تر پهن برد ͷی روی ما اطلاعات بخشیدن انتشار با که آنهاست توانایͬ آنها مهم نقش ͷی

مͬ دقیق نوسازی و نامیم) مͬ محذوف قسمت وضع این در (که تلفات داشتن نͽه ثابت به بهتری توانایͬ

دائماً بیرون در ها گیرنده (که پردازش توزیع و اطلاعات) مخابره (برای اینترنت کدگذاری در موارد این دهد.

اطلاعات انتشار از دیͽری مزیت .[۶] است شده داده نشان دیͽری کاربردهای و هستند) نوسان حال در

سازد، مͬ برجسته کافͬ قدر به را آن یا است سیͽنال در صدا از اثراتͬ دادن تسͺین تر پهن برد ͷی روی

کند. برطرف را تصویر و سیͽنال پردازش اغتشاشات تواند مͬ بنابراین

و دو های فصل در که است مفاهیمͬ و تعاریف شامل اول فصل است. فصل سه بر مشتمل نامه پایان این

در سرانجام دهیم. مͬ ارائه آن حشو و قابها از قضایایͬ و تعاریف دوم فصل در سپس و است موردنیاز سه

پردازیم. مͬ آن خواص به و کرده معرفͬ را حشو توابع سوم فصل

٣



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف



هیلبرت فضای .١.١ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

مقدمه:

ارائه هایͬ قضیه و مثال همراه به را است موردنیاز بعد های فصل برای که تعاریفͬ و مفاهیم فصل این در

دهیم. مͬ ارجاع [١٢ ،٨ ،٧ ،۶] منابع به را خواننده بیشتر قضایای و مثال مطالعه برای و کنیم مͬ

هیلبرت فضای ١.١

خاصیت سه در اگر نامیم مͬ نرم ͷی را X برداری فضای بر شده تعریف ∥.∥ حقیقͬ تابع .١.١.١ تعریف

کند: صدق زیر

∥x∥ ⩾ ٠ ،xهر ازای به (١)

.x = اگر٠ فقط و ∥x∥اگر = و٠

.∥αx∥ = |α|.∥x∥ ،α ∈ R و xهر ازای به (٢)

مثلث). (نامساوی ∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥ x،y∈ X هر ازای به (٣)

نامیم. مͬ نرمدار فضای ͷی را نرم به مجهز X برداری فضای

[٨] .٢.١.١ مثال

نرمدار فضای ͷی x = (x١, x٢, ..., xn) هر ازای به ∥x∥ =
(∑n

i=١ x
٢
i

) ١
٢ نرم با Rnبرداری فضای (١)

نامیم. مͬ اقلیدسͬ نرم را نرم این ∞∑است،
n=١ |xn|p < ∞ که طوری به مختلط یا حقیقͬ اعداد از x = {xn}∞n=١ های دنباله همه مجموعه (٢)

است: زیر نرم با نرمدار فضای ͷی و دارد نام lp(N)

∥x∥p = (
∞∑
n=١

|xn|p)
١
p .

از تابع ͷی داخلͬ، ضرب ͷی باشد. برداری فضای ͷی X کنید فرض .٣.١.١ تعریف

< ., . >: X ×X 7−→ C

باشد: زیر خواص دارای که است

.< x, y >= < y, x > X؛ در x, y هر ازای به (١)

. < αx + βy, z >= α < x, z > +β < y, z > داریم؛ C در α, β هر Xو در x, y هر ازای به (٢)

. < x, x >= ٠ ⇔ x = ٠ و < x, x >> ٠ (٣)

۵



هیلبرت فضای .١.١ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

فضای ͷی باشد. مͬ ∥x∥ =
√
< x, x > صورت به که کند مͬ القا فضا به را نرمͬ داخلͬ ضرب

شود. مͬ نامیده هیلبرت فضای ͷی باشد، تام شده القا نرم تحت که داخلͬ ضرب

[١٢ ،٨] .۴.١.١ مثال

شود. مͬ داده زیر بصورت Cn روی استاندارد داخلͬ ضرب (١)

< x, y >=
n∑

j=١

xjyj

.y = (y١, y٢, ..., yn) ، x = (x١, x٢, ..., xn) و C به متعلق xj, yj که

است. متناهͬ بعد با هیلبرت فضای ͷی بنابراین و است تام فضا این

تعریف زیر بصورت که است اسͺالر ضرب و جمع های عمل با مختلط خطͬ فضای ͷی l٢(Z) فضای (٢)

شود: مͬ

l٢(Z) =
{
{zn}∞n=−∞ ⊂ C |

∞∑
n=−∞

|zn|٢ <∞
}
.

فضای ͷی l٢(Z) فضای شود. مͬ مشخص < x, y >=
∑∞

n=−∞ xnyn با آن روی داخلͬ ضرب ͷی و

باشد. مͬ هیلبرت

: .۵.١.١ تعریف

. < x, y >= ٠ اگر هستند متعامد H هیلبرت فضای به متعلق x, y عضو دو (١)

باشد: مͬ زیر بصورت H از S زیرفضای ͷی از متعامد متمم (٢)

S⊥ = {x ∈ H :< x, y >= ٠, ∀y ∈ S}.

هر برای هرگاه نامند مͬ متعامد دستͽاه ͷی را X داخلͬ ضرب فضای از A مجموعه زیر ͷی (٣)

< x, y >= ٠ باشیم: داشته A به متعلق x ̸= y ناصفر عنصر دو

داشته B به متعلق x هر ازای به هرگاه است یͺه متعامد دستͽاه ͷی B متعامد دستͽاه ͷی (۴)

.∥x∥ = ١ باشیم،

ازای به اگر نامند مͬ یͺه متعامد پایه را X داخلͬ ضرب فضای ͷی در S متعامد دستͽاه ͷی (۵)

S از مجزا عناصر وxnها αn ∈ C xکه =
∑∞

n=١ αnxn بفرد منحصرد نمایش ͷی x ∈ X هر

هستند.

داشته ،k ∈ N هر ازای به اگر است کامل گوییم باشد یͺه متعامد پایه ͷی {ek}∞k=١ اگر .۶.١.١ تعریف

.f = ٠ آنͽاه ،< f, ek >= ٠ باشیم

۶



هیلبرت فضای .١.١ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

طوری به باشد موجود B > ثابت٠ ͷی اگر گوییم بسل دنباله Hرا در {fk}∞k=١ دنباله ͷی .٧.١.١ تعریف

که
∞∑
k=١

| < f, fk > |٢ ≤ B∥f∥٢ ∀f ∈ H.

کنیم: مͬ بیان را یͺه متعامد پایه ͷی با {ek}∞k=١ یͺه متعامد دستͽاه ͷی برای ارزی هم شرایط زیر قضیه در

{ek}∞k=١ یͺه متعامد دستͽاه ͷی برای آنͽاه باشد، هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض [٧] .٨.١.١ قضیه

ارزند: هم زیر شرایط

است، یͺه متعامد پایه ͷی {ek}∞k=١ (١)

،f =
∑∞

k=١ < f, ek > ek ،f ∈ H هر ازای به (٢)

،< f, g >=
∑∞

k=١ < f, ek >< ek, g > ،f, g ∈ H هر ازای به (٣)

پارسوال)، (اتحاد
∑∞

k=١ | < f, ek > |٢ = ∥f∥٢ ،f ∈ H هر ازای به (۴)

،span{ek}∞k=١ = H (۵)

.f = ٠ آنͽاه ،< f, ek >= ٠ باشیم داشته ،k ∈ N هر ازای به اگر (۶)

٧



عملͽرها .٢.١ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

عملͽرها ٢.١

در است. حقیقͬ متغیر از تابع ͷی از ای ایده طبیعͬ تعمیم هیلبرت، فضای ͷی روی عملͽر ͷی مفهوم

برای زیادی موارد در هیلبرت فضای ͷی روی خطͬ عملͽرهای است. اساسͬ مهندسͬ و ریاضیات در واقع

هستند. سودمند و مهم خیلͬ بنابراین شوند مͬ استفاده ͬͺفیزی های کمیت دادن نمایش

میدان از اسͺالرهایͬ X, Y که Y برداری فضای به X برداری فضای ͷی از T عملͽر ͷی .١.٢.١ تعریف

باشیم: داشته a, b ∈ F هر برای و X به متعلق x١, x٢ هر برای هرگاه نامند مͬ عملͽرخطͬ را دارند، F

T (ax١ + bx٢) = aTx١ + bTx٢.

K عدد ͷی اگر نامند مͬ کراندار X برداری فضای روی را T : X 7−→ X عملͽر ͷی .٢.٢.١ تعریف

Tمعادل عملͽر ͷی نرم . ∥Tx∥ ⩽ K∥x∥ باشیم داشته x ∈ X هر برای که طوری به باشد داشته وجود

با است

∥T∥ = sup
∥x∥=١

∥Tx∥.

تعریف S یͷعملͽر باشد، X برداری یͷفضای روی تعریفشده یͷعملͽر T فرضکنید تعریف٣.٢.١.

.TSx = x باشیم داشته R (T ) به متعلق x هر برای هرگاه نامند مͬ T معͺوس را R (T ) روی شده

.STx = x ،D (T ) به متعلق x هر برای همچنین

باشد. مͬ عملͽر برد R و دامنه D اینجا در که

داریم و دهیم مͬ نشان T−١ با را T معͺوس

D
(
T−١) = R (T ) , R

(
T−١) = D (T ) .

کنیم: مͬ تعریف زیر بصورت را X روی T عملͽر ͷی .X = l٢(N)کنید فرض [١٢] .۴.٢.١ مثال

T (x١, x٢, ...) = (٠, x١, x٢, ...)

باشد. مͬ l٢(N) روی پذیر معͺوس خطͬ عملͽر ͷی T اینصورت در

به (K,< ., . >K) هیلبرت فضای از کراندار عملͽر ͷی T کنید فرض الحاقͬ: عملͽر .۵.٢.١ تعریف

هرگاه گوییم الحاقͬ عملͽر را T ∗ : H 7−→ K یͺتا عملͽر باشد، (H, < ., . >H) هیلبرت فضای توی

< x, Ty >H=< T ∗x, y >K ∀x ∈ H, y ∈ K.

٨
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دارد: را زیر خواص الحاقͬ عملͽر

(T + S)∗ = T ∗ + S∗ , (S∗)−١ = (S−١)∗ , (ST )∗ = T ∗S∗.

است. الحاقͬ خود T که گوییم مͬ باشد برابر T = T ∗ اگر و

مختلط یا حقیقͬ هیلبرت فضاهای بین U : H١ 7−→ H٢ خطͬ نͽاشت ͷی یͺانͬ: عملͽر تعریف٢.١.۶.

باشد: برقرار زیر Hرابطه به متعلق x, y هر ازای به و باشد پذیر معͺوس اگر شود مͬ نامیده یͺانͬ ،Hو٢H١

< Ux,Uy >H٢=< x, y >H١

است. همانͬ عملͽر I آن در که است برقرار T ∗T = TT ∗ = I رابطه T یͺانͬ عملͽر ͷی برای و

H از یͺه متعامد پایه ͷی {en}kn=١ و بعد متناهͬ هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض [١٢] .٧.٢.١ مثال

عملͽر اینصورت در باشد

U : Cn −→ H

U(z١, z٢, ..., zn) = z١e١ + ...+ znen

است. یͺانͬ

و باشد خودالحاق آن، اگر نامند مͬ مثبت عملͽر را T عملͽر ͷی .٨.٢.١ تعریف

∀x ∈ H < Tx, x >⩾ ٠.

است. متعامد تصاویر الحاق، خود عملͽرهای از مهم کلاس ͷی

به H از متعامد تصویر باشد، شده داده H از V بسته زیرفضای ͷی اگر تصویر: عملͽر .٩.٢.١ تعریف

که بطوری باشد، مͬ P : H 7−→ H عملͽر V توی

Px = x x ∈ V , Px = ٠ x ∈ V ⊥

متعامد سیستم ͷی {en}∞n=١ و هیلبرتHباشد فضای ͷی از بسته زیرفضای ͷی S اگر [٧] .١٠.٢.١ مثال

نوشت: زیر بصورت توان مͬ را S بتوی P تصویر عملͽر اینصورت در باشد، S در کامل یͺه

Px =
∞∑
n=١

< x, en > en.

٩
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آنͽاه باشد عملͽر ͷی T : H −→ H و متناهͬ بعد با هیلبرت فضای ͷیH کنید فرض .١١.٢.١ تعریف

شود: مͬ تعریف زیر بصورت T اثر

Tr(T ) =
N∑
i=١

< Tei, ei >

باشد. مͬ H هیلبرت فضای برای یͺه متعامد پایه ͷی {ei}Ni=١ که

اگر باشد. k صحیح اثر با متناهͬ مرتبه با مثبت عملͽر ͷی T کنید فرض .١٢.٢.١ قضیه

نوشت. ͷی مرتبه از تصویر k از مجموعͬ صورت به توان مͬ را T آنͽاه باشد k ⩾ rank(T )

باشد. xi⊕xi تصاویر از مجموعͬ T که بسازیم طوری را x١, x٢, ..., xk یͺه بردارهای خواهیم مͬ برهان.

Hn که Hn = range(T ) و n = rank(T ) کنید فرض کنیم. مͬ استفاده k روی استقراء از برهان برای

باشد. مͬ n بعد با هیلبرت فضای ͷی

باشد. ͷی مرتبه از تصویر خودش باید T آنͽاه باشد k = ١ اگر

عنوان به T که طوری به نوشت توان مͬ Hnرا برای {ei}ni=١ یͺه متعامد پایه ͷی باشد. k ⩾ ٢ کنیم فرض

باشد. Hn روی a١ ⩾ a٢ ⩾ ... ⩾ an > ٠ مثبت های درایه با قطری ماتریس ͷی

و xk = e١ توان مͬ بنابراین a١ > داریم١ حالت این در :(k > n)اول حالت

T − (xk ⊕ xk) = diag(a١ − ١, a٢, ..., an)

فرض با k− ١ ⩾ n اثر حال دارد. n مرتبه هنوز و شود مͬ مثبت قطری های Hnدرایه روی باقیمانده یعنͬ

است. برقرار استقراء

متناهͬ، مرتبه خودالحاق عملͽر کنید فرض . a١ ⩾ ١ و an ⩽ ١ داریم اکنون :(k = n) دوم حالت

باشد. R تͺرار مرتبه شمارش از n-ام ویژه مقدار بزرگترین علامت µn(R) و باشد شده داده R ∈ B(H)

که دانیم مͬ

µn(T − (e١ ⊕ e١)) ⩾ ٠ µn(T − (en ⊕ en)) < ٠

که طوری به دارد وجود y ∈ Hn بنابراین است. x ∈ Hn از پیوسته تابع ͷی µn(T − (x⊕ x)) و

µn(T − (y ⊕ y)) = ٠.

و (T − (x⊕ x)) ⩾ ٠ باقیمانده که دانیم مͬ کنیم. مͬ انتخاب xk = y حال

trace(T − (x⊕ x)) = n− ١ , rank(T − (x⊕ x)) = n− ١ = k − ١

■ است. برقرار نتیجه استقراء فرض با دوباره و

١٠
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متناهͬ بعد با ،V مختلط برداری فضای ͷی روی T خودالحاق عملͽر ͷی معین: عملͽر .١٣.٢.١ تعریف

اگر: شود مͬ تعریف معین مثبت عملͽر ͷی خودالحاق، داخلͬ ضرب با

.< Tv, v >= ٠ باشیم: داشته v = ٠ برای

اگر: است مثبت معین نیمه عملͽر ͷی T عملͽر و

دهد. رخ v صفر غیر بردارهای برای است ممͺن حالت این >که Tv, v >⩾ ٠

است پذیر معͺوس U آنͽاه باشد ∥I −U∥ ⩽ ١ و کراندارباشد U : X −→ X اگر [٧] .١۴.٢.١ قضیه

این بر علاوه U−١ =
∑∞

k=١(I − U)K و

∥U−١∥ ⩽ ١
١− ∥I − U∥

.
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