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چکیده:
را T ⊆ G زیرمجموعه�ی .A(G) ⊆ l∞(G) و باشد e همانی با توپولوژیک گروه یک G کنیم فرض

به داد توسیع f̃ : G −→ C تابع به بتوان را f : T −→ C کران�دار تابع هر اگر می�نامیم A(G) درونیاب مجموعه�ی (الف)

f̃؛ ∈ A(G) که طوری

،e از U همسایگی هر برای و باشد A(G) درونیاب مجموعه�ی اگر می�نامیم A(G) تقریب�پذیر درونیاب مجموعه�ی (ب)

h ∈ A(G) تابع ،T۱ ⊆ T هر برای که طوری به باشند داشته وجود V ۱ ⊆ V۲ ⊆ U شرط با e از V۲ و V۱ باز همسایگی�های

باشد داشته وجود زیر شرایط با

h(V۱T۱) ⊆ {۱}, h(G \ V۲T۱) ⊆ {۰}.

گروه�های کلی طور به یا نامتناهی گسسته�ی گروه�های روی مختلف توابع ساخت برای کلیدی روش یک درونیاب مجموعه�های

از تابع یک به می�توان را آن�ها روی شده تعریف کران�دار تابع هر که هستند ویژگی این دارای آن�ها می�باشند. موضعی فشرده�ی

داد. توسیع گروه کل روی نظر مورد نوع

Cb(G) و C۰(G) تقریب�پذیر درونیاب مجموعه�های معرفی به ابتدا است [١٣] مقاله�ی بر مبتنی که پایان�نامه این در

تقریباً توابع و Cru(G) راست یکنواخت پیوسته�ی توابع تقریب�پذیر درونیاب مجموعه�های مشخصه�سازی به سپس می�پردازیم؛

می�کنیم. اقدام WAP (G) ضعیف دوره�ای

اجتماع شرایط این تحت که می�نماییم بیان را شرایطی و می�پردازیم تقریب�پذیر درونیاب مجموعه�های اجتماع بررسی به آخر در

هستند. ما نظر مورد توابع جبر برای تقریب�پذیر درونیاب مجموعه�ی دوباره تقریب�پذیر، درونیاب مجموعه�های

۵۴H١١، ۴٣A۶٠، ۴٣A١۵ ثانویه و ٢٢D١۵، ۴٣A۴۶ اولیه ریاضی: موضوعی رده�بندی کد

درونیاب مجموعه�های شده، فشرده�سازی نیم�گروه�های ضعیف، دوره�ای تقریباً یکنواخت، پیوسته�ی توابع کلیدی: کلمات

اول قوی طور به نقاط فشرده، انتقال با مجموعه�های یکنواخت، گسسته�ی مجموعه�های تقریب�پذیر،



١ ف��ص��ل

م��ق��دم��ه

پ��ی��ش�گ��ف��ت��ار ١.١

ی��ا ن��ام��ت��ن��اه��ی گ��س��س��ت��ه�ی گ��روه�ه��ای روی م��خ��ت��ل��ف ت��واب��ع س��اخ��ت ب��رای ک��ل��ی��دی روش ی��ک درون��ی��اب م��ج��م��وع��ه�ه��ای
ت��ع��ری��ف ک��ران�دار ت��اب��ع ه��ر ک��ه ه��س��ت��ن��د وی��ژگ��ی ای��ن دارای آن�ه��ا م��ی�ب��اش��ن��د. م��وض��ع��ی ف��ش��رده�ی گ��روه�ه��ای ک��ل��ی ط��ور ب��ه

داد. ت��وس��ی��ع گ��روه ک��ل روی ن��ظ��ر م��ورد ن��وع از ت��اب��ع ی��ک ب��ه م��ی�ت��وان را آن�ه��ا روی ش��ده
�ا �ه�ه� �وع� �م� �ج� I۰-م� �ا ب� ولا� �م� �ع� م� �ا �ه� آن� �ی��اب درون� �ه�ه��ای �وع� �م� �ج� م� �د، �اش� ب� دوره�ای �اً �ب� �ری� �ق� ت� �ر، �ظ� ن� �ورد م� �ع��ی �ی� �وس� ت� �ع �اب� ت� �ر گ� ا

ش��ده�ان��د. م��ع��رف��ی [٢١] در ری��ل-ن��اردزوی��س��ک��ی و ه��ارت��م��ن ت��وس��ط ک��ه م��ی�ش��ون��د ش��ن��اخ��ت��ه
روی �ی��ف �ع� ض� دوره�ای �اً �ب� �ری� �ق� ت� �ع �واب� ت� �ر �ب� ج� �رای ب� را �ی��اب درون� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� ،[٨] در �وو چ� و [٣٠] در روپ��رت
ب��اش��د ض��ع��ی��ف دوره�ای ت��ق��ری��ب��اً م��ج��م��وع��ه، م��ش��خ��ص��ه�ی ت��اب��ع ک��ه اض��اف��ی ش��رط ای��ن ب��ا گ��روه�ه��ا ن��ی��م و گ��س��س��ت��ه گ��روه�ه��ای
دوره�ای �اً �ب� �ری� �ق� ت� �ده، �ون� �رش� �ف� ص� �ت �ای� �ه� �ی�ن� ب� در �ران�دار ک� �ع �اب� ت� �ر ه� �ه ک� �ت اس� �ن ای� �ادل �ع� م� �ی �ژگ� وی� �ن ای� �د. �ردن� ک� �رح �ط� م�
�وو، چ� �ط �وس� ت� و �ی �اه� �ن� �ت� م� �ال �ق� �ت� ان� �ا ب� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �رت، روپ� �ط �وس� ت� �اب �ی� درون� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ن ای� �د. �اش� ب� �ف �ی� �ع� ض�

ش��دن��د. ن��ام��ی��ده Rw-م��ج��م��وع��ه�ه��ا

�ه ب� �ز �ه� �ج� م� ،G �ک �وژی� �ول� �وپ� ت� �روه گ� روی �ران�دار ک� �ددی ع� �ع �واب� ت� از �ل �ک� �ش� �ت� م� �ر �ب� ∗C-ج� ،ℓ∞(G) �م �ی� �ن� ک� �رض ف�
�اب �ی� درون� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� ،G �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ه�ی �م� ه� �ورت ص� �ن ای� در .A(G) ⊆ ℓ∞(G) و �د �اش� ب� �م �م� �ری� �وپ� س� �رم ن�
غ��ی��ر م��وض��ع��ی ف��ش��رده�ی گ��روه�ه��ای ک��ه اس��ت ح��ال��ی در ای��ن و A(G) = ℓ∞(G) گ��ر ا م��ی�ب��اش��ن��د A(G) ت��ق��ری��ب�پ��ذی��ر



م��ق��دم��ه .١ ٢ف��ص��ل

�اً �ب� �ری� �ق� ت� �ع �واب� ت� �ر �ب� ج� AP (G) آن در �ه ک� �د، �ن� �اش� ب� AP (G) �ر �ذی� �ب�پ� �ری� �ق� ت� �اب �ی� درون� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �د �ن� �وان� �ی�ت� �م� ن� �رده �ش� ف�
اس��ت. G روی دوره�ای

راس��ت �واخ��ت �ن� �ک� ی� �ه�ی �ت� �وس� �ی� پ� و �ران�دار ک� �ع �واب� ت� از �ک��ل �ت��ش� م� ،Cru(G) �ر�ه��ای �ب� ج� �ا، م� ب��ح��ث �ورد م� �ل��ی اص� م��ح��ور
اس��ت. G روی ض��ع��ی��ف دوره�ای ت��ق��ری��ب��اً ت��واب��ع از م��ت��ش��ک��ل ،WAP (G) و G روی

اس��ت. ی��اف��ت��ه اخ��ت��ص��اص پ��ی��ش�ن��ی��از�ه��ا و پ��ی��ش�گ��ف��ت��ار ب��ه ف��ص��ل ای��ن
ت��واب��ع از �ت��ش��ک��ل م� ،Cb(G) �ری��ب�پ��ذی��ر �ق� ت� �ی��اب درون� و �ی��اب درون� �ه�ه��ای �م��وع� م��ج� ب��ررس��ی �ه ب� �ر �ی��ش�ت� ب� ،٢ ف��ص��ل در
م��ی�پ��ردازی��م. G روی ص��ف��رش��ون��ده ب��ی�ن��ه��ای��ت در پ��ی��وس��ت��ه�ی ت��واب��ع از م��ت��ش��ک��ل ،C۰(G) و G روی ک��ران�دار و پ��ی��وس��ت��ه
و Cb(G) و C۰(G) ج��ب��ر�ه��ای ب��رای ت��ق��ری��ب�پ��ذی��ر، درون��ی��اب و درون��ی��اب م��ج��م��وع��ه�ه��ای ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ت��وج��ه ع��لاوه ب��ه

م��ی�ب��اش��ن��د. ی��ک��س��ان Cru(G)
ف��ض��ای گ��ر ا �ت��ن��د ه��س� Cb(G) درون��ی��اب م��ج��م��وع��ه�ی ب��س��ت��ه، �ت��ه�ی گ��س��س� م��ج��م��وع��ه�ه��ای ک��ه �ی��م �ن� م��ی�ک� ث��اب��ت ادام��ه در

م��ی�ب��اش��ن��د. C۰(G) درون��ی��اب م��ج��م��وع��ه��ی م��ت��ن��اه��ی، م��ج��م��وع��ه�ه��ای و ب��اش��د ن��رم��ال ،Gت��وپ��ول��وژی��ک
�اب �ی� درون� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �پ)، (چ� �ت راس� �ت �واخ� �ن� �ک� ی� �ه�ی �ت� �س� �س� گ� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ه ک� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� ،٣ �ل �ص� ف� در
،Gت��وپ��ول��وژی��ک گ��روه ک��ه اس��ت درس��ت زم��ان��ی گ��زاره�ه��ا ای��ن ع��ک��س ه��س��ت��ن��د. (Clu(G))Cru(G) ج��ب��ر� ت��ق��ری��ب�پ��ذی��ر

ب��اش��د. م��ت��ر�پ��ذی��ر
�ورد م� �ی �ع� �وض� م� �رده�ی �ش� ف� �ای �روه�ه� E-گ� �رای ب� را WAP (G) �ر �ذی� �ب�پ� �ری� �ق� ت� �اب �ی� درون� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ه، ادام� در
�ه�ی �وع� �م� �ج� م� ی��ک T �ر گ� ا ،G �ع��ی �وض� م� �رده�ی �ش� ف� �روه گ� �ر ه� در �ه ک� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �دا �ت� اب� در �م. �ی� �ی�ده� م� �رار ق� �ه �ع� �ال� �ط� م�
�ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ک ی� �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� WAP (G) �رای ب� �پ) (چ� �ت راس� �ت �واخ� �ن� �ک� ی� �ه�ی �ت� �س� �س� گ� �ر �ذی� �ب�پ� �ری� �ق� ت� �اب �ی� درون�
�ک ی� G �ه ک� �د �اش� �ی�ب� م� �ت درس� �ی �ان� زم� �ب �ل� �ط� م� �ن ای� �س �ک� ع� �د. �اش� ب� �رده �ش� ف� �ال �ق� �ت� ان� �ا ب� V T �ه ک� دارد �ود وج� e از V

ب��اش��د. E-م��ج��م��وع��ه ی��ک T و م��وض��ع��ی ف��ش��رده�ی E-گ��روه ی��ک ک��ل��ی ط��ور ب��ه ی��ا م��وض��ع��ی ف��ش��ره�ی SIN-گ��روه
راس��ت �واخ��ت �ن� �ک� ی� �ه�ی �ت� �س� �س� گ� �ه�ی �وع� �م� �ج� E-م� �ر ه� ،G �ع��ی �وض� م� �رده�ی �ش� ف� �روه E-گ� �ر ه� در �ه ک� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن�
ت��ق��ری��ب�پ��ذی��ر درون��ی��اب م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک اس��ت، ف��ش��رده ان��ت��ق��ال ب��ا V T ،e از V ه��م��س��ای��گ��ی ی��ک ب��رای ک��ه T (چ��پ)

م��ی�ب��اش��د. WAP (G)

ط��وری ب��ه (چ��پ) راس��ت ی��ک��ن��واخ��ت گ��س��س��ت��ه�ی م��ج��م��وع��ه�ه��ای ب��اش��د، ن��ی��ز م��ت��ر�پ��ذی��ر G ب��الا ش��رای��ط ب��ر ع��لاوه گ��ر ا
ه��س��ت��ن��د. م��ن��ط��ب��ق WAP (G) ت��ق��ری��ب�پ��ذی��ر درون��ی��اب م��ج��م��وع��ه�ه��ای ب��ر ک��ام��لا اس��ت ف��ش��رده ان��ت��ق��ال ب��ا V T ک��ه

ت��ق��ری��ب��اً |f | ک��ه ط��وری ب��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ظ��ر در را WAP (G) در f ت��واب��ع ه��م��ه�ی از م��ت��ش��ک��ل WAP۰(G) ف��ض��ای
ی��ع��ن��ی، اس��ت؛ ص��ف��ر ب��ه ه��م��گ��را

WAP۰(G) = {f ∈ WAP (G) : µ(|f |) = ۰}

درون��ی��اب م��ج��م��وع��ه�ه��ای ،[٢٧] در رم��زی ش��ده�ی ذک��ر دلای��ل ب��ن��اب��ر م��ی�ب��اش��د. WAP (G) روی پ��ای��ا م��ی��ان��گ��ی��ن µ ک��ه
ک��ه اس��ت آن م��ش��خ��ص��ه�س��ازی ای��ن از ن��ت��ی��ج��ه ی��ک واق��ع در ه��س��ت��ن��د. WAP۰(G)ی��ک��س��ان WAPو (G) ت��ق��ری��ب�پ��ذی��ر



م��ق��دم��ه .١ ٣ف��ص��ل

ف��ش��رده�ی گ��روه از ن��ام��ت��ن��اه��ی زی��ر�م��ج��م��وع��ه�ه��ای ،٢۴.٢.٢ ت��ع��ری��ف از (ب) ق��س��م��ت در ض��ع��ی��ف�ت��ر ش��رای��ط ت��ح��ت ح��ت��ی
ب��اش��ن��د. AP (G) ت��ق��ری��ب�پ��ذی��ر درون��ی��اب م��ج��م��وع��ه�ی ک��ه ن��دارن��د وج��ود گ��س��س��ت��ه) گ��روه ی��ک (از م��ت��ر�پ��ذی��ر م��وض��ع��ی

�م. �ی� �ن� �ی�ک� م� ب��ررس��ی �اه��ی �ن� �ت� م� �اع �م� �ت� اج� ت��ح��ت را A(G) �ر �ذی� �ری��ب�پ� �ق� ت� �ی��اب درون� �ه�ه��ای �وع� �م� �ج� م� �ار �ت� رف� ،۴ ف��ص��ل در
�ی �ط� �رای� ش� �ت �ح� ت� ،A(G) �ر �ذی� �ب�پ� �ری� �ق� ت� �اب �ی� درون� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� از �ی �اه� �ن� �ت� م� �داد �ع� ت� �اع �م� �ت� اج� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ات �ب� اث�

م��ی�ب��اش��ن��د. A(G) ت��ق��ری��ب�پ��ذی��ر درون��ی��اب م��ج��م��وع��ه�ی
�ه ب� �ن �اط� ب� در �ا ام� �د �ن� �اش� ب� �ت �ی� �م� اه� �م ک� �ر �اه� ظ� در �د �ای� ش� �ه ک� آورد �م �ی� �واه� خ� را �ی �ج� �ای� �ت� ن� و �م �ی� �اه� �ف� م� �ل �ص� ف� �ن ای� در
م��ط��ال��ب ع��م��ی��ق�ت��ر ف��ه��م ب��ه و م��ی�ن��م��ای��ن��د ش��ای��ان��ی ک��م��ک آورد خ��واه��ی��م آت��ی ق��ض��ای��ای در ک��ه درش��ت��ی و ری��ز اس��ت��دلال�ه��ای

م��ی�ش��ون��د. م��ن��ج��ر



م��ق��دم��ه .١ ۴ف��ص��ل

ن��ی��از پ��ی��ش ٢.١

�ه ادام� در و �م �ردازی� �ی�پ� م� �د �ع� ب� �ای �ل�ه� �ص� ف� در �از �ی� ن� �ورد م� �ج �ای� �ت� ن� و �م �ی� �اه� �ف� م� �ی �رخ� ب� �ه�ی ارای� �ه ب� �دا �ت� اب� �خ��ش، ب� �ن ای� در
ه��س��ت��ن��د. پ��ای��ان�ن��ام��ه م��وض��وع م��ط��ال��ع��ه�ی م��ب��ن��ای ک��ه ی��م م��ی�آور را آن��ه��ا ب��ه م��رب��وط ن��ت��ای��ج و ت��وپ��ول��وژی��ک گ��روه�ه��ای

گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای��ش از U خ��ان��واده�ی ب��ا ه��م��راه را X م��ج��م��وع��ه�ی .١.٢.١ ت��ع��ری��ف

ب��اش��ن��د؛ U در ∅ و X (ال��ف)

ب��اش��د؛ داش��ت��ه ق��رار U در U اع��ض��ای از م��ت��ن��اه��ی ت��ع��داد اش��ت��راک (ب)

ب��اش��د. داش��ت��ه ق��رار U در U اع��ض��ای از دل��خ��واه ت��ع��داد اج��ت��م��اع (ج)

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش (X,U) ج��ف��ت ب��ا را U و X از م��ت��ش��ک��ل ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای

�ع �واب� ت� �ه�ی �م� ه� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �ک �وژی� �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� ی��ک X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٢.٢.١ �ذاری �ادگ� �م� ن�

�ای��ش �م� ن� Cb(X) �ا ب� را X روی �ران�دار ک� و �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ع �واب� ت� �ه�ی �م� ه� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� و C(X) �ا ب� را X روی �ه� �ت� �وس� �ی� پ�

م��ی�ده��ی��م.

ب��ا و �ی��م م��ی�ن��ام� X روی f ه��م�ص��ف��ر م��ج��م��وع��ه�ی را {x ∈ X|f(x) ̸= ۰} م��ج��م��وع��ه�ی ،f ∈ C(X) ه��ر ب��رای

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش coz(f)

وج��ود X از K ف��ش��رده�ی �ه�ی �م��وع� زی��رم��ج� ،ε > ۰ ه��ر ب��رای �ر گ� ا �ی��م �ام� م��ی�ن� �ف��رش��ون��ده ص� �ای��ت �ه� ب��ی�ن� در را f �اب��ع ت�

ب��اش��ی��م داش��ت��ه x ∈ X \K ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه

|f(x)| < ε.

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش C۰(X) ب��ا را X روی ص��ف��رش��ون��ده ب��ی�ن��ه��ای��ت در ت��واب��ع ه��م��ه�ی م��ج��م��وع��ه�ی

�ل �م� �ح� م� �ا ب� �ع �واب� ت� �ه�ی �م� ه� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� و �م �ی� �ی�ده� م� �ای��ش �م� ن� supp(f) �ا ب� و �م �ی� �ام� �ی�ن� م� f �ع �اب� ت� �م��ل �ح� م� را coz(f)

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش Cc(X) ب��ا را X روی ف��ش��رده

را X ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��م ف��رض .٣.٢.١ ت��ع��ری��ف

�اق��د ف� ب��از �ای��گ��ی �م��س� ه� دارای ی��ک��ی ح��داق��ل X در y و x �ای��ز �م� �ت� م� �ق��ط��ه�ی ن� دو ه��ر ب��رای �ر گ� ا �ی��م �ام� م��ی�ن� T۰ (ال��ف)

ب��اش��د. دی��گ��ری
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V و U م��ج��زای و ب��از م��ج��م��وع��ه�ه��ای ،x ̸= y ک��ه x, y ∈ X ه��ر ب��رای گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م T۲ ی��ا ه��اس��دورف (ب)

ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��ن��د داش��ت��ه وج��ود X در

x ∈ U, y ∈ V.

،x /∈ C ک��ه X از x ن��ق��ط��ه�ی ه��ر و X از C ب��س��ت��ه�ی زی��رم��ج��م��وع��ه�ی ه��ر ب��رای گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م T۳ ی��ا م��ن��ظ��م (پ)

ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��ن��د داش��ت��ه وج��ود X در V و U م��ج��زای و ب��از م��ج��م��وع��ه�ه��ای

x ∈ U, C ⊆ V.

ک��ه X از x ن��ق��ط��ه�ی ه��ر و X از C �ت��ه�ی ب��س� زی��رم��ج��م��وع��ه�ی ه��ر ب��رای گ��ر ا �ی��م م��ی�ن��ام� T۳ ۱
۲
ی��ا �ن��ظ��م م� ک��ام��لا (ت)

ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود f : X −→ [۰,۱] ت��اب��ع ،x /∈ C

f(x) = ۱, f(C) = {۰}.

دو ،X از C۲ و C۱ �زای �ج� م� و �ه� �ت� �س� ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� �ر�م� زی� دو �ر ه� �رای ب� �ر گ� ا �م �ی� �ام� �ی�ن� م� T۴ �ا ی� �ال �رم� ن� (ث)

ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��ن��د داش��ت��ه وج��ود X در U۲ و U۱ م��ج��زای و ب��از زی��ر�م��ج��م��وع��ه�ی

C۱ ⊂ U۱, C۲ ⊂ U۲.

�اب��ع ت� ،X از C۲ و C۱ م��ج��زای و �ت��ه ب��س� �ه�ی �م��وع� زی��رم��ج� دو ه��ر ب��رای �ر گ� ا �ی��م �ام� م��ی�ن� T۴ ۱
۲
�ا ی� ن��رم��ال ام��لا� ک� (ج)

ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود f : X −→ [۰,۱]

f−۱({۱}) = C۱, f
−۱({۰}) = C۲.

U ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د U م��ان��ن��د ه��م��س��ای��گ��ی ی��ک دارای آن از ن��ق��ط��ه ه��ر گ��ر ا �ی��م م��ی�ن��ام� م��وض��ع��ی ف��ش��رده�ی (چ)

اس��ت. ف��ش��رده

ب��اش��د. ش��م��ارا ه��م��س��ای��گ��ی پ��ای��ه�ی ی��ک دارای x ∈ X ن��ق��ط��ه�ی ه��ر گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م اول ش��م��ارای (ح)

ب��اش��د. ش��م��ارا ت��وپ��ول��وژی پ��ای��ه�ی ی��ک دارای گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م دوم ش��م��ارای (خ)

ح��اص��ل ب��از گ��وی�ه��ای ت��وس��ط ی��ع��ن��ی، ب��اش��د؛ ش��ده ح��اص��ل م��ت��ر ی��ک از آن ت��وپ��ول��وژی گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م م��ت��رپ��ذی��ر (د)

ش��ود. ت��ول��ی��د X در م��ت��ر ی��ک از
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،x از U �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� و x ∈ X �ر ه� �رای ب� �ه ک� �د �اش� ب� �ک �وژی� �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� �ک ی� X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .۴.٢.١ �ه �ی� �ض� ق�

ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود x از V ه��م��س��ای��گ��ی

V ⊂ U.

�ای �ض� ف� از �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ت �اش� �گ� ن� �ک ی� f �ر گ� ا �ت. اس� �رده �ش� ف� ،X از �رده �ش� ف� �ه�ی �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ر ه� �ار �ت� �س� ب� �ورت ص� �ن ای� در

�رده ف��ش� �ز �ی� ن� f(A) �ار �ت� �س� ب� �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� Y از �رده ف��ش� �ار �ت� �س� ب� �ا ب� �ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی� ی��ک A و X ت��وی �ه ب� Y �وژی��ک �ول� �وپ� ت�

اس��ت.

�ی��م �ن� ک� ف��رض ع��لاوه ب��ه ب��اش��د. ه��اس��دورف م��وض��ع��ی ف��ش��رده�ی ف��ض��ای ی��ک X �ی��م �ن� ک� ف��رض (اوری��س��ون) .۵.٢.١ ل��م

ای��ن در .K ∩A = ∅ ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د X از ب��س��ت��ه زی��رم��ج��م��وع��ه�ای ی��ک A و ف��ش��رده زی��رم��ج��م��وع��ه�ی ی��ک K ک��ه

ص��ورت

ک��ه ط��وری ب��ه دارد وج��ود K از U ب��از و ن��س��ب��ی ف��ش��رده�ی ه��م��س��ای��گ��ی (ال��ف)

K ⊂ U ⊂ U ⊂ X \ A.

f؛ ≡ ۰ ی��م دار A روی و f ≡ ۱ داری��م K روی ک��ه ط��وری ب��ه دارد وج��ود f ∈ Cc(X) ت��اب��ع (ب)

�ه ب� �د �اش� ب� C۰(B) در h : B −→ [۰,∞] �اب��ع ت� �ه ک� �م �ی� �ن� ک� ف��رض ،X از B �ه�ی �ت� �س� ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� �ر�م� زی� �رای ب� (ج)

ب��اش��ی��م داش��ت��ه x ∈ K ∩B ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری

h(x) ⩾ ۱.

دارای b ∈ B �ر ه� �رای ب� �ه ک� دارد �ود وج� �وری ط� (ب) �م��ت �س� ق� در �ده ش� �ی �رف� �ع� م� f �ه�ی �ت� �وس� �ی� پ� �ع �اب� ت� �ورت ص� �ن ای� در

م��ی�ب��اش��د زی��ر وی��ژگ��ی

f(b) ⩽ h(b).

ه��ر و X از K ف��ش��رده�ی زی��رم��ج��م��وع��ه�ی ه��ر ب��رای ب��اش��د. ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��م ف��رض .۶.٢.١ ت��ع��ری��ف

م��ی�گ��ی��ری��م ن��ظ��ر در را زی��ر م��ج��م��وع��ه�ی C از U ب��از زی��رم��ج��م��وع��ه�ی

L(K,U) = {f ∈ C(X)|f(K) ⊂ U}.
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X روی �از �رده-ب� �ش� ف� �وژی �ول� �وپ� ت� را L(K,U) �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ط �وس� ت� �ده ش� �د �ی� �ول� ت� �وژی �ول� �وپ� ت� �ورت ص� �ن ای� در

م��ی�ن��ام��ی��م.

اس��ت. ن��رم��ال ک��ام��لا م��ت��ر�پ��ذی��ر، ف��ض��ای ه��ر .٧.٢.١ ن��ت��ی��ج��ه

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [١٠] از ۴.١.١٣ ن��ت��ی��ج��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

ب��اش��د. م��ن��ظ��م ف��ض��ای ی��ک گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت م��ت��ر�پ��ذی��ر دوم، ن��وع ش��م��ارای ف��ض��ای ی��ک .٨.٢.١ ق��ض��ی��ه

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [١٠] از ۴.٢.٩ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

اس��ت. م��ت��ر�پ��ذی��ر م��ت��ر�پ��ذی��ر، ف��ض��ای ی��ک از زی��رف��ض��ا ه��ر .٩.٢.١ ن��ت��ی��ج��ه

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [٣١] از ٣.٢ ن��ت��ی��ج��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

اس��ت. م��ت��ر�پ��ذی��ر ه��اس��دورف، ف��ض��ای ی��ک در ف��ش��رده م��ت��ری��ک ف��ض��ای ی��ک پ��ی��وس��ت��ه�ی ت��ص��وی��ر .١٠.٢.١ ن��ت��ی��ج��ه

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [٣٢] از ٢٣.٢ ن��ت��ی��ج��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

�ه ک� �وری ط� �ه ب� �د �اش� �ی�ب� م� (K,h) �ر �ی� �ظ� ن� �رت��ب م� زوج ی��ک ،X �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای ف��ض� �رده�س��ازی �ش� ف� .١١.٢.١ �ری��ف �ع� ت�

چ��گ��ال زی��رم��ج��م��وع��ه�ی ی��ک در را X ک��ه اس��ت ی��ک ب��ه ی��ک ن��گ��اش��ت ی��ک h و ه��اس��دورف ف��ش��رده�ی ف��ض��ای ی��ک K

م��ی�ن��ش��ان��د. K از

،X �ت��ون-چ��ک اس� �ازی �رده�س� ف��ش� �د. �اش� ب� �م �ظ� �ن� م� لا� �ام� ک� �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای ف��ض� ی��ک X �م �ی� �ن� ک� ف��رض .١٢.٢.١ �ری��ف �ع� ت�

ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت (φ,Z) م��رت��ب زوج

اس��ت؛ ف��ش��رده ف��ض��ای ی��ک Z (ال��ف)

اس��ت؛ Z ت��وی ب��ه X از ن��ش��ان��دن ی��ک φ (ب)
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اس��ت؛ چ��گ��ال Z در φ(X) (ج)

g : Z −→ Y پ��ی��وس��ت��ه�ی ت��اب��ع ی��ک ،f : X −→ Y پ��ی��وس��ت��ه�ی ت��اب��ع ه��ر و Y ف��ش��رده�ی ف��ض��ای ه��ر ب��رای (د)

.g ◦ φ = f ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش βX ب��ا را X اس��ت��ون-چ��ک ف��ش��رده�س��ازی

(τ,W ) و (φ,Z) �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �لاوه ع� �ه ب� �د. �اش� ب� �م �ظ� �ن� م� لا� �ام� ک� �ای �ض� ف� �ک ی� X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .١٣.٢.١ �ه �ت� �ک� ن�

�ه ب� دارد �ود وج� γ : Z −→ W �ر �ی� �ظ� ن� �ی �ت� �خ� �ان�ری� �م� ه� ی��ک �ورت ص� ای��ن در �د. �ن� �اش� ب� X �ون-چ��ک �ت� اس� �ازی �رده�س� �ش� ف�

.γ ◦ φ = τ ک��ه ط��وری

�ه�ی �م� ه� از �ل �ک� �ش� �ت� م� �واده�ی �ان� خ� �ر گ� ا �م �ی� �ام� �ی�ن� م� �ر �ف� ص� �د �ع� ب� از را X �ک �وژی� �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� .١۴.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

ده��د. ت��ش��ک��ی��ل X ت��وپ��ول��وژی ی��ک ب��رای ب��از پ��ای��ه�ی ی��ک X از ب��س��ت��ه ه��م و ب��از ه��م زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای

ب��رای زی��ر ش��رای��ط ب��ا ” ≥ ” راب��ط��ه�ی ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د ن��ات��ه��ی م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک A ک��ن��ی��م ف��رض .١۵.٢.١ ت��ع��ری��ف

ش��ود ت��ع��ری��ف آن ع��ن��اص��ر

a؛ ≥ a ب��اش��ی��م داش��ت��ه a ∈ A ه��ر ب��رای ی��ع��ن��ی، ب��اش��د؛ ب��ازت��اب��ی ” ≥ ” راب��ط��ه�ی (ال��ف)

ب��اش��ی��م داش��ت��ه آن��گ��اه b ≥ c و a ≥ b گ��ر ا a, b, c ∈ A ه��ر ب��رای ی��ع��ن��ی، ب��اش��د؛ ت��رای��ای��ی ” ≥ ” راب��ط��ه�ی (ب)

a؛ ≥ c

.c ≥ b و c ≥ a ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود c ∈ A آن��گ��اه a, b ∈ A گ��ر ا (ج)

م��ی�ن��ام��ی��م. ج��ه��ت�دار م��ج��م��وع��ه�ی را A س��اده ط��ور ب��ه ی��ا (A,≥) ص��ورت ای��ن در

گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م ت��ور ی��ک را X از (xα)α∈A زی��رم��ج��م��وع��ه�ی ب��اش��د. م��ج��م��وع��ه ی��ک X ک��ن��ی��م ف��رض .١۶.٢.١ ت��ع��ری��ف

ب��اش��د. ج��ه��ت�دار م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک A

�ر ه� �رای ب� �ر گ� ا �م �ی� �ام� �ی�ن� م� x ∈ X �ه ب� �را �گ� �م� ه� ،X �ک �وژی� �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� در را (xα)α∈A �ور ت� .١٧.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

.xα ∈ U ب��اش��ی��م داش��ت��ه α ≥ β ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری ب��ه β ∈ A ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود x از U ه��م��س��ای��گ��ی
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از �ی �ه� �ات� ن� �واده�ی �ان� خ� �ک ی� F = {Fα} و �ی �ه� �ات� ن� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ک ی� X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .١٨.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

ک��ن��د ص��دق زی��ر ش��رای��ط در گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م X روی پ��الای��ه ی��ک را F ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. X زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای

ب��اش��د؛ داش��ت��ه ق��رار F در اس��ت Fα ی��ک ح��اوی ک��ه X از زی��رم��ج��م��وع��ه ه��ر (ال��ف)

ب��اش��د؛ داش��ت��ه ق��رار F در Fαه��ا از م��ت��ن��اه��ی ت��ع��داد ه��ر اش��ت��راک (ب)

ن��ب��اش��د. F ب��ه م��ت��ع��ل��ق ∅ م��ج��م��وع��ه�ی (ج)

F پ��الای��ه�ی از F۰ زی��رخ��ان��واده�ی ب��اش��د. آن روی پ��الای��ه ی��ک F و م��ج��م��وع��ه ی��ک S ک��ن��ی��م ف��رض .١٩.٢.١ ت��ع��ری��ف

و گ��ر ا ی��ع��ن��ی، ب��اش��د؛ F۰ از ع��ن��ص��ر ی��ک ح��اوی F ع��ن��ص��ر ه��ر گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م F ب��رای پ��الای��ه پ��ای��ه�ی ی��ک را

گ��ر ا ت��ن��ه��ا

F = {F ⊂ F|F۰ ⊂ F, F۰ ∈ F ی��ک .{ب��رای

S روی �ه �الای� پ� ی��ک �رای ب� �ه �الای� پ� �ه �ای� پ� �ک ی� را S �ه��ی �ات� ن� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی� از C �ه��ی �ات� ن� �واده�ی �ان� خ� �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب�

ب��اش��ی��م داش��ت��ه C۳ ∈ C ی��ک ب��رای آن��گ��اه C۱, C۲ ∈ C گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م

C۳ ⊂ C۱ ∩ C۲.

م��ی�ب��اش��د. C ع��ن��اص��ر ت��وس��ط ش��ده ت��ول��ی��د م��ج��م��وع��ه�ه��ای اب��ر ه��م��ه�ی ح��اوی C ت��وس��ط ش��ده ت��ول��ی��د پ��الای��ه�ی واق��ع در

F۲ از �ر �ری��ف�ت� ظ� را F۱ ص��ورت ای��ن در �د. �ن� �اش� ب� X روی �ای��ی �ه�ه� �الای� پ� F۲ و F۱ �م �ی� �ن� ک� ف��رض .٢٠.٢.١ �ری��ف �ع� ت�

گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م

F۱ ⊃ F۲.

گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م ث��اب��ت X روی را F ∩پ��الای��ه�ی
F∈F

F ̸= ∅

ب��اش��ی��م داش��ت��ه گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م آزاد ∩و
F∈F

F = ∅.
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�ورت ص� �ن ای� در .A ⊂ X و �د �اش� ب� �ک �وژی� �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� �ک ی� X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٢١.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

،x ∈ X �ی�ه��ای �گ� �ای� �س� �م� ه� �ه�ی �م� ه� از Ux �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ع واق� در اس��ت. X روی �ه �الای� پ� ی��ک {U ⊂ X|A ⊂ U◦}

ب��رخ��ی در پ��الای��ه ای��ن اس��ت. Ux ب��رای پ��الای��ه پ��ای��ه�ی ی��ک x در ه��م��س��ای��گ��ی پ��ای��ه�ی ه��ر و م��ی�ب��اش��د X روی پ��الای��ه ی��ک

م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده x در پ��الای��ه ه��م��س��ای��گ��ی م��واق��ع

Ux؛ ⊂ F گ��ر ا �ا �ه� �ن� ت� و گ��ر ا �ی��م �ام� م��ی�ن� x ب��ه �م��گ��را ه� X ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای روی را F پ��الای��ه�ی .٢٢.٢.١ ت��ع��ری��ف

ب��اش��د. x در پ��الای��ه� ه��م��س��ای��گ��ی از ظ��ری��ف�ت��ر F گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا ی��ع��ن��ی،

ب��اش��ی��م داش��ت��ه گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م F پ��الای��ه�ی ح��دی ن��ق��ط��ه�ی ی��ک را x ن��ق��ط��ه�ی

x ∈ ∩{F |F ∈ F}.

ب��ه ب��اش��د ن��داش��ت��ه وج��ود C چ��ون پ��الای��ه�ای گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م ف��راپ��الای��ه ی��ک را F پ��الای��ه�ی .٢٣.٢.١ ت��ع��ری��ف

ه��س��ت��ن��د. ک��س��ی��م��ال م��ا پ��الای��ه�ه��ای ف��راپ��الای��ه�ه��ا، ب��ن��اب��رای��ن ب��اش��د. F از ک��ی��د ا ظ��ری��ف�ت��ر ک��ه ط��وری

ب��اش��ی��م داش��ت��ه E ⊂ X ه��ر ب��رای گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت ف��راپ��الای��ه ی��ک X روی F پ��الای��ه�ی .٢۴.٢.١ ق��ض��ی��ه

E ∈ F ی��ا X \ E ∈ F .

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [٣٢] از ١٢.١١ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

م��ی�ب��اش��د. ف��راپ��الای��ه ی��ک در م��ش��م��ول F پ��الای��ه�ی ه��ر .٢۵.٢.١ ق��ض��ی��ه

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [٣٢] از ١٢.١٢ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

�ه �الای� �راپ� ف� ی��ک F و Y �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای ف��ض� روی �ه ب� X �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای ف��ض� از �ت��ی �اش� �گ� ن� f �ر گ� ا .٢۶.٢.١ �ی��ه ق��ض�

اس��ت. Y روی ف��راپ��الای��ه ی��ک f(F) آن�گ��اه ب��اش��د X روی

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [٣٢] از ١٢.١۴ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان
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م��ع��ادل��ن��د. زی��ر گ��زاره�ه��ای ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��م ف��رض .٢٧.٢.١ ق��ض��ی��ه

اس��ت؛ ف��ش��رده X (ال��ف)

ع��ن��اص��ر �ت��راک اش� (ی��ع��ن��ی، �ن��اه��ی �ت� م� �ت��راک اش� خ��اص��ی��ت ب��ا X ب��س��ت��ه�ی زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای از E خ��ان��واده ه��ر (ب)

دارن��د؛ ن��ات��ه��ی ک��ی اش��ت��را ب��اش��د)، ن��ات��ه��ی E از م��ت��ن��اه��ی زی��رخ��ان��واده�ی ه��ر

دارد؛ ح��دی ن��ق��ط��ه�ی X در پ��الای��ه ه��ر (ج)

دارد؛ ح��دی ن��ق��ط��ه�ی X در ت��ور ه��ر (د)

اس��ت. ه��م��گ��را X در ف��راپ��الای��ه ه��ر (ه)

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [٣٢] از ١٧.۴ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

�ر ه� �رای ب� �ه ک� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �لاوه ع� �ه ب� �د. �اش� ب� C �دان �ی� م� روی �ی �ط� خ� �ای �ض� ف� ی��ک A �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٢٨.٢.١ �ری��ف �ع� ت�

ض��رب و �د �اش� ب� �روه �م�گ� �ی� ن� A �م��ل ع� �ن ای� �ت �ح� ت� �ه ک� �وری ط� �ه ب� �ود ش� �ف �ری� �ع� ت� xy ض��رب ،A �ر �اص� �ن� ع� از y و x �ف��ت ج�

ب��اش��د زی��ر وی��ژگ��ی�ه��ای دارای α ∈ C و x, y, z ∈ A ه��ر ب��رای A در خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ره��ای ب��ه واب��س��ت��ه

x(y؛ + z) = xy + xz (ال��ف)

+x)؛ y)z = xz + yz (ب)

y(αx)؛ = x(αy) = α(xy) (ج)

م��ی�ن��ام��ی��م. F روی ج��ب��ر ی��ک را A آن��گ��اه

�لاوه ع� �ه ب� و �د �اش� ب� �رم�دار ن� �ای �ض� ف� �ک ی� �ال ح� �ن �ی� ع� در و �ر �ب� ج� �ک ی� �ر گ� ا �م �ی� �ام� �ی�ن� م� �رم�دار ن� �ر �ب� ج� ی��ک را A �ر �ب� ج�

ب��اش��ی��م داش��ت��ه

∥؛ xy ∥≦∥ x ∥ · ∥ y ∥ (د)

ب��اش��د. ک��ام��ل ن��رم�دار، ف��ض��ای ی��ک ع��ن��وان ب��ه گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م ب��ان��اخ ج��ب��ر ی��ک را A ن��رم�دار ج��ب��ر

ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ف��رض اس��ت، u ه��م��ان��ی دارای A ک��ه ح��ال��ت��ی در

.∥u∥ = ۱ (و)

ب��رای ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د ن��گ��اش��ت ی��ک A �روی ب��ه A از x −→ x∗ و ج��ب��ر ی��ک A ک��ن��ی��م ف��رض .٢٩.٢.١ ت��ع��ری��ف

اس��ت زی��ر خ��واص دارای α ∈ C و x, y ∈ A ه��ر
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+x)؛ y)∗ = x∗ + y∗ (ال��ف)

∗(αx)؛ = αx∗ (ب)

∗(xy)؛ = y∗x∗ (ج)

.x∗∗ = x (د)

�ت��ه داش� x ∈ A ه��ر ب��رای و �اش��د ب� �رم�دار ن� �ر �ب� ج� ی��ک A گ��ر ا ع��لاوه �ه ب� �م. �ی� �ام� م��ی�ن� �ر �ب� ∗-ج� ی��ک را A ص��ورت ای��ن در

ب��اش��ی��م

،∥ x∗ ∥=∥ x ∥ (و)

�ان��اخ ب� �ر �ب� ∗-ج� ی��ک ب��اش��د �ز �ی� ن� ن��رم�دار �ر �ب� ∗-ج� ک��ه را �ان��اخ ب� ف��ض��ای ی��ک �ی��م. �ام� م��ی�ن� ن��رم�دار �ر �ب� ∗-ج� ی��ک را A �اه آن��گ�

م��ی�ن��ام��ی��م.

ب��اش��ی��م داش��ت��ه x ∈ A ه��ر ب��رای گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م ∗C-ج��ب��ر ی��ک را A ب��ان��اخ ج��ب��ر

.∥x∗x∥ = ∥x∥۲ (ه)

و �دورف �اس� ه� �ی �ع� �وض� م� �رده�ی �ش� ف� �ای �ض� ف� �ک ی� X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �راس) �ت� �رش� �ون-وای� �ت� (اس� .٣٠.٢.١ �ه �ی� �ض� ق�

ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د C۰(X) از زی��رج��ب��ر ی��ک ،A ⊂ C۰(X)

�ه ک� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� f ∈ A �ر �ص� �ن� ع� X در x ̸= y �رای ب� �ی، �ن� �ع� ی� �د؛ �اش� ب� X �ق��اط ن� �ده�ی �ن� �ن� ک� �دا ج� A (ال��ف)

،f(x) ̸= f(y)

،f(x) ̸= ۰ ک��ه ط��وری ب��ه f ∈ A ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود x ∈ X ه��ر ب��رای (ب)

ب��اش��د. ب��س��ت��ه م��خ��ت��ل��ط م��زدوج�س��ازی ت��ح��ت A (ج)

اس��ت. چ��گ��ال C۰(X) در A ص��ورت ای��ن در

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [٩] از A.١٠.١ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

م��ی�پ��ردازی��م. ت��وپ��ول��وژی��ک گ��روه�ه��ای ب��ه م��رب��وط پ��ی��ش�ن��ی��از�ه��ای م��ع��رف��ی ب��ه ف��ص��ل، ای��ن ادام��ه�ی در

ن��گ��اش��ت�ه��ای گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م ت��وپ��ول��وژی��ک گ��روه ی��ک را آن روی ت��وپ��ول��وژی ی��ک ب��ا ه��م��راه G گ��روه .٣١.٢.١ ت��ع��ری��ف

ب��اش��ن��د. پ��ی��وس��ت��ه G ب��ه G×G از (x, y) 7−→ xy ض��رب و G ب��ه G از x 7−→ x−۱ وارون
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م��وض��ع��ی ف��ش��رده�ی ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای ی��ک ع��ن��وان ب��ه گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م م��وض��ع��ی ف��ش��رده�ی را Gت��وپ��ول��وژی��ک گ��روه

ب��اش��د. ه��اس��دورف و

�ع �واب� ت� �ه�ی �م� ه� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �ک �وژی� �ول� �وپ� ت� �روه گ� �ک ی� G �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٣٢.٢.١ �ذاری �ادگ� �م� ن�

م��ی�ن��م��ای��ی��م. م��ش��خ��ص ℓ∞(G) ن��م��اد ب��ا را م��ی�ب��اش��د س��وپ��ری��م��م ن��رم ب��ه م��ج��ه��ز ک��ه f : G −→ C ک��ران�دار

�ورت ص� ای��ن در �د. �اش� ب� e �ان��ی �م� ه� و ∗ �ای��ی دوت� �م��ل ع� �ا ب� �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �روه گ� ی��ک G �م �ی� �ن� ک� ف��رض .٣٣.٢.١ �ری��ف �ع� ت�

|u| ن��م��اد ب��ا و م��ی�ن��ام��ی��م u م��رت��ب��ه�ی را م��ی�ک��ن��د ص��دق زی��ر راب��ط��ه�ی در ک��ه n ∈ N م��ق��دار ک��م��ت��ری��ن ،u ∈ G ه��ر ب��رای

م��ی�ک��ن��ی��م م��ش��خ��ص

u(n) = u ∗ u ∗ ... ∗ u︸ ︷︷ ︸
nب��ار

= e.

زی��رگ��روه ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. آب��ل��ی گ��روه ی��ک G ک��ن��ی��م ف��رض .٣۴.٢.١ ت��ع��ری��ف

Gt = {u ∈ G| م��ت��ن��اه��ی |u|}

�ب��ه�ی م��رت� e ج��ز ب��ه G �ن��ص��ر ع� ه��ر گ��ر ا و اس��ت ت��اب-دار گ��روه ی��ک G آن��گ��اه ،G = Gt گ��ر ا �ی��م. م��ی�ن��ام� ت��اب-دار را

م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده ب��ی-ت��اب G آن��گ��اه ب��اش��د، داش��ت��ه ن��ام��ت��ن��اه��ی

G گ��روه ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ∗ دوت��ای��ی ع��م��ل ب��ا ه��م��راه ت��وپ��ول��وژی��ک گ��روه ی��ک G ک��ن��ی��م ف��رض .٣۵.٢.١ ت��ع��ری��ف

ب��اش��ی��م داش��ت��ه n = ۱,۲,۳, ... ب��رای گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م ت��ق��س��ی��م��ی را

G(n) = G.

ک��ه ط��وری ب��ه ،y ∈ G ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود n = ۱,۲,۳, ... و x ∈ G ه��ر ب��رای دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه

x = y(n) = y ∗ y ∗ ... ∗ y︸ ︷︷ ︸
nب��ار

.



م��ق��دم��ه .١ ١۴ف��ص��ل

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. e از ب��از پ��ای��ه�ی ی��ک U و ت��وپ��ول��وژی��ک گ��روه ی��ک G ک��ن��ی��م ف��رض .٣۶.٢.١ ق��ض��ی��ه

V؛ ۲ ⊂ U ک��ه ط��وری ب��ه V ∈ U دارد وج��ود ،U ∈ U ه��ر ب��رای (ال��ف)

V؛ −۱ ⊂ U ک��ه ط��وری ب��ه V ∈ U دارد وج��ود ،U ∈ U ه��ر ب��رای (ب)

xV؛ ⊂ U ک��ه ط��وری ب��ه V ∈ U دارد وج��ود x ∈ U و U ∈ U ه��ر ب��رای (ج)

.xV x−۱ ⊂ U ک��ه ط��وری ب��ه V ∈ U دارد وج��ود x ∈ G و U ∈ U ه��ر ب��رای (د)

�راک �ت� اش� �ی �ژگ� وی� دارای �ه ک� �د �اش� ب� آن �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی� از �واده �ان� خ� ی��ک U و �روه گ� ی��ک G �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ک��س، �رع� ب�

(د) �ا ت� (ال��ف) �ای �زاره�ه� گ� �رای ب� �د) �اش� ب� �ی �ه� �ات� ن� U از �ی �اه� �ن� �ت� م� �واده�ی �ان� �رخ� زی� �ر ه� �ر �اص� �ن� ع� �راک �ت� اش� �ی، �ن� �ع� (ی� �ی �اه� �ن� �ت� م�

G ت��وپ��ول��وژی ب��رای ب��از زی��رپ��ای��ه�ی ی��ک اس��ت، G در x و U در U ک��ه {xU} م��ج��م��وع��ه�ه��ای از خ��ان��واده�ای اس��ت.

اس��ت. ت��وپ��ول��وژی��ک گ��روه ی��ک G ت��وپ��ول��وژی ای��ن ب��ا م��ی�ب��اش��ن��د.

ب��اش��د زی��ر ش��رط دارای U خ��ان��واده�ی گ��ر ا

،W ⊂ U ∩ V ک��ه ط��وری ب��ه W ∈ U ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود ،U, V ∈ U ب��رای (و)

م��ی�ب��اش��ن��د. G ت��وپ��ول��وژی ب��رای ب��از پ��ای��ه�ه��ای��ی {Ux} و {xU} آن��گ��اه

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [٢٢] از ۴.۵ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

�روه گ� ،GL(n,R) �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� R �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٣٧.٢.١ �ذاری �ادگ� �م� ن�

از م��ت��ش��ک��ل ت��وپ��ول��وژی��ک گ��روه ،SL(۲,R) و R روی n× n م��ع��ک��وس�پ��ذی��ر م��ات��ری��س�ه��ای از م��ت��ش��ک��ل ت��وپ��ول��وژی��ک

م��ی�ک��ن��د. م��ش��خ��ص را R روی ۱ دت��رم��ی��ن��ان ب��ا ۲× ۲ م��ع��ک��وس�پ��ذی��ر م��ات��ری��س�ه��ای ه��م��ه�ی

�ای �اش��ت�ه� �گ� ن� ،a ∈ G �ر ه� �رای ب� ص��ورت ای��ن در �د. �اش� ب� �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �روه گ� ی��ک G �م �ی� �ن� ک� ف��رض .٣٨.٢.١ �ی��ه ق��ض�

از ه��م��ان�ری��خ��ت��ی ی��ک ن��ی��ز وارون ن��گ��اش��ت ع��لاوه ب��ه ه��س��ت��ن��د. G از ی��خ��ت��ی�ه��ای��ی ه��م��ان�ر آن، از راس��ت و چ��پ ان��ت��ق��ال�

اس��ت. G

■ م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه ت��وپ��ول��وژی��ک گ��روه ت��ع��ری��ف از ق��ض��ی��ه ای��ن . ب��ره��ان

�ن ای� در �د. �اش� ب� H و G �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای �روه�ه� گ� �ن �ی� ب� �ی �ت� �خ� �ری� �م� ه� �ک ی� φ : G −→ H �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٣٩.٢.١ �م ل�

ب��اش��د. پ��ی��وس��ت��ه eG در گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت پ��ی��وس��ت��ه φ ص��ورت
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■ ک��ن��ی��د. رج��وع [٩] از ١.١.٧ ل��م ب��ه . ب��ره��ان

،e از U �گ��ی �ای� �س� �م� ه� �ر ه� �رای ب� �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �روه گ� ی��ک G �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .۴٠.٢.١ �ه �ج� �ی� �ت� ن�

ک��ه ط��وری ب��ه دارد وج��ود e از V ه��م��س��ای��گ��ی

V ⊂ U.

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [٢٢] از ۴.٧ ن��ت��ی��ج��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

�ه �ج� �ی� �ت� ن� در و �م �ظ� �ن� م� G �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� T۰ �ک �وژی� �ول� �وپ� ت� �روه گ� �ک ی� G �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .۴١.٢.١ �ه �ی� �ض� ق�

اس��ت. ه��اس��دورف

از ن��ق��ط��ه ه��ر در ،٣٨.٢.١ ق��ض��ی��ه�ی ب��ن��اب��ر ن��ت��ی��ج��ه در و م��ن��ظ��م e در G ک��ه م��ی�دان��ی��م ،۴٠.٢.١ ن��ت��ی��ج��ه�ی ب��ن��اب��ر . ب��ره��ان

■ م��ی�ب��اش��د. ه��اس��دورف م��ن��ظ��م ف��ض��ای ی��ک G ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. م��ن��ظ��م خ��ود

و گ��ر ا اس��ت ب��از G از H زی��رگ��روه ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ت��وپ��ول��وژی��ک گ��روه ی��ک G ک��ن��ی��م ف��رض .۴٢.٢.١ ق��ض��ی��ه

م��ی�ب��اش��د. ن��ی��ز ب��س��ت��ه G از H ب��از زی��رگ��روه ه��ر ع��لاوه ب��ه ب��اش��د. ن��ات��ه��ی H درون گ��ر ا ت��ن��ه��ا

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [٢٢] از ۵.۵ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

ب��اش��د. اول ش��م��ارای گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت م��ت��ر�پ��ذی��ر Gت��وپ��ول��وژی��ک گ��روه .۴٣.٢.١ ق��ض��ی��ه

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [١] از ٣.٣.١٢ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان


