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داده نمایش Γ(R) علامت با که آن جابجایی گراف باشد. ناجابجایی حلقه�ی یک R کنید فرض
مجاورند، هم با آن از b و a متمایز رأس دو و است R \ Z(R) رئوس مجموعه�ی با گراف یک می�شود،
می�پردازیم. گراف این ویژگی�های از برخی بررسی به پایان�نامه، این در .ab = ba اگر فقط و اگر
هر ازای به آن در که می�دهیم قرار بحث مورد را Γ(R١ × R٢ × · · · × Rn) جابجایی گراف همچنین
عدد و خوشه�ای عدد بین روابطی مثال، عنوان به است. ناجابجایی حلقه�ای Ri ،i ∈ {١, · · · , n}

می�کنیم. تعیین را Ri و R حلقه�های استقلال





ৎقد৤مଘاو...
భ଒ࣔࣤورازاଌنඵේज़ردور

ازاॹفاথඟ໋ذ૛তه�ام
ازاඟ໋،اଘඟ໋یارণیده�ام

اଘඟ໋وকمরودৣماন࣎مالداده�ام یا
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ণتاীش
మّه�ایরودمو৔඼ෙय़وජ໑ابالاୀد ऒورতیدऒଡودୀدمراه ૼنໆଘرૡ೷ࣼه

می�کنند. پوی است  که آ از آنگاه و فرامی�دهند گوش سخن�ها به که آنان مرا، بندگان باد بشارت

( ١٨ و ١٧ / زمر سوره ) خردمندانند. که افرادند این و است کرده هدایتشان خداوند که افرادند این

آشکاری وجود است! پایا را او بودن از نه و آغازی را او اول نه که سزاست را خداوندی ستایش

(خطبه�ی کجاست؟! در پرسید ی�توان که است پنها حقیقت و چیست؟ از پرسید: ی�توان که است

ج�البلاغه) ١۶٣

کامل�ترین به را اا و فرست درود دودمانش و (ص) مد بر من! معبود ای است، چن که کنون ا

پرتو در و کن منتهی نیت�ها نیکوترین به را نیتم و ده، قرار یق�ها برترین را یقینم و برسان آن مرتبه�ی

و استحقاق توسن بر خود، عدل مقتضای به و بنشان بزرگواری�ات و کرم مرکب بر مرا احسانت و فضل

سجادیه) (صحیفه�ی منشان! سزاواری



චاری ণپاس໋�
را ندانس سیاهی که را خدا سپاس و برگزید ما برای را آفرینش �های نیکو که را خدا سپاس

او... برای از سپاس هزاران و زدود من از

وجودم در را بت گل ایثارش سجاده�ی که مهربا و دلسوز مادر راهی و د بر بیکران سپاس

آموختند! من به را مهربا ظه�های که عزیزم خانواده�ی و پروراند

آقایدک جناب فرهیخته استاد از شایسته تقدیر با االق” یشکر لوقا یشکر من مصداق” به

راهگشای و راهنما واره و ود علم�پرور را سخن صحیفه�ی بلند، نکته�های با که وطن�دوست ابراهیم

مد دک آقای جناب م، مشاور استاد از چن است. بوده پایان�نامه کمال ا و اام در نگارنده

از سپاس آخر در و امی� قدردا و تشکر ودند، یاری مرا موعه این گردآوری در که اخوی�زادگان

اشک آب به را عشق مردن اندیشه�ی و نشسته�اند منتظر قدی�شان لبخند پشت هم هنوز که کسا ه

... خو دوستان دارد، عشق گرمی قهرشان و مهر که کسا می�شویند،

ટࣜਮی زଽا

৘඼ෙ७ور۱۳۹۲
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ر૙ীه�୓یماଘآب،شا୓�ତیماଘآभتابਗی�ر५د
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چൊیده
مجموعه�ی که است گرافی می�شود، داده نمایش Γ(R) نماد با که R ناجابجایی حلقه�ی یک از جابجایی گراف

اگر فقط و اگر مجاورند، هم با گراف از b و a متمایز رأس دو و هستند حلقه غیرمرکزی عناصر آن رئوس

می�کنیم ثابت و است ٣ از کمتر Γ(R)c گراف قطر می�دهیم نشان آمده، بدست نتایج میان در .ab = ba

یکدار ناجابجایی حلقه�ی یک R اگر می�شود داده نشان همچنین .|R| = ۴ اگر فقط و اگر diamΓ(R)c = ١

خوشه�ای عدد و درجه مینیمم ادامه، در نیست. همبند Γ(R) گراف آنگاه باشد، (٢ < i ≤ ۴) ،pi مرتبه�ی از

گراف درباره�ی بحث به پایان در است. متناهی میدان یک F آن در که می�کنیم تعیین را Γ(Mn(F )) گراف

حلقه�ی ،i ∈ {١, · · · , n} هر ازای به آن در که R = R١ × · · · ×Rn ناجابجایی حلقه�ی به وابسته جابجایی

می�پردازیم. است، ناجابجایی حلقه�ای Ri

ک೻ماتکൎیدی:
استقلال عدد خوشه�ای، عدد جابجایی، گراف ماتریس�ها، حلقه�ی ناجابجایی، حلقه�ی
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فیضی زهرا ناجابجایی حلقه�ی یک به وابسته جابجایی گراف

پیشگفتار

این است. بوده مجرد روش�های به آن یافتن دست بیستم، قرن ریاضیات آور شگفت خصوصیات از یکی

مباحث تمام به تا است کرده هدایت را ما واقع در و شده جدید مسائل و نتایج آمدن بوجود سبب شناخت،

که است بوده پیشرفت�ها این دنبال به یابیم. دست بود نرفته گمان حتی آن�ها حتمی وجود به که ریاضیات جدید

برای ساده�ای جدید برهان�های آن همراه و شد ایجاد تازه تفکری طرز بلکه آمده؛ بوجود نوین ریاضیات تنها نه

داده نشان را مباحثی بین متقابل رابطه�ها�ی ما به رشته�گی میان مطالعه�ی آمدند. بدست مشکل تاریخی نتایج

می�شدند. متصور نامربوط قبلا که

می�پردازد. جبری مهم ساختار یک عنوان به حلقه�ها خواص بررسی به که می�باشد جبر از بخشی حلقه�ها نظریه�ی

چند در پرجاذبه تحقیقاتی موضوعات از یکی گراف�ها خواص بر تکیه با جبری، ساختارهای مطالعه��ی طرفی، از

مقالات است. گشته توجهی قابل سؤالات طرح و جالب نتایج بسیاری اثبات به منجر که می�باشد اخیر دهه�ی

نسبت حلقه یا گروه مانند جبری ساختار یک به را خاص گرافی آن�ها در که است رسیده چاپ به بسیاری

مراجع یافته�اند. ساختار آن جبری ویژگی�های مورد در ارزشی با نتایج گراف، این خواص کمک به و داده�اند

درک برای ترکیباتی شئ یک بکارگیری گراف�ها، این معرفی از هدف مطلب�اند. این گواه [؟] و [؟] [؟]، [؟]،

و می�سازد برقرار حلقه نظریه�ی و گراف نظریه�ی بین ارتباط یک ایده این است. حلقه�ها مجرد موضوع بهتر

می�آورد. بار به ریاضیات از شاخه دو این برای را نتایجی

برقراری فرآیند در که باشد این است کرده علاقه�مند تحقیقاتی روش این به را جبردان�ها که دلایلی از یک شاید

برخی عمق و می�شود جلوه�گرتر جبری تعاریف ظرافت جبری، ساختار ویژگی�های و گراف خواص بین رابطه

جبری مسائل می�شود؛ داده نسبت جبری ساختار یک گراف یک به وقتی می�کند. نمود پیش از بیش قضایا

١



فیضی زهرا ناجابجایی حلقه�ی یک به وابسته جابجایی گراف

می�آید. بوجود رنگی عدد و استقلال عدد خوشه�ای، عدد مانند گراف�ها جبری خواص بعضی ترجمه از فراوانی

جابجایی گراف خواص بررسی و معرفی به پایان�نامه این در تا داشت آن بر را ما تحقیقات این�گونه جذابیت

است. شده مطرح Bertram گروه�ها مورد در نظریه این بار نخستین که می�رسد نظر به بپردازیم. حلقه یک

گراف مشابه کاملا آن تعریف که می�شود داده نسبت آن جابجایی گراف غیرجابجایی، گروه هر به مقاله آن در

پرداخته�ایم. آن به پایان�نامه این در که است حلقه یک جابجایی

٣ هادیان ،٢ قندهاری ،١ اکبری توسط حلقه یک جابجایی گراف مورد در مقاله نخستین که بدانید است جالب

است. شده ارائه ۴ محمدیان و

شده تنظیم فصل سه در پایان�نامه این می�کنیم. آغاز را بحث دارید، رو پیش آنچه از خلاصه�ای بیان با حال

می�آوریم. هم گرد می�باشند، راه�گشا مختلف فصل�های در که را مقدماتی قضایای و تعاریف اول، فصل در است.

نیاز، صورت در تا است شده معرفی سودمند مرجعی یک هر مقابل در و شده�اند بیان اثبات بدون قضیه�ها تمام

شود. مراجعه آن به اثبات مرور جهت

تا می�کوشیم دوم فصل در ما می�باشند. ریاضیات در مهم شاخه��ی دو گراف و جبر که نیست پوشیده برکسی

غیرجابجایی حلقه�ی یک به وابسته جابجایی گراف فصل، این در سازیم. برقرار شاخه دو این بین ارتباط یک

درجه، مینیمم به می�توان جمله آن از که می�پردازیم، گراف این ویژگی�های از برخی بررسی به و می�کنیم معرفی را

بودن هامیلتونی و بودن مسطح مورد در اطلاعاتی همچنین کرد. اشاره ... و خوشه�ای عدد مکمل، گراف قطر

دریای برابر در قطره�ای همچون فصل، این در شده مطرح قضایای است ذکر به لازم می�دهیم. ارائه مکمل گراف

از برخی برای که شد مطرح متعددی سؤالات راه، این طی در البته می�باشند. بحث این در شده اثبات قضیه�های

١Akbari
٢Ghandehari
٣Hadian
۴Mohammadian
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فیضی زهرا ناجابجایی حلقه�ی یک به وابسته جابجایی گراف

حاصل�ضرب به فصل، این در برمی�گیرند. را سوم فصل محتوای مطالب، همین که یافتیم مناسب پاسخی آن�ها

حلقه�های R١, R٢, · · · , Rn که حالتی در و داده�ایم نسبت جابجایی گراف یک ناجابجایی، حلقه�های متناهی

Γ(R١ × R٢ × · · · × Rn) جابجایی گراف ویژگی�های و خواص از برخی بررسی به باشند، غیرجابجایی

می�پردازیم.

٣
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فیضی زهرا ناجابجایی حلقه�ی یک به وابسته جابجایی گراف

مقدمه ١.١

قضایای همچنین می�کنیم. بیان اختصار به رفته�اند، کار به پایان�نامه این سراسر در که را تعاریفی فصل، این در

معرفی مناسب مرجعی یک هر مقابل در و شده�اند آورده اثبات بدون می�شود، استناد آن�ها به گهگاه که معروفی

کند. مشاهده را قضیه اثبات آن� به مراجعه با �می�تواند نیاز صورت در خواننده که شده

قضایا و تعاریف

می�شوند. مطرح جبری قضایای و تعاریف سپس و گراف نظریه�ی به مربوط مقدمات ابتدا قسمت، این در

[؟] و [؟] [؟]، از جبر با مرتبط قضایای و تعاریف و [؟] از گراف نظریه�ی به مربوط قضایای و تعاریف بیشتر

منظور همچنین ناجابجایی، حلقه�ی ،R از منظور پایان�نامه، این سرتاسر در است ذکر به لازم شده�اند. انتخاب

می�باشد. ساده گرافی ،Γ گراف از

گراف نظریه�ی به مربوط قضایای و تعاریف ٢.١

رأس�ها از ناتهی مجموعه�ی یک V (Γ) آن در که است (V (Γ), E(Γ)) مرتب زوج ،Γ گراف .١.٢.١ تعریف

دراین�صورت: می�باشد. یال�ها از مجموعه یک E(Γ) و

است. مجاور b با a می�گوئیم و می�دهیم نشان a− b با را (a, b) یال آنگاه باشند، Γ رأس دو b و a اگر (١

می�کنیم. تعریف |V (Γ)| برابر را Γ گراف مرتبه�ی (٢

چندگانه گراف را Γ گراف و چندگانه یال را یال آن باشد، موجود یال یک از بیش Γ گراف رأس دو بین اگر (٣

۵



فیضی زهرا ناجابجایی حلقه�ی یک به وابسته جابجایی گراف

می�نامیم.

می�نامیم. طوقه را یال آن کند، وصل vi به را Γ گراف از vi رأس یالی اگر (۴

ساده گراف باشد، موجود یال یک حداکثر آن رأس دو هر بین و باشد طوقه فاقد که گرافی .٢.٢.١ تعریف

می�شود. نامیده

H ≤ Γ نماد با و است Γ زیرگراف H گراف می�گوئیم باشند. گراف دو Γ و H کنید فرض .٣.٢.١ تعریف

باشد. E(H) ⊆ E(Γ) و V (H) ⊆ V (Γ) هرگاه می�دهیم، نشان

رأس�های مجموعه�ی که Γ از زیرگرافی باشد. V (Γ) از ناتهی زیرمجموعه�ی یک U کنید فرض .۴.٢.١ تعریف

زیرگراف است، واقع U در آن�ها سر دو هر که باشد Γ از یال�هایی مجموعه�ی برابر یال�هایش مجموعه�ی و U آن

می�شود. نامیده U توسط القایی

.V (Γ) = V (S) هرگاه نامیم سراسری زیرگراف را Γ گراف از S زیرگراف .۵.٢.١ تعریف

رأس درجه�ی را گراف این در a رأس با مجاور رأس�های تعداد باشد. گراف یک Γ کنید فرض .۶.٢.١ تعریف

∆(Γ) با ترتیب به را Γ گراف رئوس درجه�ی مینیمم و ماکزیمم می�دهیم. نشان deg(a) با را آن و می�نامیم a

می�دهیم. نمایش δ(Γ) و

نماد با را آن و می�نامیم v رأس همسایه�های را Γ گراف در v رأس به متصل رئوس مجموعه�ی .٧.٢.١ تعریف

می�کنیم. مشخص NΓ(v)

داشته Γ از v رأس هر برای هرگاه نامیم، r−منظم را Γگراف باشد، نامنفی صحیح عدد r اگر .٨.٢.١ تعریف

.deg(v) = r باشیم

۶



فیضی زهرا ناجابجایی حلقه�ی یک به وابسته جابجایی گراف

می�دهیم. نشان Kn نماد با و می�نامیم کامل گراف را −n)−منظم ١) و رأسی n گراف .٩.٢.١ تعریف

زیرمجموعه�ی دو به را آن رئوس مجموعه�ی بتوان هرگاه است، دوبخشی گراف یک Γ گراف .١٠.٢.١ تعریف

باشد. V٢ در آن�ها دیگر سر و V١ در آن یال�های تمام سر یک که کرد افراز چنان V٢ و V١

رأس هر آن در که است V٢ و V١ بخش�های با دوبخشی گراف یک کامل، دوبخشی گراف .١١.٢.١ تعریف

نشان Km,n با را کامل دوبخشی گراف ،|V٢| = n و |V١| = m اگر باشد. شده وصل V٢ رئوس تمام به V١

می�دهیم.

به�طوری�که کرد افراز زیرمجموعه r به بتوان را Γ رأس�های هرگاه گوئیم، r−بخشی را Γگراف .١٢.٢.١ تعریف

نباشد. یالی زیرمجموعه�ها این از یک هیچ بین

یکدیگر به نباشند، بخش یک در که رأسی دو هر هرگاه نامیم، کامل r−بخشی گراف یک را r−بخشی گراف

باشند. متصل

مجموعه�ی با گرافی می�شود، داده نشان Γc با که آن مکمل باشد. گراف یک Γ کنید فرض .١٣.٢.١ تعریف

نباشند. مجاور Γ گراف در اگر فقط و اگر مجاورند آن در b و a دلخواه رأس دو به�طوری�که است، V (Γ) رئوس

،vj به vi از ℓ طول به راه یک باشند. آن رأس دو vj و vi و گراف یک Γ کنید فرض .١۴.٢.١ تعریف

،١ ≤ t ≤ ℓ هر برای به�قسمی�که است vi = u٠, u١ · · · , uℓ = vj مانند Γ رئوس از از متناهی دنباله�ای

است. مجاز یال و رأس تکرار تعریف، این در مجاورند. ut و ut−١ رئوس

می�دهیم. نشان Pn با را رأسی n مسیر یک می�نامیم. مسیر را باشد نداشته تکراری رأس و یال که راهی

با را رأسی n دور یک .u٠ = un هرگاه نامیم، دور یک را u٠ − u١ − · · · − un مسیر .١۵.٢.١ تعریف

می�نامیم. فرد دور را آن باشد، فرد n اگر و زوج دور را Cn باشد، زوج n اگر می�دهیم. نمایش Cn

٧



فیضی زهرا ناجابجایی حلقه�ی یک به وابسته جابجایی گراف

باشد. فرد دور فاقد اگر تنها و اگر است دوبخشی Γ گراف .١۶.٢.١ قضیه

کنید. رجوع [؟] مرجع از ٨ صفحه�ی به برهان.

باشد. Γ رئوس تمام شامل که است دوری ،Γ گراف از هامیلتونی دور یک .١٧.٢.١ تعریف

باشد. هامیلتونی دور یک شامل هرگاه نامیم هامیلتونی را Γ گراف .١٨.٢.١ تعریف

.δ(Γ) ≥ |V (Γ)|
٢ و |V (Γ)| ≥ ٣ به�طوری�که باشد. متناهی یکگراف Γ فرضکنید (Dirac) .١٩.٢.١ قضیه

است. هامیلتونی گرافی Γ دراین�صورت

شود. رجوع [؟] مرجع از ۵۴ صفحه�ی به برهان.

آن�ها فاصله�ی عنوان به را ∂(u, v) نماد ،V (Γ) به متعلق v و u دلخواه رأس دو هر برای .٢٠.٢.١ تعریف

و u رئوس بین اگر می�کنیم. تعریف دو آن� بین مسیر کوتاه�ترین طول با برابر را آن و می�بریم کار به یکدیگر از

می�گیریم. نظر در ∞ برابر را ∂(u, v) نباشد، موجود Γ گراف در مسیری v

می�شود. تعریف زیر صورت به و شده داده نمایش diam(Γ) نماد با Γ گراف قطر .٢١.٢.١ تعریف

diam (Γ) = max {∂(u, v) | u, v ∈ V (Γ) }

متصل یکدیگر به مسیری توسط Γ دلخواه رأس دو هر اگر باشد. گراف یک Γ کنید فرض .٢٢.٢.١ تعریف

یک را Γ از ماکزیمال همبند زیرگراف هر خوانیم. ناهمبند را آن �صورت این غیر در و همبند را Γ باشند،

نامیم. همبندی مؤلفه�ی

٨



فیضی زهرا ناجابجایی حلقه�ی یک به وابسته جابجایی گراف

است. همبند Γ آنگاه باشد، δ(Γ) ≥ n−١
٢ اگر باشد. n مرتبه�ی از گرافی Γ کنید فرض .٢٣.٢.١ لم

کنید. رجوع [؟] مرجع از اول فصل به برهان.

عدد دراین�صورت باشد. داشته وجود صفحه در مختلفی نمایش�های Γگراف برای کنید فرض .٢۴.٢.١ تعریف

کوچکترین می�کنیم. تعریف رأس) جز به (تقاطع نمایش این تقاطع�های تعداد برابر را Γ از نمایش یک تقاطع

می�نامیم. گراف تقاطع عدد را آن و داده نشان ν(Γ) با را Γ گراف نمایش�های تمام تقاطع عدد

.ν(Γ) = ٠ هرگاه نامیم، مسطح را Γ همبند گراف .٢۵.٢.١ تعریف

.m ≤ ٣n− ۶ آنگاه باشد، یال m و رأس n با مسطح و همبند گرافی Γ اگر .٢۶.٢.١ لم

شود. رجوع [؟] مرجع از ٩.۵.١ نتیجه�ی به برهان.

زیرگراف عنوان به را K٣,٣ یا K۵ اگر تنها و اگر است مسطح Γ گراف (Kuratowski) .٢٧.٢.١ قضیه

باشد. نداشته بر در

کنید. رجوع [؟] مرجع از ١۵٣ صفحه�ی به برهان.

زیرگراف هرگاه نامیم، خوشه یک را V (Γ) از S زیرمجموعه�ی باشد. گراف یک Γ کنید فرض .٢٨.٢.١ تعریف

بزرگترین اندازه�ی باشد، کران�دار گراف، خوشه�های عناصر تعداد اگر باشد. کامل گراف یک S روی القایی

نامیم. Γ خوشه�ای عدد را آن و داده نمایش ω(Γ) با را Γ خوشه

٩



فیضی زهرا ناجابجایی حلقه�ی یک به وابسته جابجایی گراف

نامیم، مستقل مجموعه�ی یک را V (Γ) از W زیرمجموعه�ی باشد. گراف یک Γ کنید فرض .٢٩.٢.١ تعریف

اگر باشد. یال فاقد W بر القایی زیرگراف دیگر، بیان به نباشند. متصل یکدیگر به W در رأسی دو هیچ هرگاه

استقلال عدد را Γ مستقل مجموعه�ی بزرگترین اندازه�ی باشد، کران�دار ،Γ مستقل مجموعه�های اعضای تعداد

می�دهیم. نشان α(Γ) نماد با و نامیم Γ

داریم دراین�صورت باشد. d١, d٢, · · · , dn رئوس درجات دنباله�ی با گرافی Γ کنید فرض .٣٠.٢.١ قضیه

α(Γ) ≥
n∑

i=١

١
di + ١

کنید. مراجعه [؟] مرجع از ٩١ صفحه�ی به برهان.

ماتریس باشد. V (Γ) = { v١, v٢, · · · , vn}رئوس مجموعه�ی با گراف یک Γ کنید فرض .٣١.٢.١ تعریف

اندیس�گذاری Γ رئوس با آن ستون�های و سطرها� که است A(Γ) = (aij) ،n× n ماتریس یک ،Γ مجاورت

قرار �صورت این غیر در باشند، مجاور هم با Γ گراف در vj و vi رئوس هرگاه aij = ١ به�طوری�که شده�اند،

.aij = ٠ می�دهیم

در آن مجاورت ماتریس مشخصه�ی چندجمله�ای برابر را Γ گراف مشخصه��ی چندجمله�ای .٣٢.٢.١ تعریف

ماتریس A آن در که ،χ(Γ, λ) = det(λI −A) می�دهیم قرار و می�دهیم نشان χ(Γ, λ) نماد با و گرفته نظر

است. Γ گراف مجاورت

می�نامیم. Γ گراف ویژه�ی مقادیر را χ(Γ, λ) مشخصه�ی چندجمله�ای ریشه�های

هرگاه می�نامیم Γ گراف مینیمال چندجمله�ای را mA(λ) چندجمله�ای .٣٣.٢.١ تعریف
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