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سپاس

شب دل در او حͺمت انوار و است تابان روشن، روز چهره بر او آثار که جلاله و جل را خدای مر ستایش و سپاس

تا فرمود عطا فرصتͬ و عمر و گشود ما بر را علم درهای و شناساند ما به را خویشتن که آفریدگاری درفشان. تار،

بیازماید. معرفت و علم طریق در را خودش ضعیف بنده بدان،

مقدس: وجود سه از قدر�دانͬ با و

برسیم... توانایی به ما تا شدند ناتوان که آنان

شویم... رو�سفید ما تا شد سفید موهایشان

باشند... راهمان روشنگر و ما وجود گرمابخش تا سوختند عاشقانه و

استادانمان مادرانمان، پدرانمان،

ب



پ

�چͺیده
گویند (هم�ضربی) ضربی را M R-مدول صورت در�این باشد. یͺدار و جابه�جایی حلقه�ای R کنید فرض

.(N = (٠ :M I))N = IM که به�طوری باشد داشته وجود R از I ایده�آل ،M از N زیر�مدول �هر به�ازای هرگاه

ماکسیمال و اول زیر�مدول�های مانند آن�ها از برخͬ که هستند مهمͬ خواص دارای هم�ضربی و ضربی مدول�های

بین ارتباط و کرده بیان را متناهͬ�مولد و وفادار ضربی مدول�های هم�چنین مͬ�شود. بررسͬ پایان�نامه این در آن�ها

تحقیق مورد و مطرح وفادار هم�ضربی مدول�های به مربوط نتیجه و قضیه چند نیز ادامه در مͬ�شود. بیان نیز آن�ها

مͬ�گیرد. قرار

کلیدی کلمات

متناهͬ�مولد مدول .۴ وفادار مدول .٣ هم�ضربی مدول .٢ ضربی مدول .١
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مقدمه

که مͬ�باشد هم�ضربی و ضربی مدول�های مͬ�گیرد، قرار بررسͬ و تحقیق مورد پایان�نامه این در که موضوعͬ

که مͬ�باشد جبر مهم مباحث از ͬͺی ضربی مدول�های است. [١۵] و [١٠] و [٨] و [٧] و [۵] و [٣] از برگرفته

نیز را مهمͬ مطالب و گرفته قرار مطالعه مورد ٣ بارنارد و ٢ البست ،١ اسمیت جمله از متعددی محققین توسط

قرار مطالعه مورد دیͽری محققین و فرشادی�فر۵ ۴و طرقͬ انصاری توسط هم�ضربی مدول�های نموده�اند. اثبات

آورده�اند. به�دست زمینه این در نیز را مفیدی نتایج و گرفته

که مͬ�شود بیان مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف مͬ�باشد، [٢٨] و [٢٧] و [٢۶] از که نامه پایان این اول فصل در

را ضربی مدول� ابتدا است، [١۵] و [١٠] و [٨] و [٧] از که دوم فصل در است. بͺدار و جابه�جایی حلقه�ای R

MیRͷ-مدول اگر مͬ�شود داده نشان و مͬ�شود بیان ضربی مدول�های به مربوط خواص برخͬ و کرده تعریف

M که در�صورتͬ و است ضربی ی١Rͷ−S-مدول S−١M آن�گاه باشد R ضربی بسته�ی زیر�مجموعه� S و ضربی

نیز p در M موضع�سازی مورد در نتیجه این ،S = R − p و باشد R (ماکسیمال) اول ایده�آل p و متناهͬ�مولد

در مͬ�شود. اثبات و بیان متناهͬ�مولد و وفادار ضربی مدول�های مورد در نتایجͬ و قضایا هم�چنین مͬ�باشد. برقرار

زیر�مدول که مͬ�شود داده نشان و نموده تعریف را هم�ضربی مدول� است، [٨] و [٧] و [۵] و [٣] از که سوم فصل

در است. مینیمال زیر�مدول ͷی شامل ناصفر هم�ضربی R-مدول هر و مͬ�باشد هم�ضربی هم�ضربی، مدول ͷی

مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد آن�ها به مربوط نتایج و قضایا برخͬ و بیان را وفادار هم�ضربی مدول�های نیز انتها

١Smith

٢El-Bast

٣Barnard

۴Ansari-Toroghy

۵Farshadifar

١



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

بیان مفاهیم این درباره� کاربردی و مهم قضیه چند آن بر علاوه و پرداخته مقدماتͬ مفهوم چند بیان به فصل این در

مͬ�شود.

حلقه ١-١

هرگاه نامند ١ صفر مقسوم�علیه را r ∈ R عنصر صورت در�این باشد. حلقه ͷی R کنید فرض .١-١-١ تعریف

.yr = ٠R یا ry = ٠R طوری�که به باشد داشته وجود ٠R ̸= y ∈ R

مͬ�دهند. نشان Z(R) با را R حلقه صفر مقسوم�علیه�های مجموعه�

که ،a, b ∈ R هر به�ازای چنان�چه و ١R ̸= ٠R هرگاه گویند ٢ دامنه را R ناجابه�جایی� حلقه .١-١-٢ تعریف

.b = ٠ یا a = ٠ آن�گاه ،ab = ٠

گویند. ٣ صحیح دامنه را آن� باشد جابه�جایی R حلقه اگر

u ∈ R هرگاه گویند وارون�پذیر را r ∈ R عضو صورت دراین باشد. حلقه ͷی R کنید فرض .١-١-٣ تعریف

.ur = ١R یا ru = ١R که به�طوری باشد داشته وجود

١zero-divisor

٢domain

٣integral domain

٢



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ ٣فصل

باشد. وارون�پذیر آن ناصفر عضو هر هرگاه گویند ١ میدان را R نابدیهͬ حلقه� .۴-١-١ تعریف

.e٢ = e هرگاه، گویند ٢ خودتوان را e ∈ R صورتعضو دراین باشد. حلقه ͷی R فرضکنید تعریف١-١-۵.

باشد: برقرار زیر �های شرط هرگاه گویند ٣ ایده�آل را R ازحلقه� I ناتهͬ زیر�مجموعه� .۶-١-١ تعریف

+a؛ b ∈ I آن�گاه ،a, b ∈ I اگر (١)

.ar ∈ I و ra ∈ I آن�گاه ،r ∈ R و a ∈ I اگر (٢)

مجموعه� صورت در�این .a ∈ R و باشد حلقه ͷی R کنید فرض .١-١-٧ تعریف

aR := {ar : r ∈ R},

مͬ�شود. داده نشان نیز (a) یا Ra با که گویند a توسط تولیدشده ۴ اصلͬ ایده�آل آن�را و است R ایده�آل

باشد. داشته ایده�آل دو دقیقاً اگروفقط�اگر است میدان ͷی R حلقه� .١-١-٨ لم

� شود. مراجعه [٢٧] مرجع به اثبات.

گویند V روی جزئͬ ترتیب را ≤ رابطه صورت دراین باشد. ناتهͬ مجموعه�ای V کنید فرض .١-١-٩ تعریف

باشد: زیر خواص دارای هرگاه

u؛ ≤ u ،u ∈ V هر به�ازای یعنͬ بازتابی (١)

u؛ ≤ w شود نتیجه v ≤ w و u ≤ v از u, v, w ∈ V هر به�ازای یعنͬ تعدی (٢)

.u = v شود نتیجه v ≤ u و u ≤ v از u, v ∈ V هر به�ازای یعنͬ پاد�تقارن (٣)

گویند. ۵ جزئاً�مرتب مجموعه�ای را (V,≤) آن�گاه باشد V روی جزئͬ ترتیب ͷی ≤ اگر

از ͬͺی حداقل u, v ∈ V هر به�ازای هرگاه گویند ۶ کلا́�مرتب را (V,≤) جزئاً�مرتب مجموعه� .١-١-١٠ تعریف

باشد. برقرار v ≤ u یا u ≤ v روابط

١field

٢idempotent

٣ideal

۴principal ideal

۵partially-orderd

۶totally-orderd



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ ۴فصل

زیر�مجموعه� هر که باشد ویژگͬ این با جزئاً�مرتب و ناتهͬ مجموعه�ای (V,≤) فرضکنید زورن). (لم ١-١-١١ لم

دارد. ماکسیمال عضو ͷی حداقل V صورت دراین باشد. داشته V در بالایی کران V کلا́�مرتب ناتهͬ

� شود. مراجعه [٢٧] مرجع به اثبات.

اگر�و�فقط�اگر: گویند ١ ماکسیمال را R حلقه� از m ایده�آل .١-١-١٢ تعریف

و m؛ ⊂ R (١)

.m ⊂ I ⊂ R طوری�که به باشد نداشته وجود R از I مانند ایده�آلͬ (٢)

مͬ�دهند. نشان Max(R) با را R حلقه� ماکسیمال ایده�آل�های مجموعه� .١-١-١٣ نکته

دارد وجود R از m مانند ماکسیمالͬ ایده�آل صورت دراین باشد. R حلقه� سره ایده�آل I فرضکنید .١۴-١-١ لم

.I ⊆ m که به�طوری

� شود. مراجعه [٢٧] مرجع به اثبات.

.I + J = R هرگاه، گویند ٢ متباین یا اول هم به نسبت را J و I ایده�آل دو .١۵-١-١ تعریف

.I ∩ J = IJ صورت، دراین باشند. R حلقه� متباین ایده�آل دو J و I کنید فرض .١۶-١-١ لم

� شود. مراجعه [٢٧] مرجع به اثبات.

همریختͬ را f �صورت در�این باشد. S حلقه� به R حلقه� از نگاشتͬ f : R −→ S کنید فرض تعریف١-١-١٧.

هرگاه: گویند حلقه�ای

+f(a؛ b) = f(a) + f(b) ،a, b ∈ R هر به�ازای (١)

f(ab)؛ = f(a)f(b) ،a, b ∈ R هر به�ازای� (٢)

.f(١R) = ١S (٣)

آن�گاه: باشد حلقه�ای همریختͬ ͷی f اگر

Ker(f) = {r ∈ R : f(r) = ٠}.

١maximal

٢coprime



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ ۵فصل

Im(f) = {f(r) : r ∈ R}.

.(Im(f) = S)Ker(f) = ٠ هرگاه گویند ی�ͷبه�یͷ(پوشا) را f

گویند. حلقه�ای یͺریختͬ را حلقه�ها از پوشا و ͷبه�ی�ͷی همریختͬ هر هم�چنین

باشند. R حلقه� از ایده�آل�هایی ،n ≥ ٢ که In, . . . , I٢, I١ کنید فرض چینͬ). باقیمانده (قضیه ١-١-١٨ قضیه

صورت، دراین

است: زیر به�صورت که f نگاشت (١)

f : R −→ R/I١ × · · · ×R/In

f(r) = (r + I١, . . . , r + In) ∀r ∈ R.

است. حلقه�ای همریختͬ ͷی

.∩n
i=١Ii = ٠ اگروفقط�اگر است ͷبه�ی�ͷی f (٢)

باشد. R متباین دوبه�دو ایده�آل�های از خانواده�ای (Ii)
n
i=١ اگروفقط�اگر پوشاست f (٣)

� شود. مراجعه [٢٧] مرجع به اثبات.

گویند. ١ موضعͬ حلقه دارد، ماکسیمال ایده�آل ͷی دقیقاً که را R حلقه� .١-١-١٩ تعریف

باشد. داشته ماکسیمال ایده�آل متناهͬ تعداد هرگاه گویند ٢ نیم�موضعͬ را R ناصفر حلقه� .١-١-٢٠ تعریف

ایده�آل�های همه� اشتراک ٣ R جیͺبسون رادیͺال صورت دراین باشد. حلقه ͷی R فرضکنید تعریف١-١-٢١.

مͬ�دهند. نشان Jac(R) با آن�را و مͬ�شود تعریف R ماکسیمال

است. R منحصربفرد ماکسیمال ایده�آل Jac(R) آن�گاه باشد موضعͬ حلقه�ای R اگر .١-١-٢٢ نکته

هر به�ازای اگروفقط�اگر r ∈ Jac(R) صورت دراین .r ∈ R و باشد حلقه ͷی R کنید فرض .١-١-٢٣ لم

باشد. R وارون�پذیر عضو ١− ra ،a ∈ R

١local

٢semi-local

٣jacobson radical



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ ۶فصل

� شود. مراجعه [٢٧] مرجع به اثبات.

آن�گاه ،ab ∈ p که a, b ∈ R هر به�ازای هرگاه گویند ١ اول ایده�آل را R حلقه� از p سره ایده�آل .٢۴-١-١ تعریف

.b ∈ p یا a ∈ p

مͬ�دهند. نشان Spec(R) با را R حلقه اول ایده�آل�های مجموعه� .٢۵-١-١ نکته

شامل اول ایده�آل�های اشتراک از عبارتست I ٢ رادیͺال آن�گاه باشد R حلقه� از ایده�آلͬ I اگر .٢۶-١-١ تعریف

است: زیر به�صورت I رادیͺال که مͬ�شود بررسͬ به��راحتͬ .I
√
I = {r ∈ R : ∃n ∈ N, rn ∈ I}.

�صورت، در�این باشد. R حلقه� سره ایده�آل I کنید فرض .١-١-٢٧ تعریف

V ar(I) = {p ∈ Spec(R) : p ⊇ I},

I مینیمال اول ایده�آل�های را V ar(I) مینیمال عضوهای دارد. شمول رابطه به نسبت مینیمال عضو ͷی حداقل

مͬ�دهند. Min(I)نشان با را I مینیمال اول ایده�آل�های مجموعه� هم�چنین گویند.

احͺام �صورت دراین باشند. R از ایده�آل�هایی In, . . . , I٢, I١ و R حلقه� اول ایده�آل p کنید فرض .١-١-٢٨ لم

معادلند: زیر

.p ⊇ Ij ،١ ≤ j ≤ n که jای به�ازای (١)

.p ⊇ ∩n
i=iIi (٢)

.p ⊇ Πn
i=١Ii (٣)

� شود. مراجعه [٢٧] مرجع به اثبات.

.p = ∩n
i=١Ii و باشد R اول ایده�آل p و R حلقه� از ایده�آل�هایی In, . . . , I٢, I١ کنید فرض .١-١-٢٩ نتیجه

.p = Ij ،١ ≤ j ≤ n که jای به�ازای صورت در�این

� شود. مراجعه [٢٧] مرجع به اثبات.

١prime

٢radical



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ ٧فصل

هرگاه: گویند ١ ضربی بسته را R حلقه� از S زیر�مجموعه� .١-١-٣٠ تعریف

١R؛ ∈ S (١)

.s١s٢ ∈ S آن�گاه ،s١, s٢ ∈ S اگر (٢)

کند: صدق معادلند که زیر شرایط از ͬͺی در هرگاه گویند ٢ نوتری را R حلقه� .١-١-٣١ تعریف

چنان�چه و باشد R ایده�آل�های از خانواده�ای (Ii)i∈N هرگاه (١)

I١ ⊆ I٢ ⊆ · · · ⊆ Ii ⊆ Ii+١ ⊆ · · · ,

.Ik = Ik+i ،i ∈ N هر به�ازای که به�طوری باشد داشته وجود k ∈ N آن�گاه

باشد. شمول رابطه� به نسبت ماکسیمال عضوی دارای R ایده�آل�های از ناتهͬ مجموعه� هر (٢)

کند: صدق معادلند که زیر شرایط از ͬͺی در هرگاه گویند ٣ آرتینͬ را R حلقه� .١-١-٣٢ تعریف

چنان�چه و باشد R ایده�آل�های از خانواده�ای (Ii)i∈N هرگاه (١)

I١ ⊇ I٢ ⊇ · · · ⊇ Ii ⊇ Ii+١ ⊇ · · · ,

.Ik = Ik+i ،i ∈ N هر به�ازای که به�طوری باشد داشته وجود k ∈ N آن�گاه

باشد. شمول رابطه� به نسبت مینیمال عضوی دارای R ایده�آل�های از ناتهͬ مجموعه� هر (٢)

مͬ�باشد. ماکسیمال R اول ایده�آل هر صورت دراین باشد. آرتینͬ حلقه�ای R کنید فرض .١-١-٣٣ لم

� شود. مراجعه [٢٧] مرجع به اثبات.

دارد. ماکسیمال ایده�آل متناهͬ تعداد صورت دراین باشد. آرتینͬ حلقه�ای R کنید فرض .٣۴-١-١ لم

� شود. مراجعه [٢٧] مرجع به اثبات.

مͬ�باشد. نوتری ،R آرتینͬ جابه�جایی حلقه� هر .٣۵-١-١ قضیه

� شود. مراجعه [٢٧] مرجع به اثبات.

١closed multiplicativity

٢noetherian

٣artinian



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ ٨فصل

مدول ١-٢

هرگاه: گویند ١ زیر�مدول را N آن�گاه ،٠ ̸= N ⊆ M اگر .١-٢-١ تعریف

+a؛ b ∈ N ،a, b ∈ N هر به�ازای (١)

.ra ∈ N ،a ∈ N و r ∈ R هر به�ازای (٢)

گویند ماکسیمال زیر�مدول Mرا از N سره زیر�مدول آن�گاه باشد ناصفر R-مدول ͷیM اگر .١-٢-٢ تعریف

.K = N یا K = M آن�گاه ،N ⊆ K ⊆ M که ،M از K زیر�مدول هر به�ازای هرگاه

مͬ�دهند. Max(M)نشان با Mرا ماکسیمال زیر�مدول�های مجموعه�

که M از K زیر�مدول هر به�ازای و N ̸= ٠ هرگاه گویند ٢ مینیمال را M از N زیر�مدول .١-٢-٣ تعریف

.K = ٠ یا K = N آن�گاه ،٠ ⊆ K ⊆ N

باشد. نداشته دیͽری زیر�مدول صفر، خودشو به�جز هرگاه گویند ٣ ساده Mرا ناصفر R-مدول تعریف١-٢-۴.

باشد. ساده مدول، ͷی عنوان به اگروفقط�اگر است Mمینیمال از N زیر�مدول .۵-١-٢ لم

� شود. مراجعه [٢۶] مرجع به اثبات.

صورت، دراین باشد. R-مدول ͷیM و حلقه ͷی R کنید فرض .۶-١-٢ تعریف

AnnR(M) = {r ∈ R : ∀m ∈ M, rm = ٠}.

AnnR(m) = {r ∈ R : rm = ٠}.

AnnR(M) = ∩m∈MAnnR(m).

.AnnR(M) = ٠ هرگاه گویند ۴ وفادار Mرا R-مدول .١-٢-٧ تعریف

١submodule

٢minimal

٣simple

۴faithful



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ ٩فصل

زیر�مدول�های از حاصل�جمعͬ به�صورت آن�را بتوان هرگاه گویند ١ نیم�ساده را M R-مدول .١-٢-٨ تعریف

نوشت. مینیمالش

باشد. نیم�ساده یRͷ-مدول، به�عنوان هرگاه گویند نیم�ساده را R حلقه� .١-٢-٩ تعریف

است. نوتری R دراین�صورت باشد. نیم�ساده حلقه�ای R کنید فرض .١-٢-١٠ قضیه

� شود. مراجعه [٢٨] مرجع به اثبات.

مͬ�باشد. نیم�ساده نیم�ساده، R-مدول ͷی زیر�مدول هر .١-٢-١١ لم

� شود. مراجعه [٢۶] مرجع به اثبات.

است N ′ مͺمل ͷی دارای M از N زیر�مدول هر آن�گاه باشد نیم�ساده R-مدول ͷی M اگر .١-٢-١٢ نکته

.N ∩N ′ = ٠ و N +N ′ = M به�قسمͬ�که

مینیمال زیر�مدول�های تمام حاصل�جمع صورت دراین باشد. R-مدول ͷی M کنید فرض .١-٢-١٣ تعریف

مͬ�دهند. نشان SocR(M) با Mرا

زیر�مدول�های اشتراک به�صورت M زیر�مدول هر هرگاه گویند ٢ هم�نیم�ساده را M R-مدول .١۴-١-٢ تعریف

Mباشد. ماکسیمال

آن�گاه ،rm ∈ P که ،m ∈ M و r ∈ R هر به�ازای هرگاه گویند اول Mرا از P سره زیر�مدول تعریف١-٢-١۵.

.r ∈ (P :R M) یا m ∈ P

M R-مدول از P زیر�مدول صورت دراین باشد. M زیر�مدول N و R ایده�آل I کنید فرض .١۶-١-٢ گزاره

.N ⊆ P یا I ⊆ (P :R M) شود نتیجه IN ⊆ P از اگروفقط�اگر است اول

� شود. مراجعه [١١] مرجع به اثبات.

N ⊆ P هرگاه Nگویند زیر�مدول از مینیمال اول زیر�مدول Mرا R-مدول از P اول زیر�مدول تعریف١-٢-١٧.

.Q ⊂ P که به�طوری باشد نداشته وجود Q مانند N Mشامل از اول زیر�مدول هیچ و

١semi-simple

٢cosemi-simple



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ ١٠فصل

صورت، در�این باشد. R-مدول ͷیM کنید فرض .١-٢-١٨ گزاره

باشد داشته وجود AnnR(M) از P مینیمال اول ایده�آل اگروفقط�اگر Mاست مینیمال اول زیر�مدول N (١)

.N = PM ̸= M که به�طوری

مͬ�باشد. مینیمال اول زیر�مدول ͷی Mشامل اول زیر�مدول هر (٢)

� شود. مراجعه [١٧] مرجع به اثبات.

آن�گاه r ∈ R که I = rR Xو = M اگر صورت در�این باشد. MیRͷ-مدول فرضکنید تعریف١-٢-١٩.

با است برابر و باشد Mمͬ از زیر�مدولͬ که مͬ�دهند نشان rM با را rRM

rM = {rx : x ∈ M}

با است برابر و گویند X توسط شده تولید زیر�مدول را RX آن�گاه I = R اگر

RX =


Σn
k=١rkxk : n ≥ ١, rk ∈ R, xk ∈ X ,X ̸= ∅

٠ , X = ∅

متناهͬ�ای مولد Mمجموعه� اگر .M = RX هرگاه Mگویند مولد مجموعه�ی Mرا R-مدول Xاز زیر�مجموعه�

را M آن�گاه باشد داشته عضوی�ای تک مولد مجموعه� M هرگاه و گویند ١ متناهͬ�مولد را M آن�گاه باشد داشته

گویند. ٢ دوری

.I ⊆ Jac(R) و باشد R از ایده�آلͬ I و متناهͬ�مولد R-مدول ͷی M کنید فرض ناکایاما). (لم ١-٢-٢٠ لم

.M = ٠ آن�گاه ،M = IM اگر صورت دراین

� شود. مراجعه [٢٧] مرجع به اثبات.

به�طوری باشد R از ایده�آلͬ I و باشد متناهͬ�مولد MیRͷ-مدول فرضکنید ناکایاما). لم (نتیجه ١-٢-٢١ لم

.M = N صورت دراین .N + IM = M و Mباشد از زیر�مدولͬ N و I ⊆ Jac(R) که

� شود. مراجعه [٢٧] مرجع به اثبات.

.M = IM که به�طوری باشد R حلقه� از ایده�آلͬ I و متناهͬ�مولد MیRͷ-مدول فرضکنید .١-٢-٢٢ گزاره

که به�طوری دارد وجود a ∈ I صورت در�این

١finitely generated

٢cyclic



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ ١١فصل

(١− a)M = ٠.

� شود. مراجعه [١٧] مرجع به اثبات.

I و AnnR(M) ⊆ p که R اول ایده�آل p و باشد متناهͬ�مولد R-مدول ͷی M کنید فرض .١-٢-٢٣ گزاره

.I ⊆ pصورت در�این .IM ⊆ pM که به�طوری باشد R از ایده�آلͬ

� شود. مراجعه [١١] مرجع به اثبات.

که به�طوری باشد R از اولͬ ایده�آل p و متناهͬ�مولد R-مدول ͷیM کنید فرض .٢۴-١-٢ گزاره

.p = (pM :R M)صورت در�این .AnnR(M) ⊆ p

� شود. مراجعه [١١] مرجع به اثبات.

باشد. R-مدول ͷیM و R ایده�آل�های از ناتهͬ مجموعه�ای Iλ ،λ ∈ Λ هر به�ازای کنید فرض .٢۵-١-٢ نکته

صورت، در�این

(Σλ∈ΛIλ)M = Σλ∈Λ(IλM).

همریختͬ ͷی را f : M −→ N تابع صورت در�این باشند. R-مدول Nدو Mو فرضکنید تعریف١-٢-٢۶.

هرگاه: گویند ١ R-مدولͬ

f(m١؛ +m٢) = f(m١) + f(m٢) ،m١,m٢ ∈ M هر به�ازای (١)

.f(rm) = rf(m) ،r ∈ R و m ∈ M هر به�ازای (٢)

که در�صورتͬ گویند. ٣ تکریختͬ و ٢ بروریختͬ ترتیب به آن�را آن�گاه باشد ͷبه�ی�ͷی و پوشا ترتیب به f اگر

گویند. ۴ R-مدولͬ یͺریختͬ ͷی را f باشد پوشا و ͷبه�ی�ͷی f

وجود N و M بین R-مدولͬ یͺریختͬ ͷی هرگاه گویند یͺریخت را N و M R-مدول دو .١-٢-٢٧ تعریف

،M = N و باشد یͺریختͬ ͷی f اگر و ۵ درون�ریختͬ ͷی را f ،M = N درحالتͬ�که .M ∼= N و باشد داشته

١homomorphism

٢epimorphism

٣monomorphism

۴isomorphism

۵endomorphism



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ ١٢فصل

گویند. ١ خودریختͬ ͷی را f آن�گاه

مͬ�دهند. نشان HomR(M,N) با را N Mبه از R-مدولͬ همریختͬ�های مجموعه�

گویند. R-خطͬ نگاشت را N Mبه از R-مدولͬ همریختͬ ͷی

مͬ�دهند. نشان EndR(M) با Mرا درون�ریختͬ�های مجموعه�

همریختͬ ͷی f : M −→ N و باشند R-مدول Nدو Mو فرضکنید یͺریختͬ). اول (قضیه ١-٢-٢٨ قضیه

صورت، دراین باشد. R-مدولͬ

M/Ker(f) ∼= Im(f).

� شود. مراجعه [٢٧] مرجع به اثبات.

باشند. M از زیر�مدول�هایی K و N و R-مدول ͷی M کنید فرض یͺریختͬ). دوم (قضیه ١-٢-٢٩ قضیه

صورت، دراین

K +N/K ∼= N/N ∩K.

� شود. مراجعه [٢٧] مرجع به اثبات.

باشد. پوشا نگاشتR-خطͬ ͷی f : M −→ M و متناهͬ�مولد MیRͷ-مدول فرضکنید .١-٢-٣٠ قضیه

مͬ�باشد. خودریختͬ ͷی و ͷبه�ی�ͷی f صورت دراین

� شود. مراجعه [٢١] مرجع به اثبات.

صورت، در�این باشد. R-مدول ͷیM و صحیح دامنه ͷی R کنید فرض .١-٢-٣١ تعریف

T (M) با Mرا تابی اعضای تمام مجموعه� .AnnR(m) ̸= ٠ هرگاه گویند تابی عضو mرا ∈ M عضو (١)

مͬ�دهند. نشان

.T (M) = ٠ هرگاه گویند ٢ تاب بدون Mرا R-مدول (٢)

گویند. تابی مدولͬ Mرا آن�گاه ،T (M) = M اگر (٣)

١automorphism

٢torsion free



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ ١٣فصل

AnnR(M)صورت دراین باشد. دامنه ͷی S = EndR(M) و MیRͷ-مدول کنید فرض .١-٢-٣٢ قضیه

مͬ�باشد. R اول ایده�آل

� شود. مراجعه [٨] مرجع به اثبات.

(Nθ)θ∈Θ و (Lλ)λ∈Λ و M از زیر�مدول�هایی L و K و N و باشد R-مدول ͷی M کنید فرض .١-٢-٣٣ لم

صورت، دراین باشند. M زیر��مدول�های از خانواده دو

λ∈ΛLλ∩)؛ :M N) = ∩λ∈Λ(Lλ :M N) (١)

L)؛ :M Σθ∈ΘNθ) = ∩θ∈Θ(L :M Nθ) (٢)

.AnnM (N +K) = AnnM (N) ∩AnnM (K) (٣)

� شود. مراجعه [٢٧] مرجع به اثبات.

صورت در�این باشد. R از ایده�آلͬ I و M از زیر�مدولͬ N و R-مدول ͷی M کنید فرض .٣۴-١-٢ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به و Mمͬ�باشد از زیر�مدولͬ (N :M I)

(N :M I) = {m ∈ M : ∀r ∈ I : rm ∈ N}.

آن�گاه: ،N = ٠ اگر

(٠ :M I) = {m ∈ M : ∀r ∈ I : rm = ٠},

مͬ�دهند. نشان AnnM (I) با آن�را و

گویند M صفر مقسوم�علیه را r ∈ R صورت دراین باشد. R-مدول ͷی M کنید فرض .٣۵-١-٢ تعریف

.rm = ٠ که به�طوری باشد داشته وجود ٠ای ̸= m ∈ M هرگاه

مͬ�دهند. نشان Z(M) با Mرا صفر مقسوم�علیه�های مجموعه�

کند: صدق معادلند که زیر شرایط از ͬͺی در هرگاه گویند نوتری Mرا R-مدول .٣۶-١-٢ تعریف

چنان�چه و Mباشد زیر�مدول�های از خانواده�ای (Ni)i∈N هرگاه (١)

N١ ⊆ N٢ ⊆ · · ·Ni ⊆ Ni+١ ⊆ · · · ,



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ ١۴فصل

.Ni = Nk+i ،i ∈ N هر به�ازای که به�طوری باشد داشته وجود k ∈ N آن�گاه

باشد. شمول رابطه�� به نسبت ماکسیمال عضوی Mدارای زیر�مدول�های از ناتهͬ مجموعه� هر (٢)

کند: صدق معادلند که زیر شرایط از ͬͺی در هرگاه گویند آرتینͬ Mرا R-مدول .١-٢-٣٧ تعریف

چنان�چه و Mباشد زیر�مدول�های از خانواده�ای (Ni)i∈N هرگاه (١)

N١ ⊇ N٢ ⊇ · · · ⊇ Ni ⊇ Ni+١ ⊇ · · · ,

.Nk = Nk+i ،i ∈ N �هر به�ازای که به�طوری باشد داشته وجود k ∈ N آن�گاه

باشد. شمول رابطه� به نسبت مینیمال عضوی Mدارای زیر�مدول�های از ناتهͬ زیر�مجموعه� هر (٢)

باشد. متناهͬ�مولد M زیر�مدول هر اگروفقط�اگر است نوتری R-مدول ͷیM .١-٢-٣٨ قضیه

� شود. مراجعه [٢٧] مرجع به اثبات.

صورت، دراین Mباشد. از زیر�مدولͬ N و R-مدول ͷیM کنید فرض .١-٢-٣٩ قضیه

باشند. نوتری N M/Nو اگر�وفقط�اگر است Mنوتری (١)

باشند. آرتینͬ N M/Nو اگر�و�فقط�اگر است Mآرتینͬ (٢)

� شود. مراجعه [٢٧] مرجع به اثبات.

،M زیر�مدول�های از اکید زنجیر از منظور صورت دراین باشد. MیRͷ-مدول فرضکنید تعریف١-٢-۴٠.

به�صورت، اکیداً�صعودی و متناهͬ زنجیره�ای

N٠ ⊂ N١ ⊂ · · · ⊂ Nn−١ ⊂ Nn,

.Nn = M و N٠ = ٠ که به�طوری Mاست زیر�مدول�های از

Mبه�صورت، زیر�مدول�های از اکید زنجیر هر

٠ = N٠ ⊂ N١ ⊂ · · · ⊂ Nn−١ ⊂ Nn = M,

باشد. ساده ١−Mi/MiیRͷ-مدول ،١ ≤ i ≤ n هر به�ازای هرگاه Mگویند ١ ترکیبی سری را

١ composition series


