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චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

نیکنام دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه��ی آغاز در
فراوان حاصل پژوهش پیشبرد راستای در ایشان ارزنده� راهنمایی�های از که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه

هستم. ایشان والای منش و انسانیت و علم مکتب شاگرد همواره و بردم
آماده در و فرمودند تقبل را پایان�نامه این مشاوره� و مطالعه زحمت که فشندی دکتر خانم سرکار از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به پایان�نامه این سازی
که حجازیان دکتر خانم سرکار و جانفدا دکتر آقای جناب فرهیخته اساتید از می�دانم لازم همچنین

نمایم. قدردانی و تشکر وجود تمام با گرفتند عهده به را پایان�نامه این داوری
ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به همسرم مادر و پدر از می�کنم تشکر و را مقدس�شان وجود می�کنم

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان،

۱۳۹۱حاষهষ༙ଷیان
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١ ف��ص��ل

پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا

در م��ق��دم��ات��ی م��ط��ال��ب ف��ص��ل ای��ن در پ��س اس��ت ک��ران��دار خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ره��ای م��ق��ال��ه ای��ن اص��ل��ی زم��ی��ن��ه ک��ه آن�ج��ا از

اس��ت. ش��ده ارای��ه [١٣] و [١٠] از ع��م��دت��ا ب��ان��اخ ف��ض��اه��ای و ن��رم�دار ف��ض��اه��ای و ع��م��ل��گ��ره��ا م��ورد

ب��ان��اخ و ن��رم�دار ف��ض��ای ١.١

X روی �ر �ت� م� �ک ی� را d : X ×X −→ R �ع �اب� ت� �د. �اش� ب� �ه �وع� �م� �ج� م� �ک ی� X �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١.١.١ �ف �ری� �ع� ت�

ب��اش��ی��م: داش��ت��ه X از z و y ،x ه��ر ب��رای ه��رگ��اه م��ی�ن��ام��ی��م

،d(x, y) ≥ ۰ .١

،x = y اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر d(x, y) = ۰ .٢

،d(x, y) = d(y, x) .٣

،d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) .۴

م��ی�ن��ام��ن��د. ری��ک م��ت�� ف��ض��ای ی��ک را (X, d) ص��ورت ای��ن در

٢



٣ پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا

اع��م��ال ه��رگ��اه ب��اش��د. غ��ی��رت��ه��ی م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک X و م��ی��دان ی��ک F ک��ن��ی��د ف��رض .١.١.١ ت��ع��ری��ف

+ : X ×X −→ X

. : F×X −→ X

F از β و α �ر ه� و X از y و x �ر ه� ازای �ه ب� و �د �اش� ب� �ی �ل� آب� �روه گ� �ک ی� (X,+) �ه ک� �ی �م� �س� ق� �ه ب� �د �ن� �اش� ب� �ود �وج� م�

ب��اش��ی��م داش��ت��ه

،۱x = x .١

،α(x+ y) = αx+ βy .٢

.(αβ)x = α(βx) .٣

م��ی�ن��ام��ی��م. F م��ی��دان روی ب��رداری ف��ض��ای ی��ک را X آن��گ��اه

�اً �ن� �م� ض� �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� �ر �ال� �ک� اس� �رب ض� را . : F ×X −→ X �ل �م� ع� و �ع �م� ج� را + : X ×X −→ X �ل �م� ع�

م��ی�ن��ام��ی��م. ب��ردار را X اع��ض��ای و اس��ک��ال��ر را F اع��ض��ای

ی��ا R م��ی�ت��وان��د F) ب��اش��د F م��ی��دان روی ب��رداری ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��د ف��رض ن��رم�دار). (ف��ض��ای ٢.١.١ ت��ع��ری��ف

ب��اش��د: ب��رق��رار زی��ر ش��رای��ط ه��رگ��اه گ��وی��ی��م X روی ن��رم ی��ک را ∥.∥ : X −→ [۰,∞) ت��اب��ع ب��اش��د). C

،∥x∥ ≥ ۰ ب��اش��ی��م داش��ت��ه X از x ه��ر ب��رای .١

،x = ۰ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر ∥x∥ = ۰ .٢

.∥αx∥ = |α|∥x∥ ب��اش��ی��م داش��ت��ه F از α ه��ر ب��رای .٣

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .۴

م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده ن��رم�دار١ ف��ض��ای ب��اش��د، ش��ده ری��ف ت��ع�� آن روی ن��رم ی��ک ک��ه ب��رداری ف��ض��ای
١Normed space



۴ پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا

م��ی�ک��ن��ی��م: ری��ف ت��ع�� ری��د. ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در را Rn ب��رداری ف��ض��ای .١.١.١ م��ث��ال

∥x∥ =

(
n∑

i=۱

x۲
i

) ۱
۲

اس��ت. ن��رم�دار ف��ض��ای (Rn, ∥.∥) ص��ورت ای��ن در م��ی�ش��ود. ف��رض x = (x۱, x۲, . . . , xn) آن در ک��ه

�وژی �ول� �وپ� ت� و اس��ت X روی �رم ن� ی��ک d(x, y) = ∥x− y∥ �اه، آن�گ� �د �اش� ب� X روی �رم ن� ی��ک ∥.∥ �ت��ی وق�

م��ی�گ��وی��ی��م. ن��رم ت��وپ��ول��وژی را آن از ح��اص��ل

م��ت��ر ت��ح��ت ف��ض��ا ای��ن ه��رگ��اه گ��وی��ی��م ب��ان��اخ١ ف��ض��ای ی��ک را X ن��رم�دار ف��ض��ای ب��ان��اخ). (ف��ض��ای ٣.١.١ ت��ع��ری��ف

ب��اش��د) ه��م��گ��را آن در ک��وش��ی دن��ب��ال��ه�ی ه��ر (ی��ع��ن��ی ب��اش��د. ک��ام��ل ن��رم، وس��ی��ل��ه�ی ب��ه ش��ده ال��ق��ا

ک��ه دارن��د وج��ود ن��رم��داری ف��ض��اه��ای ی��ع��ن��ی ن��ی��س��ت. ب��رق��رار آن ع��ک��س ول��ی اس��ت ن��رم�دار ب��ان��اخ، ف��ض��ای ه��ر

ب��ا م��ی�ب��اش��د R ب��ه [a, b] از پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع ت��م��ام م��ج��م��وع��ه ک��ه C([a, b]) م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه ن��ی��س��ت��ن��د. ب��ان��اخ ف��ض��ای

∥f∥ =

(∫ b

a

|f |۲dt
) ۱

۲

[١٠] ن��ی��س��ت. ب��ان��اخ ول��ی اس��ت ن��رم�دار ف��ض��ای ی��ک

ه��م��گ��را X در را
∞∑

n=۱

xn س��ری ب��اش��د. X ن��رم�دار ف��ض��ای در دن��ب��ال��ه�ای {xn}∞n=۱ ک��ن��ی��د ف��رض .۴.١.١ ت��ع��ری��ف

م��ی�ن��وی��س��ی��م و ب��اش��د ه��م��گ��را s ب��ه ،sn =
n∑

k=۱

xk دن��ب��ال��ه�ی ه��رگ��اه گ��وی��ی��م (s ∈ X) s ب��ه

s =
∞∑

n=۱

xn.

ه��رگ��اه م��ی�ن��ام��ی��م م��ط��ل��ق ه��م��گ��رای را
∞∑

n=۱

xn س��ری

∞∑
n=۱

∥xn∥ < ∞.

١Banach space



۵ پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا

ب��اش��د. ه��م��گ��را X در ه��م��گ��را م��ط��ل��ق��اً س��ری ه��ر اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر اس��ت ک��ام��ل X ن��رم�دار ف��ض��ای .٢.١.١ گ��زاره

م��ی�ب��اش��د. ب��ان��اخ ف��ض��ای ی��ک Cn اق��ل��ی��دس��ی ف��ض��ای .٢.١.١ م��ث��ال

آن در (ک��ه اس��ت. ب��ان��اخ ف��ض��ای ∥.∥p ن��رم ب��ا ۱ ≤ p ≤ ∞ ب��رای Lp(R) .١.١.١ ل��م

(Lp(R) = {f : ∥f∥P = (

∫
|f(x)|pdx)

۱
p < ∞}

.[١٠] ب��ه ش��ود م��راج��ع��ه ب��ره��ان.

�د. �اش� ب� X از �ی �ای� �ض� �رف� زی� Y و �رم�دار ن� �ای �ض� ف� X �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ی). �ت� �م� �س� ق� �ارج خ� �ای �ض� (ف� ۵.١.١ �ف �ری� �ع� ت�

م��ی�ک��ن��ی��م ری��ف ت��ع��

X

Y
= {x+ Y : x ∈ X}

x+ Y = {x+ y : y ∈ Y }

ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در زی��ر ص��ورت ب��ه را Q : X −→ X

Y
ن��گ��اش��ت

Q(x) = x+ Y

رو ای��ن از

X

Y
= {Q(x) : x ∈ X}

اس��ت: ب��رداری ف��ض��ای زی��ر اع��م��ال ت��ح��ت X
Y

Q(x۱) +Q(x۲) = Q(x۱ + x۲)

αQ(x) = Q(αx)

م��ی�ب��اش��ن��د. اس��ک��ال��ر α و x۱, x۲ ∈ X آن در ک��ه

م��ی�ک��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه ن��رم X
Y

روی

∥Q(x)∥ = inf{∥x− y∥ : y ∈ Y }.



۶ پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا

اگ��ر �ه��ا �ن� ت� و اگ��ر اس��ت ن��رم�دار ف��ض��ای ف��وق ن��رم� ت��ح��ت X
Y

ب��اش��د. X زی��رف��ض��ای Y �ی��د �ن� ک� ف��رض .١.١.١ �ی��ه ق��ض�

ب��اش��د. ب��س��ت��ه Y

.[٧] ب��ه ش��ود م��راج��ع��ه ب��ره��ان.

ب��ان��اخ ف��ض��ای X ک��ه آن ب��رای ک��اف��ی و لازم ش��رط ب��اش��د. X ب��س��ت��ه�ی زی��رف��ض��ای Y ک��ن��ی��د ف��رض .٢.١.١ ق��ض��ی��ه

ب��اش��ن��د. ب��ان��اخ ف��ض��ای X

Y
و Y ک��ه اس��ت آن ب��اش��د،

.[٧] ب��ه ش��ود م��راج��ع��ه

�ود �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ی �ط� خ� T : X −→ Y �ت �اش� �گ� ن� �د، �ن� �اش� ب� �رداری ب� �ای �اه� �ض� ف� Y و X �ر اگ� .۶.١.١ �ف �ری� �ع� ت�

ب��اش��ی��م: داش��ت��ه F از β و α ه��ر و X از y و x ه��ر ب��رای ه��رگ��اه

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y)

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش B(X, Y ) ب��ا را Y ب��ه X از ک��ران��دار و خ��ط��ی ن��گ��اش��ت�ه��ای ت��م��ام م��ج��م��وع��ه�ی

ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د ن��رم�دار ف��ض��اه��ای Y و X اگ��ر م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش B(X) ب��ا را آن ،X = Y ه��رگ��اه

اس��ت ن��رم�دار ف��ض��ای زی��ر، ن��رم ب��ه ن��س��ب��ت B(X,Y )

∥T∥ = sup{∥T (x)∥ : ∥x∥ ≤ ۱}.

در �د. �اش� ب� �ی �ط� خ� �اش��ت �گ� ن� T : X −→ Y و �د �ن� �اش� ب� �رم�دار ن� �ای �اه� �ض� ف� Y و X �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٣.١.١ �ه �ی� �ض� ق�

م��ع��ادل�ان��د: زی��ر گ��زاره�ه��ای ص��ورت ای��ن

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه T .١

اس��ت. ک��ران��دار T .٢

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه ن��ق��ط��ه ی��ک در T .٣



٧ پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه ی��ک��ن��واخ��ت ط��ور ب��ه T .۴

در ب��اش��د. Y روی ب��ه X از خ��ط��ی ن��گ��اش��ت T و ب��اش��ن��د ن��رم�دار ف��ض��اه��ای Y و X ک��ن��ی��د ف��رض .۴.١.١ ق��ض��ی��ه

�ه ک� �وری ط� �ه ب� �د �ن� �اش� ب� �ود �وج� م� β و α �ز �ای� �م� �ت� م� �ب��ت �ث� م� �داد اع� �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� اس��ت �ت��ی١ �خ� ری� � �ک� ی� T �ورت ص� ای��ن

،x ∈ X ه��ر ب��رای

α∥x∥ ≤ ∥Tx∥ ≤ β∥x∥.

و اگ��ر اس��ت �ان��اخ ب� ف��ض��ای B(X, Y ) ص��ورت ای��ن در �ن��د، �اش� ب� ن��رم�دار �اه��ای ف��ض� Y و X اگ��ر .۵.١.١ �ی��ه ق��ض�

ب��اش��د. ب��ان��اخ Y اگ��ر ت��ن��ه��ا

C از ک��ران��دار م��ج��م��وع��ه ی��ک {f(x) : f ∈ F} اگ��ر گ��وی��ن��د ک��ران��دار ن��ق��ط��ه�ای ب��ه�ص��ورت را F .٧.١.١ ت��ع��ری��ف

ب��اش��د. x ∈ X ه��ر در

و S در م��رک��زی ب��ا گ��وی�ه��ا از م��ت��ن��اه��ی ت��ع��داد ،ε > ۰ ه��ر ب��رای اگ��ر م��ی�گ��وی��ن��د ک��ران��دار ک��لا را S .٨.١.١ ت��ع��ری��ف

ب��پ��وش��ان��د. را S آن�ه��ا اج��ت��م��اع ک��ه ب��ه�ط��وری ب��اش��د م��وج��ود ε ش��ع��اع

ه��ی��ل��ب��رت ف��ض��ای و خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ر ٢.١

�دار �ران� ک� و �ی �ط� خ� �ت �اش� �گ� ن� �ک ی� �رم�دار ن� �ای �اه� �ض� ف� �ژه وی� �ه ب� و �رداری ب� �ای �اه� �ض� ف� �ت �ال� ح� در .١.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده ع��م��ل��گ��ر٢

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش D(T ) ن��م��اد ب��ا را T ع��م��ل��گ��ر دام��ن��ه .١.٢.١ ن��م��ادگ��ذاری

ه��س��ت��ه�ی ب��اش��د. ع��م��ل��گ��رخ��ط��ی ی��ک T : X −→ Y و ب��رداری ف��ض��ای دو Y و X ک��ن��ی��د ف��رض .٢.٢.١ ت��ع��ری��ف

از اس��ت ع��ب��ارت م��ی�ش��ود داده ن��م��ای��ش ker(T ) ن��م��اد ب��ا ک��ه ع��م��ل��گ��ر

N(T ) = {x ∈ X : Tx = ۰}
١Isomorphism ٢operator



٨ پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا

از اس��ت ع��ب��ارت و م��ی�ش��ود داده ن��م��ای��ش R(T ) ب��ا T ب��رد و

R(T ) = {y ∈ Y : y = Tx, x ∈ D(T ) }

ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ری T ک��ن��ی��د ف��رض .١.٢.١ ق��ض��ی��ه

اس��ت. ب��رداری ف��ض��ای ی��ک R(T ) .١

.dimR(T ) ≤ n آن�گ��اه ،dimD(T ) = n < ∞ اگ��ر .٢

اس��ت. ب��رداری ف��ض��ای ی��ک N(T ) .٣

روی ک��ران��دار خ��ط��ی �ل��گ��ر �م� ع� T : X −→ X و T۲ : X −→ Y و T۱ : Y −→ Z اگ��ر .٢.٢.١ م��لاح��ظ��ه

ری��م: دا آن�گ��اه ب��اش��ن��د، Z و Y ،X ن��رم�دار ف��ض��اه��ای

∥T۱T۲∥ ≤ ∥T۱∥∥T۲∥, ∥T n∥ ≤ ∥T∥n

ه��رگ��اه T۱ = T۲ ی��ع��ن��ی گ��وی��ن��د، م��س��اوی را T۲ و T۱ ع��م��ل��گ��ر دو .٣.٢.١ ت��ع��ری��ف

.D(T۱) = D(T۲) .١

.x ∈ D(T ) ه��ر ب��رای T۱x = T۲x .٢

�ای��ش �م� ن� T |B �ا ب� B ⊂ D(T ) �ه�ی �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ه ب� T : D(T ) −→ Y �ر �گ� �ل� �م� ع� ی��ک �د �دی� �ح� ت� .۴.٢.١ �ری��ف �ع� ت�

x ∈ B ه��ر ب��رای و م��ی�ش��ود داده

T |B : B −→ Y, T |Bx = Tx

ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت T̃ : M −→ Y ع��م��ل��گ��ر ی��ک ،M ⊃ D(T ) م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک ب��ه T ع��م��ل��گ��ر ی��ک ت��وس��ی��ع و

.x ∈ D(T ) ب��رای T̃ x = Tx و T̃ |D(T ) = T



٩ پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا

D(T ) ⊂ X ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د ک��ران��دار خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ر ی��ک T : D(T ) −→ Y ک��ن��ی��د ف��رض .٢.٢.١ ق��ض��ی��ه

ط��وری �ه ب� اس��ت T̃ : D(T ) −→ Y �ی��ع �وس� ت� ی��ک دارای T ص��ورت ای��ن در �د. �اش� ب� �اخ �ان� ب� �ای ف��ض� ی��ک Y و

.∥T̃∥ = ∥T∥ و اس��ت ک��ران��دار خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ر ی��ک T̃ ک��ه

خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ر ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د. ن��رم�دار ف��ض��ای دو Y و X ک��ن��ی��د ف��رض .١.٢.١ ل��م

در ک��ران��دار م��ج��م��وع��ه�ه��ای ب��ه را X در ک��ران��دار م��ج��م��وع��ه�ه��ای T اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ک��ران��دار T : X −→ Y

ب��ن��گ��ارد. Y

�ر اگ� �م �ی� �ام� ن� �ده) ش� �م �م� �ت� (م� �م�دار١ �م� �ت� م� را X �اخ �ان� ب� �ای �ض� ف� از Y �ه�ی �ت� �س� ب� �ی �ط� خ� �ای �ض� �رف� زی� .۵.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

.X = Y ⊕ Z ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود X از Z ب��س��ت��ه�ی خ��ط��ی زی��رف��ض��ای

�ت �اش� �گ� ن� �د. �اش� ب� C �دان �ی� م� روی �رداری ب� �ای �ض� ف� �ک ی� H �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ی). �ل� داخ� �رب (ض� ۶.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

α ∈ C �ر ه� و X از z و y و x �ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �م �ی� �ام� ن� �ی �ل� داخ� �رب ض� �ک ی� را ⟨., .⟩ : H ×H −→ C

ب��اش��د: ب��رق��رار زی��ر وی��ژگ��ی�ه��ای

،⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ .١

،⟨αx, y⟩ = α ⟨x, y⟩ .٢

،⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ .٣

.x = ۰ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر ⟨x, x⟩ = ۰ و ⟨x, x⟩ ≥ ۰ .۴

م��ی�ده��د. ن��ش��ان را ⟨y, x⟩ م��خ��ت��ل��ط م��زدوج ⟨y, x⟩ ف��وق ع��ب��ارت در

ری��م: دا C از β و α ه��ر و X از z و y ،x ه��ر ب��رای .٣.٢.١ م��لاح��ظ��ه

⟨x, αy + βz⟩ = α ⟨x, y⟩+ β ⟨x, z⟩
١Complemented



١٠ پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا

را ⟨., .⟩ �ی �ل� داخ� �رب ض� �ک ی� �ا ب� H �رداری ب� �ای �ض� ف� �ر ه� .( �ی١ �ل� داخ� �رب �ض� �ل� �اص� ح� �ای �ض� ف� ) ٧.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش (H, ⟨., .⟩) ب��ا را آن و م��ی�ن��ام��ی��م داخ��ل��ی ح��اص��ل��ض��رب ف��ض��ای

ش��ود ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه داخ��ل��ی ض��رب و H = Cn م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه

⟨x, y⟩ =
n∑

i=۱

xiyi

داخ��ل��ی ح��اص��ل��ض��رب ف��ض��ای ی��ک H ص��ورت ای��ن در .y = (y۱, . . . , yn) و x = (x۱, . . . , xn) آن در ک��ه

اس��ت.

�د �اش� ب� H �رداری ب� �ای �ض� ف� روی �ی �ل� داخ� �رب ض� �ک ی� ⟨., .⟩ �ر اگ� �ز). �وارت� ش� �ی �وش� ک� �اوی �س� �ام� (ن� ٨.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

آن�گ��اه

| ⟨x, y⟩ |۲ ≤ ⟨x, x⟩ ⟨y, y⟩ .

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه C ب��ه H ×H از داخ��ل��ی ض��رب .٣.٢.١ ق��ض��ی��ه

[١٠] ب��ه ش��ود م��راج��ع��ه ب��ره��ان.

روی �د. �اش� ب� �ی �ل� داخ� �رب �ض� �ل� �اص� ح� �ای �ض� ف� ی��ک (H, ⟨., .⟩) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �رت). �ب� �ل� �ی� ه� �ای �ض� (ف� ٩.٢.١ �ری��ف �ع� ت�

م��ی�ک��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه را ن��رم ف��ض��ا ای��ن

∥x∥ = ⟨x, x⟩
۱
۲ (x ∈ H)

م��ی�ن��ام��ی��م. ه��ی��ل��ب��رت٢ ف��ض��ای ی��ک را H آن�گ��اه ب��اش��د ب��ان��اخ ف��ض��ای (H, ∥.∥) اگ��ر

اس��ت. ب��ان��اخ ف��ض��ای ه��ی��ل��ب��رت، ف��ض��ای و اس��ت ن��رم�دار ف��ض��ای ی��ک داخ��ل��ی، ح��اص��ل��ض��رب ف��ض��ای .۴.٢.١ ن��ک��ت��ه

ش��رط در داخ��ل��ی ض��رب ف��ض��ای روی ن��رم

∥x+ y∥۲ + ∥x− y∥۲ = ۲∥x∥۲ + ۲∥y∥۲

١inner product space ٢Hilbert space



١١ پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا

�رب �ض� �ل� �اص� ح� �ای �ض� ف� �رم�دار، ن� �ای �ض� ف� �ر ه� �د. �ن� �ام� �ی�ن� م� �لاع �وازی�الاض� �ت� م� �ون �ان� ق� را �وق ف� �رط ش� �د، �ن� �ی�ک� م� �دق ص�

�ده �ام� �ی� ن� �ت دس� �ه ب� �ی �ل� داخ� �رب ض� �ک ی� از �د، �ن� �ک� ن� �دق ص� �لاع �وازی�الاض� �ت� م� �ون �ان� ق� در �ه ک� �ی �رم� ن� �ت. �س� �ی� ن� �ی �ل� داخ�

اس��ت.

م��ث��ال�ه��ا

م��ی�ک��ن��ی��م: ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه را Rn روی داخ��ل��ی ض��رب ری��د. ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در را Rn ب��رداری ف��ض��ای .١

⟨x, y⟩ =
n∑

i=۱

xiyi

�رب ض� �ن ای� از �ده ش� �ل �اص� ح� �رم ن� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� .y = (y۱, . . . , yn) و x = (x۱, . . . , xn) آن در �ه ک�

از: اس��ت ع��ب��ارت

∥x∥ = ⟨x, x⟩
۱
۲

اس��ت. ه��ی��ل��ب��رت ف��ض��ای ف��وق، ص��ورت ب��ه ش��ده ری��ف ت��ع�� داخ��ل��ی ض��رب ب��ا Rn

م��ی�ک��ن��ی��م. ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه را ف��ض��ا ای��ن روی داخ��ل��ی ض��رب ری��د. ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در را L۲[a, b] ف��ض��ای .٢

⟨x, y⟩ =
∫ b

a

x(t) ¯y(t)dt

�د. �ی�آی� م� �ت دس� �ه ب� �وق ف� �ی �ل� داخ� �رب ض� از ∥x∥ =

(∫ b

a

|x(t)|۲dt
) ۱

۲

�رم ن� �ورت ص� �ن ای� در و

اس��ت. ه��ی��ل��ب��رت ف��ض��ای L۲[a, b]

�ا ب� آن روی �رم ن� و �ت اس� �رت �ب� �ل� �ی� ه� �ای �ض� ف� ⟨x, y⟩ =
∞∑
i=۱

xiyi �ی �ل� داخ� �رب ض� �ا ب� ℓ۲ �ای �ض� ف� .٣

م��ی�ش��ود. ری��ف ت��ع�� ∥x∥ =

(
∞∑
i=۱

|xi|۲
) ۱

۲

اس��ت. ب��رق��رار ک��وش��ی-ش��وارت��ز ن��ام��س��اوی از آن ه��م��گ��رای��ی و ه��م��گ��راس��ت ف��وق س��ری ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه



١٢ پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا

ای��ن از ن��ی��س��ت. داخ��ل��ی ض��رب ف��ض��ای lp ف��ض��ای p ̸= ۲ ب��رای اس��ت. ب��ان��اخ ف��ض��ای p ̸= ۲ ب��رای lp .۴

ب��ود. ن��خ��واه��د ه��ی��ل��ب��رت ف��ض��ای رو

�ان �ش� ن� اس��ت �اف��ی ک� �ور �ظ� �ن� م� ای��ن �رای ب� �د. �ی�آی� �م� ن� دس��ت �ه ب� �ل��ی داخ� ض��رب ی��ک از (p ̸= ۲) lp ن��رم �را زی�

ن��م��ی�ک��ن��د. ص��دق م��ت��وازی�الاض��لاع ش��رط در ن��رم ای��ن ک��ه ده��ی��م

ب��اش��ن��د. زی��ر ص��ورت ب��ه lp در y و x ک��ن��ی��د ف��رض

x = (۱,۱, ۰, ۰, · · · ), y = (۱,−۱, ۰, ۰, · · · )

ب��ن��اب��رای��ن

∥x∥ = ∥y∥ =
p
√

۲, ∥x− y∥ = ∥x+ y∥ = ۲

ف��ض��ای رو ای��ن از ن��ی��س��ت. �ل��ی داخ� �ل��ض��رب ح��اص� ف��ض��ای ∥x∥ = max
t∈[a,b]

|x(t)| ن��رم ب��ا C[a, b] ف��ض��ای .۵

ن��ی��س��ت. ه��ی��ل��ب��رت

�ن��د �م��ی�ک� ن� ص��دق �ت��وازی�الاض��لاع م� ش��رط در چ��ون �م��ی�آی��د. ن� دس��ت ب��ه �ل��ی داخ� ض��رب ی��ک از آن ن��رم �را زی�

آن�گ��اه (a ̸= b) y(t) = t− a

b− a
و x(t) = ۱ ری��م ب��گ��ی�� اگ��ر زی��را

∥x(t)∥ = ∥y(t)∥ = ۱

ری��م: دا و

x(t) + y(t) = ۱+
t− a

b− a
=

b− a+ t− a

b− a
=

b+ t− ۲a
b− a

x(t) + y(t) = ۱− t− a

b− a

∥x+ y∥ = ۲, ∥x− y∥ = ۱

۲(∥x∥۲ + ∥y∥۲) = ۴

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� و �د �اش� ب� ∥.∥ �رم ن� و ⟨., .⟩ �ل��ی داخ� �رب ض� �ا ب� �رت �ب� �ل� �ی� ه� �ای �ض� ف� H �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١٠.٢.١ �ری��ف �ع� ت�



١٣ پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا

ب��اش��د. H در ع��ن��اص��ر از دن��ب��ال��ه�ای {xn}

اگ��ر xn −→ x م��ی�ن��وی��س��ی��م و م��ی�گ��وی��ی��م x ب��ه ه��م��گ��را را {xn} .١

. lim
n−→∞

∥x− xn∥ = ۰

آن در �ه ک� ،sN −→ x �ر اگ� �ت �راس� �گ� �م� ه� x �ه ب�
∑
n

xn �ری س� �ه ک� �م �ی� �وی� گ� و
∑
n

xn = x �م �ی� �س� �وی� �ی�ن� م� .٢

ه��م��گ��را آن آرای��ش ت��ج��دی��د ه��ر اگ��ر م��ی�ش��ود ن��ام��ی��ده غ��ی��رم��ش��روط ه��م��گ��رای س��ری ی��ک .sN =
N∑

n=−N

xn

ب��اش��د.

ی��ع��ن��ی ه��ا، xn م��ت��ن��اه��ی خ��ط��ی ت��رک��ی��ب��ات ت��م��ام م��ج��م��وع��ه�ی از اس��ت ع��ب��ارت H در span {xn} .٣

span {xn} =

{
N∑

n=۱

cnxn : n ∈ N, cn ∈ C

}

�ه ک� H �ر �ص� �ن� ع� �ا �ه� �ن� ت� �ر اگ� �ادل، �ع� م� �ور ط� �ه ب� �ا ی� �د �اش� ب� �ال �گ� چ� H در span {xn} �ر اگ� اس��ت �ل �ام� ک� {xn} .۴

� ب��اش��د. ص��ف��ر ع��ن��ص��ر اس��ت، ای xn ه��ر ب��ر م��ت��ع��ام��د

ال��ح��اق��ی ع��م��ل��گ��ره��ای ٣.١

و H۱ آن در �ه ک� �د، �اش� ب� �دار �ران� ک� �ی �ط� خ� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ک ی� T : H۱ −→ H۲ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١.٣.١ �ف �ری� �ع� ت�

�ه ک� �وری ط� �ه ب� �ت اس� T �ی١ �اق� �ح� ال� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ک ی� T ∗ �ورت ص� �ن ای� در �د. �ن� �ت� �س� ه� �رت �ب� �ل� �ی� ه� �ای �اه� �ض� ف� H۲

،y ∈ H۲ و x ∈ H۱ ه��ر ب��رای و T ∗ : H۲ −→ H۱

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩

ب��ه م��ن��ح��ص��ر و دارد وج��ود ه��م��واره ١.٣.١ در ش��ده ری��ف ت��ع�� T از T ∗ ال��ح��اق��ی ع��م��ل��گ��ر (وج��ودی) .١.٣.١ ق��ض��ی��ه
١adjoint operator


