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چکیده
باناخ جبرهای روی ضعیف تقریبی متناوب تابعک�های مطالعه�ی و معرفی به پایان�نامه این در
باناخ جبرهای نمایش� با را آن ارتباط و می�پردازیم، می�دهیم نمایش wap(A) با را آن که ،A
متناوب تابعک�های و ضعیف تقریبی متناوب تابعک�های بین ارتباط ادامه در می�کنیم. بررسی
فضای نمونه عنوان به و می�کنیم بیان را آن موروثی ویژگی�های برخی و ap(A) یعنی تقریبی؛
به توجه با همچنین می�آوریم. دست به باناخ جبرهای از برخی روی را تقریبی متناوب تابعک�های
خوبی نتایج wap(G) یعنی G؛ گروه روی ضعیف تقریبی متناوب توابع و wap(L۱(G)) ارتباط
جابه�جایی نویمن فون هاف جبر یک M(G)∗ اینکه به توجه با سرانجام می�گیریم. L۱(G) روی را
یک wap(M(G)) که می�گیریم نتیجه است، L∞(G) از ∗C-زیرجبر یک wap(L۱(G)) و است

است. M(G)∗ = C۰(G)∗∗ از ∗C-زیرجبر
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فون هاف جبر اندازه، جبر گروهی، جبر باناخ، جبر تقریبی، متناوب تابعک�های کلیدی: کلمات

نویمن.
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وदدردا਩یਗی�৶ما৤م.
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঳ࢯ૱ن۱۳۹۱
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چ��ک��ی��ده
،A ب��ان��اخ ج��ب��ره��ای روی ض��ع��ی��ف ت��ق��ری��ب��ی م��ت��ن��اوب ت��اب��ع��ک�ه��ای م��ط��ال��ع��ه�ی و م��ع��رف��ی ب��ه پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن در

�ی��م. �ن� م��ی�ک� ب��ررس��ی �ان��اخ ب� �ب��ره��ای ج� �م��ای��ش� ن� �ا ب� را آن �ب��اط ارت� و م��ی�پ��ردازی��م، �ی��م م��ی�ده� �ای��ش �م� ن� wap(A) ب��ا را آن ک��ه

و ap(A) �ن��ی �ع� ی� �ی؛ �ب� �ری� �ق� ت� �اوب �ن� �ت� م� �ای �ع��ک�ه� �اب� ت� و �ی��ف �ع� ض� �ی �ب� �ری� �ق� ت� �اوب �ن� �ت� م� �ای �ع��ک�ه� �اب� ت� �ن �ی� ب� �اط �ب� ارت� �ه ادام� در

روی را �ب��ی �ری� �ق� ت� �ن��اوب �ت� م� �ع��ک�ه��ای �اب� ت� ف��ض��ای �ه �ون� �م� ن� �ن��وان ع� �ه ب� و �م �ی� �ن� م��ی�ک� �ان �ی� ب� را آن م��وروث��ی �ژگ��ی�ه��ای وی� ب��رخ��ی

�اوب �ن� �ت� م� �ع �واب� ت� و wap(L۱(G)) �اط �ب� ارت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �م. ی� �ی�آور م� �ت دس� �ه ب� �اخ �ان� ب� �ای �ره� �ب� ج� از �ی �رخ� ب�

�ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ام �ج� �ران� س� �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� L۱(G) روی را �ی �وب� خ� �ج �ای� �ت� ن� wap(G) �ی �ن� �ع� ی� G؛ �روه گ� روی �ی��ف �ع� ض� �ی �ب� �ری� �ق� ت�

L∞(G) از �ر �ب� �رج� ∗C-زی� ی��ک wap(L۱(G)) و �ت اس� �ی �ای� �ه�ج� �اب� ج� �ن �م� �وی� ن� �ون ف� �اف ه� �ر �ب� ج� �ک ی� M(G)∗ �ه �ک� �ن� ای�

اس��ت. M(G)∗ = C۰(G)∗∗ از ∗C-زی��رج��ب��ر ی��ک wap(M(G)) ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه اس��ت،

.٨١R۵٠ ،۴٣A۶٠ ،۴٣A٢٠ ث��ان��وی��ه .۴۶L٨٩ ،۴٣A١٠ اول��ی��ه م��وض��وع��ی: رده�ب��ن��دی

�ون ف� �اف ه� �ر �ب� ج� �دازه، ان� �ر �ب� ج� �ی، �روه� گ� �ر �ب� ج� �اخ، �ان� ب� �ر �ب� ج� �ی، �ب� �ری� �ق� ت� �اوب �ن� �ت� م� �ای �ک�ه� �ع� �اب� ت� �دی: �ی� �ل� ک� �ات �م� �ل� ک�

ن��وی��م��ن.



١ ف��ص��ل

م��ق��دم��ه

ده��د. �م��ای��ش ن� را G روی ک��ران�دار و �ت��ه �ی��وس� پ� ت��واب��ع ف��ض��ای Cb(G) و م��وض��ع��ی ف��ش��رده�ی گ��روه ی��ک G �ی��م �ن� ک� ف��رض

ان��ت��ق��ال�ه��ای م��ج��م��وع��ه�ی ک��ه ط��وری ب��ه Cb(G) در اس��ت ت��اب��ع��ی G روی ض��ع��ی��ف ت��ق��ری��ب��ی م��ت��ن��اوب ت��اب��ع ی��ک از م��ن��ظ��ور

در {Lsf : f ∈ Cb(G), s ∈ G} �ار �ت� �س� ب� �ی �ن� �ع� ی� �د؛ �اش� ب� �ی �ب� �س� ن� �ف �ی� �ع� ض� �رده�ی �ش� ف� Cb(G) در آن �ت) �پ(راس� چ�

wap(G) �ا ب� را G روی �ف �ی� �ع� ض� �ی �ب� �ری� �ق� ت� �اوب �ن� �ت� م� �ع �واب� ت� �ه�ی �م� ه� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �د. �اش� ب� �ف �ی� �ع� ض� �رده�ی �ش� ف� Cb(G)

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش

ق��رار �ه �ع� �ال� م��ط� م��ورد [١٨] در �ی��ن �رل� اب� ت��وس��ط ١٩۴٩ س��ال در �ار ب� �ی��ن اول� ب��رای �ی��ف �ع� ض� �ب��ی �ری� �ق� ت� �ن��اوب �ت� م� �واب��ع ت�

م��ج��م��وع��ه�ی ک��ه Cb(G) در ت��واب��ع��ی ی��ع��ن��ی اس��ت؛ ت��ق��ری��ب��ی م��ت��ن��اوب ت��اب��ع ی��ک ت��ع��ری��ف ب��ا م��وازی م��ع��رف��ی ای��ن گ��رف��ت.

ض��م��ن در اس��ت ن��س��ب��ی ف��ش��رده�ی Cb(G) در آن چ��پ ان��ت��ق��ال�ه��ای

ap(G) ⊆ wap(G)

.

�ه ک� داد �ان �ش� ن� وی �د. �ی�ده� م� �ای��ش �م� ن� را G روی �ب��ی �ری� �ق� ت� �اوب �ن� �ت� م� �ع �واب� ت� �ه�ی �م� ه� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� ap(G) آن در �ه ک�

اس��ت. م��خ��ت��ل��ط م��زدوج ت��ح��ت و پ��ای��ا ان��ت��ق��ال ت��ح��ت و Cb(G) از ب��س��ت��ه خ��ط��ی زی��رف��ض��ای ی��ک wap(G) م��ج��م��وع��ه�ی

�ه ک� �رد ک� �اده �ف� �ت� اس� �ت �ی� �ع� واق� �ن ای� از �ن �ی� �رل� اب� �ت، اس� �ر �ب� ج� �ک ی� wap(G) �ای �ض� ف� �ه �ک� �ن� ای� �ات �ب� اث� �رای ب�

ب��اش��ن��د. ن��س��ب��ی ض��ع��ی��ف دن��ب��ال��ه�ای ف��ش��رده�ی ه��رگ��اه ه��س��ت��ن��د، ن��س��ب��ی ض��ع��ی��ف ف��ش��رده Cb(G) ک��ران��دار زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای

�ع �واب� ت� �ای �ض� ف� از �م �ی� �ق� �ت� �س� م� �وع �م� �ج� م� �ک ی� ،wap(G) �ای �ض� ف� �ه ک� داد �ان �ش� ن� �ن �ی� �رل� اب� ،١٩۵۶ �ال س� در �ا �ده� �ع� ب�

ی��ع��ن��ی اس��ت؛ w۰(G) = {f ∈ wap(G) : m | f |= ۰} ف��ض��ای و G روی ت��ق��ری��ب��ی م��ت��ن��اوب

wap(G) = ap(G)⊕ w۰(G).



م��ق��دم��ه .١ ٢ف��ص��ل

�ای �ض� ف� از �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و Cb(G) از �ی �ای� �ج� �اب� ج� و �دار �ک� ی� �ای �ره� �ب� �رج� -زی� C∗ ،wap(G) و ap(G) �ای �اه� �ض� ف�

ه��س��ت��ن��د. L∞(G)

ب��ن��اب��رای��ن و wap(G) ⊆ LUC(G) ک��ه داد ن��ش��ان [٣٣] در ١٩۶٩ س��ال در وان��گ

ap(G) ⊆ wap(G) ⊆ LUC(G) ⊆ Cb(G) ⊆ L∞(G).

ه��م��چ��ن��ی��ن و

C۰(G) ⊆ wap(G).

�ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �د. �اش� ب� �رده �ش� ف� G �ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و �ر گ� ا wap(G) = Cb(G) �ه ک� �رد ک� �ت �اب� ث� [۶] در ١٩٧٠ �ال س� در �ل �رک� ب�

آن��گ��اه ب��اش��د، م��وض��ع��ی ف��ش��رده�ی و غ��ی��رف��ش��رده آب��ل��ی گ��روه ی��ک G ه��رگ��اه داد ن��ش��ان وی

C۰(G) & w۰(G).

ب��اش��د. ف��ش��رده G گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا wap(G) = UC(G) ک��ه داد ن��ش��ان [٢٠] در ١٩٧٢ س��ال در گ��رن��ی��رر

G گ��ر ا ب��ن��اب��رای��ن ب��اش��د. ف��ش��رده G گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا C۰(G) ⊆ ap(G) ک��ه داد ن��ش��ان [٢] در ١٩٨٩ س��ال در ب��رگ��ون��د

آن��گ��اه ب��اش��د، ف��ش��رده

C۰(G) = ap(G) = wap(G) = UC(G) = Cb(G).

و f ∈ A∗ �رای ب� �د. �اش� ب� آن �ه�ی �ت� �س� ب� �ه�ی �ک� ی� �وی گ� ،BA و آن �ان دوگ� A∗ �اخ، �ان� ب� �ر �ب� ج� �ک ی� A �م �ی� �ن� ک� �رض ف�

ق��رار و م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف (f · a)(b) = f(ab) ص��ورت ب��ه b ∈ A ه��ر ب��رای را f · a ∈ A∗ خ��ط��ی ت��اب��ع��ک ،a ∈ A

م��ی�ده��ی��م

H(f) := {f · a : a ∈ BA},

،A∗ در H(f) �ت��ار ب��س� ه��رگ��اه �ی��م م��ی�ن��ام� �ی��ف) ض��ع� �ب��ی �ق��ری� ت� �ن��اوب �ت� (م� �ب��ی �ق��ری� ت� �ن��اوب �ت� م� A روی را f خ��ط��ی �اب��ع��ک ت�

م��ت��ن��اوب ت��واب��ع ف��ض��ای و ap(A) ب��ا را A روی ت��ق��ری��ب��ی م��ت��ن��اوب ت��واب��ع ف��ض��ای ب��اش��د. ض��ع��ی��ف) (ف��ش��رد�ه�ی ف��ش��رده

ه��س��ت��ن��د A∗ از ب��س��ت��ه زی��رف��ض��اه��ای wap(A) و ap(A) م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان wap(A) ب��ا را A روی ض��ع��ی��ف ت��ق��ری��ب��ی

و

ap(A) ⊆ wap(A).
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�وس��ط ت� ١٩٧٧ و ١٩٧۶ �ال س� در �اخ �ان� ب� �ای �ره� �ب� ج� �ای��ش �م� ن� و �ی��ف �ع� ض� �ب��ی �ری� �ق� ت� �اوب �ن� �ت� م� �ای �ع��ک�ه� �اب� ت� �ن �ی� ب� �اط �ب� ارت�

ن��ی��ز دی��گ��ری م��ت��ع��دد ک��اره��ای گ��رف��ت. ق��رار ب��ررس��ی م��ورد [٢٣] در ک��ای��س��ر ت��وس��ط ١٩٨١ س��ال در و ،[٣۴] در ی��ان��گ

در �ال �ث� م� �رای ب� �ت؛ اس� �ده ش� �ام �ج� ان� �اخ �ان� ب� �ای �ره� �ب� ج� روی �ی �ب� �ری� �ق� ت� �اوب �ن� �ت� م� �ای �ک�ه� �ع� �اب� ت� روی �ر �ی� اخ� �ای �ال�ه� س� در

�و لائ� �ط �وس� ت� ١٩٨٣ �ال س� در و [١۶] در �ن �ک� دان� �ط �وس� ت� ١٩٩٢ �ال س� در و [١٠] در �ز �ل� دی� �ط �وس� ت� ٢٠١٠ �ال س�

م��ی�ب��ی��ن��ی��م. را [٢۵] در

گ��روه��ی ج��ب��ر روی ض��ع��ی��ف ت��ق��ری��ب��ی م��ت��ن��اوب ت��اب��ع��ک�ه��ای م��ط��ال��ع��ه�ی ب��ه [١٢] در داوز ٢٠١٠ س��ال در ج��م��ل��ه از

اس��ت. M(G)∗ = C۰(G)
∗∗ از ∗C-زی��رج��ب��ر ی��ک wap(M(G)) ک��ه داد ن��ش��ان و پ��رداخ��ت. M(G) ان��دازه�ی

ض��ع��ی��ف ت��ق��ری��ب��ی م��ت��ن��اوب ت��اب��ع��ک�ه��ای م��ط��ال��ع��ه�ی و م��ع��رف��ی اس��ت، ف��ص��ل چ��ه��ار ش��ام��ل ک��ه پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن ه��دف

اس��ت. گ��روه��ی ج��ب��ره��ای روی آن ب��رد ک��ار و ب��ان��اخ ج��ب��ره��ای روی

در ک��ه دارد اخ��ت��ص��اص ح��ق��ی��ق��ی آن��ال��ی��ز و ت��اب��ع��ی آن��ال��ی��ز در ن��ت��ای��ج��ی و ت��ع��اری��ف از م��خ��ت��ص��ری ب��ی��ان ب��ه اول، ف��ص��ل

م��ی�گ��ی��رن��د. ق��رار اس��ت��ف��اده م��ورد ب��ع��د ف��ص��ل�ه��ای

م��ع��رف��ی را wap(A) ی��ع��ن��ی A؛ ب��ان��اخ ج��ب��ر روی ض��ع��ی��ف ت��ق��ری��ب��ی م��ت��ن��اوب ت��اب��ع��ک�ه��ای ف��ض��ای دوم، ف��ص��ل در

ش��رای��ط��ی ب��وی��ژه �ی��م. �ن� م��ی�ک� ب��ررس��ی را ب��ان��اخ �ب��ره��ای ج� روی ن��م��ای��ش و wap(A) ب��ی��ن راب��ط��ه�ی و �ی��م �ن� م��ی�ک� م��ط��ال��ع��ه و

ب��ررس��ی م��ورد را ap(A) م��وروث��ی وی��ژگ��ی�ه��ای ب��رخ��ی و wap(A) = ap(A) ش��رای��ط آن ت��ح��ت ک��ه م��ی�ده��ی��م ارائ��ه را

�ی��ف �ع� ض� �ی �ب� �ری� �ق� ت� �اوب �ن� �ت� م� �ای �ع��ک�ه� �اب� ت� �ای �ض� ف� و �ی �ب� �ری� �ق� ت� �اوب �ن� �ت� م� �ای �ع��ک�ه� �اب� ت� �ای �ض� ف� �ه ادام� در �م. �ی� �ی�ده� م� �رار ق�

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان ن��م��ون��ه ع��ن��وان ب��ه را ب��ان��اخ ج��ب��ره��ای از ب��رخ��ی روی

و م��ی�ک��ن��ی��م م��ع��رف��ی را wap(G) ی��ع��ن��ی G؛ گ��روه روی ض��ع��ی��ف ت��ق��ری��ب��ی م��ت��ن��اوب ت��واب��ع ف��ض��ای س��وم، ف��ص��ل در

�ه ب� L۱(G) روی را �ج��ی �ای� �ت� ن� �ه، �ی� ق��ض� ای��ن از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ه ادام� در .wap(L۱(G)) = wap(G) �ه ک� �م �ی� م��ی�ده� �ان �ش� ن�

ی��م. م��ی�آور دس��ت

ی��ک M(G)∗ ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان و م��ی�ک��ن��ی��م م��ع��رف��ی را ج��اب��ه�ج��ای��ی ن��وی��م��ن ف��ون ه��اف ج��ب��ره��ای چ��ه��ارم، ف��ص��ل در

از �ب��ر ∗C-زی��رج� ی��ک wap(L۱(G)) ک��ه �ی��ه ق��ض� ای��ن ب��ه ت��وج��ه ب��ا ادام��ه در اس��ت. ج��اب��ه�ج��ای��ی ن��وی��م��ن ف��ون ه��اف �ب��ر ج�

اس��ت. M(G)∗ = C۰(G)∗∗ از ∗C-زی��رج��ب��ر ی��ک wap(M(G)) ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه اس��ت، L∞(G)



٢ ف��ص��ل

پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا

ک��ل��ی م��ف��اه��ی��م ١.٢

م��ورد ب��ع��د ف��ص��ل�ه��ای در ک��ه را ح��ق��ی��ق��ی آن��ال��ی��ز و ت��اب��ع��ی آن��ال��ی��ز از ن��ت��ای��ج��ی و ت��ع��اری��ف م��خ��ت��ص��ر ط��ور ب��ه ف��ص��ل، ای��ن در

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان م��ی�گ��ی��رن��د، ق��رار اس��ت��ف��اده

م��وض��ع��ی م��ح��دب را X روی τ ه��اس��دورف ت��وپ��ول��وژی ب��اش��د. ب��رداری ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��م ف��رض ١.١.٢ ت��ع��ری��ف
�ن ای� �ا ب� �راه �م� ه� را X �رداری ب� �ای �ض� ف� �د. �اش� ب� �ه �ت� داش� �ر �ف� ص� در �دب �ح� م� �ای �ی�ه� �گ� �ای� �س� �م� ه� از �ه �ای� پ� �ک ی� �ر گ� ا �م، �ی� �وی� گ�

و X �ه ب� X ×X از (x, y) 7→ x + y �ای �ت�ه� �اش� �گ� ن� �ر گ� ا �م، �ی� �ام� �ی�ن� م� �ی �ع� �وض� م� �دب �ح� م� �ای �ض� ف� �ک ی� �وژی �ول� �وپ� ت�

ت��م��ام از م��ت��ش��ک��ل X دوگ��ان ح��ال��ت ای��ن در ب��اش��ن��د. پ��ی��وس��ت��ه ت��وپ��ول��وژی ای��ن ت��ح��ت X ب��ه C×X از (α, x) 7→ αx

را x ∈ X در f ∈ X∗ ت��اب��ع��ک م��ق��دار ع��لاوه ب��ه �ی��م. م��ی�ده� ن��م��ای��ش X∗ ب��ا را X روی �ت��ه �ی��وس� پ� خ��ط��ی ت��اب��ع��ک�ه��ای

� م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان ⟨f, x⟩ ی��ا f(x) ب��ا

را X �ن��د �ان� م� ب��رداری ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای ی��ک از C �م��وع��ه�ی �ر�م��ج� زی� ک��ه، �ی��م �ن� م��ی�ک� ی��ادآوری �ر زی� �ع��ری��ف ت� از �ب��ل ق�

ب��اش��ی��م داش��ت��ه | α |≤ ۱ ب��ا α ∈ C ه��ر ب��رای ه��رگ��اه گ��وی��ی��م، م��ت��ع��ادل

αC ⊆ C.

ب��ت��وان x ∈ X ه��ر ب��رای ه��رگ��اه گ��وی��ی��م، ج��اذب را X م��ان��ن��د م��وض��ع��ی م��ح��دب ف��ض��ای ی��ک از C زی��ر�م��ج��م��وع��ه�ی

�ک��ه �ط��وری ب��ه ن��م��ود پ��ی��دا را t = tx اس��ک��ال��ر

x ∈ tC.
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�م، �ی� �وی� گ� �رم �م�ن� �ی� ن� ی��ک را P : X −→ [۰,+∞] �اب��ع ت� �د. �اش� ب� �رداری ب� �ای �ض� ف� ی��ک X �م �ی� �ن� ک� ف��رض ٢.١.٢ ت��ع��ری��ف
ه��رگ��اه

P (x+ y) ≤ P (x) + P (y) (x, y ∈ X)(ال��ف)

P (αx) =| α | P (x) (α ∈ C, x ∈ X)(ب)

زی��ر ص��ورت ب��ه را م��ی��ن��ک��وس��ک��ی ت��اب��ع��ک آن��گ��اه ب��اش��د، ج��اذب و م��ح��دب A ⊆ X و ب��رداری ف��ض��ای ی��ک X گ��ر ا ح��ال

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف

PA : X −→ [۰,+∞]

PA(x) = inf{t > ۰ : x ∈ tA}

ب��اش��د. داش��ت��ه وج��ود ف��وق ای��ن��ف��ی��م��م ش��ود م��ی ب��اع��ث A ب��ودن ج��اذب ش��رط

�رم �م�ن� �ی� ن� PA �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �ادل �ع� �ت� م� و �اذب ج� �دب، �ح� م� A ⊆ X و �رداری ب� �ای �ض� ف� �ک ی� X �ر گ� ا

اس��ت.

ب��رای ه��رگ��اه گ��وی��ی��م ج��داس��از را X م��ان��ن��د ب��رداری ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای ی��ک روی ن��ی��م�ن��رم�ه��ا از P خ��ان��واده�ی ی��ک

.p(x) ̸= p(y) ک��ه گ��ون��ه�ای ب��ه ب��ی��اب��ی��م p ∈ P ب��ت��وان��ی��م x ̸= y ب��ا x, y ∈ X ه��ر

�ک��ه �ط��وری ب��ه ب��اش��د X ب��رای م��وض��ع��ی م��ح��دب پ��ای��ه�ی ی��ک B و م��وض��ع��ی م��ح��دب ب��رداری ف��ض��ای ی��ک X ه��رگ��اه

ص��ورت ای��ن در م��ی�ک��ن��ی��م. ن��ظ��ی��ر را Pv ت��اب��ع��ک v ∈ B ه��ر ب��ه آن��گ��اه �ب��اش��ن��د، ن��ی��ز م��ت��ع��ادل آن اع��ض��ای ه��م��گ��ی

v = {x ∈ X : Pv(x) < ۱} داری��م v ∈ B ه��ر ب��رای (ال��ف)

اس��ت. X روی پ��ی��وس��ت��ه ن��ی��م�ن��رم�ه��ای از ج��دا�س��از خ��ان��واده�ی ی��ک {Pv : v ∈ B} خ��ان��واده�ی (ب)

n ∈ N ه��ر و P ∈ P ه��ر ب��رای ب��اش��د، X ب��رداری ف��ض��ای روی �ی��م�ن��رم�ه��ا ن� از ج��دا�س��از خ��ان��واده�ی ی��ک P گ��ر ا ح��ال

م��ج��م��وع��ه�ی

v(P, n) = {x ∈ X : P (x) <
۱
n
}

م��ی�ده��ی��م، ق��رار و گ��رف��ت��ه، ن��ظ��ر در را

B = {C اس��ت: ,v(Pه��ا n)از م��ت��ن��اه��ی اش��ت��راک {Cه��ا

ای��ن �ای اع��ض� �د. �ی�ده� م� �ی��ل �ک� �ش� ت� X روی τ �ول��وژی �وپ� ت� ی��ک �رای ب� �ی �ع� م��وض� �ح��دب م� �ه�ی �ای� پ� ی��ک B ص��ورت ای��ن در

م��ی�ش��ود. ت��ب��دی��ل م��وض��ع��ی م��ح��دب ف��ض��ای ی��ک ب��ه X ت��وپ��ول��وژی، ای��ن ب��ا و ه��س��ت��ن��د، م��ت��ع��ادل پ��ای��ه

P ای��ن ب��ا و P = {Pv : v ∈ B۱} ده��ی��م ق��رار ک��ن��ی��م، ش��روع B۱ پ��ای��ه�ی ب��ا م��وض��ع��ی م��ح��دب ف��ض��ای ی��ک ب��ا گ��ر ا ح��ال
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� .B = B۱ آن��گ��اه ب��س��ازی��م، را B پ��ای��ه�ی

ب��اش��د. ن��رم�دار خ��ط��ی ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��م ف��رض ٣.١.٢ ت��ع��ری��ف
f ∈ X∗ ه��ر آن ت��ح��ت ک��ه اس��ت X روی ت��وپ��ول��وژی ک��وچ��ک��ت��ری��ن ،X روی ض��ع��ی��ف ت��وپ��ول��وژی از م��ن��ظ��ور (ال��ف)

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش ω ی��ا σ(X,X∗) ب��ا را م��وض��ع��ی م��ح��دب ت��وپ��ول��وژی ای��ن اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه

f ∈ X∗ �ر ه� �رای ب� آن در �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ری��ف �ع� ت� x 7−→ x̂ �ه�ی �ط� �اب� ض� �ا ب� را KX : X −→ X∗∗ �اش��ت �گ� ن� (ب)

KX �ه ک� �ت��ی �ال� ح� در ه��س��ت. �ز �ی� ن� �ی��ک �ه �ب� ی��ک �ذا ل� �اس��ت. �پ� �ول� ط� و �ط��ی خ� KX �ه ک� �م �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� .x̂(f) = f(x) �م داری�

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش x ب��ا س��اده ط��ور ب��ه را x̂ م��ع��م��ولا م��ی�ن��ام��ی��م. ب��ازت��اب��ی را X ب��اش��د، پ��وش��ا

KX(X) خ��ان��واده�ی ک��ه اس��ت X∗ روی ت��وپ��ول��وژی ک��وچ��ک��ت��ری��ن ،X∗ روی ض��ع��ی��ف* ت��وپ��ول��وژی از م��ن��ظ��ور (ج)

� م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش ω∗ ی��ا σ(X∗, X) ب��ا را م��وض��ع��ی م��ح��دب ت��وپ��ول��وژی ای��ن م��ی�س��ازد. پ��ی��وس��ت��ه را

�ای �رف��ض� زی� ی��ک N و E �رف��ض��ای زی� ی��ک M �م �ی� �ن� ک� ف��رض �ی��ن �ن� �چ� �م� ه� �د. �اش� ب� �اخ �ان� ب� �ای ف��ض� ی��ک E �م �ی� �ن� ک� ف��رض

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه را ⊥N و M⊥ ب��اش��د. E∗

M⊥ := {λ ∈ E∗ : ⟨λ, x⟩ = ۰, ه��ر xب��رای ∈M},
⊥N := {x ∈ E : ⟨x, λ⟩ = ۰, ه��ر λب��رای ∈ N}.

ه��س��ت��ن��د. E و E∗ از زی��رف��ض��اه��ای��ی ت��رت��ی��ب ب��ه ⊥N و M⊥ ک��ه اس��ت واض��ح

در �ن��د. ب��اش� E∗ زی��رف��ض��ای ی��ک N و E زی��رف��ض��ای ی��ک M و �ان��اخ ب� ف��ض��ای ی��ک E �ی��م �ن� ک� ف��رض ۴.١.٢ گ��زاره
ه��س��ت��ن��د. ب��رق��رار زی��ر گ��زاره�ه��ای ص��ورت ای��ن

.⊥(M⊥) =M
∥·∥ (ال��ف)

.(⊥N)⊥ = N
w∗

(ب)

■ ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٢٨] م��رج��ع ب��ه . ب��ره��ان

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. آن از ب��س��ت��ه�ای و خ��ط��ی زی��رف��ض��ای M و ن��رم�دار ف��ض��ای ی��ک E ک��ن��ی��م ف��رض ۵.١.٢ گ��زاره
�ی �ت� �خ� �ری� �ک� ی� �ک ی� ،λ ∈ E∗ �رای ب� ρ(λ +M⊥) = λ |M �ورت ص� �ه ب� �ده ش� �ف �ری� �ع� ت� ρ :

E∗

M⊥ −→ M∗ �ت �اش� �گ� ن�

اس��ت. ط��ول��پ��ا

■ ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٨] از ٨٩ ص��ف��ح��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

ف��رض ه��م��چ��ن��ی��ن ب��اش��د. آن از ب��س��ت��ه�ای و خ��ط��ی زی��رف��ض��ای M و ن��رم�دار ف��ض��ای ی��ک E ک��ن��ی��م ف��رض ۶.١.٢ گ��زاره
�ی �ت� �خ� �ری� �ک� ی� �ک ی� ρ(λ) = λ ◦ q �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �ی �ت� �م� �س� �ارج�ق� خ� �ارف �ع� �ت� م� �ت �اش� �گ� ن� q : E −→ E

M
�م �ی� �ن� ک�



پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا .٢ ٧ف��ص��ل

اس��ت. M⊥ ب��ه ( E
M

)∗ از ط��ول��پ��ا

■ ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٨] از ٨٩ ص��ف��ح��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

ن��م��ای��ش B(E,F ) ب��ا را F ن��رم�دار ف��ض��ای ب��ه E ن��رم�دار ف��ض��ای از ک��ران�دار و خ��ط��ی ت��واب��ع م��ج��م��وع��ه�ی ادام��ه در

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان B(E) ب��ا خ��لاص��ه ط��ور ب��ه را B(E,E) آن��گ��اه ،E = F گ��ر ا م��ی�ده��ی��م.

ب��ه م��ن��ح��ص��ر خ��ط��ی ت��ب��دی��ل ی��ک T ∈ B(E,F ) ه��ر ب��ه آن��گ��اه ب��اش��ن��د، ن��رم�دار ف��ض��ای دو F و E گ��ر ا ٧.١.٢ ت��ع��ری��ف
.⟨y∗, Tx⟩ = ⟨T ∗y∗, x⟩ ،y∗ ∈ F ∗ ه��ر و x ∈ E ه��ر ب��رای �ک��ه �ط��وری ب��ه م��ی�ش��ود �ی��ر ن��ظ� T ∗ ∈ B(F ∗, E∗) ف��رد

� م��ی�ن��ام��ی��م. T ع��م��ل��گ��ر ال��ح��اق را وی��ژگ��ی ای��ن ب��ا T ∗ ع��م��ل��گ��ر

�ر زی� �ای �زاره�ه� گ� �ورت ص� ای��ن در .T ∈ B(E,F ) و �ن��د �اش� ب� �اخ �ان� ب� �ای ف��ض� دو F و E �م �ی� �ن� ک� ف��رض ٨.١.٢ گ��زاره
ه��س��ت��ن��د. ب��ر�ق��رار

.(αT + U)∗ = αT ∗ + U∗ ی��م دار α ∈ C و U ∈ B(E,F ) ه��ر ب��رای (ال��ف)

.T ∗∗|X = T (ب)

.∥ T ∗ ∥=∥ T ∥ (ج)

.(S ◦ T )∗ = T ∗ ◦ S∗ ی��م دار S ∈ B(F,H) ه��ر و H ب��ان��اخ ف��ض��ای ه��ر ب��رای (د)

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه T ∗ : (F ∗, σ(F ∗, F )) −→ (E∗, σ(E∗, E)) ن��گ��اش��ت (ه)

■ ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٨] از ۴.١.۴ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

ه��س��ت��ن��د. ه��م�ارز زی��ر ش��رای��ط آن��گ��اه .T ∈ B(E,F ) و ب��اش��ن��د ب��ان��اخ ف��ض��اه��ای F و E ک��ن��ی��م ف��رض ٩.١.٢ ق��ض��ی��ه
اس��ت. ض��ع��ی��ف ف��ش��رده�ی ،T ع��م��ل��گ��ر (ال��ف)

اس��ت. ض��ع��ی��ف ف��ش��رده�ی ،T ∗ ع��م��ل��گ��ر (ب)

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه T ∗ : (F ∗, σ(F ∗, F )) −→ (E∗, σ(E∗, E∗∗)) ع��م��ل��گ��ر (ج)

■ ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٩] در A.٣.۵۶ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

E �ی �ط� خ� �ای �ض� �ر�ف� زی� �ک ی� F و �رم�دار ن� �رداری ب� �ای �ض� ف� �ک ی� E �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �اخ). �ان� �ان-ب� (ه� ١٠.١.٢ گ��زاره
.∥ λ ∥=∥ µ ∥ و µ = λ |F ک��ه دارد وج��ود λ ∈ E∗ ص��ورت ای��ن در .µ ∈ F ∗ و ب��اش��د

■ ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٢٨] از ١۶.۵ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان
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م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش BE ب��ا را E ن��رم�دار ف��ض��ای ب��س��ت��ه�ی ی��ک��ه�ی گ��وی زی��ر، ل��م در

�ال �گ� چ� ،BE∗∗ در BE �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �رم�دار ن� �ای �ض� ف� �ک ی� E �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ن). �ای� �ت� �دش� �ل� (گ� ١١.١.٢ ل��م
اس��ت. * ض��ع��ی��ف

■ ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [۵] از ١۶.٢ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

F و E ب��ان��اخ ف��ض��اه��ای از ب��از ی��ک��ه�ی گ��وی�ه��ای BF و BE ک��ن��ی��م ف��رض ب��از). ن��گ��اش��ت (ق��ض��ی��ه�ی ١٢.١.٢ گ��زاره
ک��ه ط��وری ب��ه دارد وج��ود δ > ۰ ی��ک ،F روی ب��ه E از Λ ک��ران�دار خ��ط��ی ت��ب��دی��ل ه��ر ب��رای ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د.

Λ(BE) ⊃ δBF .

■ ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٢٧] از ۵.٩ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

co(A) �ا ب� �ه ک� ،A �ح��دب م� پ��وش �د. �اش� ب� �ی �ه� �ات� ن� A ⊆ E و �ط��ی خ� �ای �ض� ف� ی��ک E �م �ی� �ن� ک� ف��رض ١٣.١.٢ ت��ع��ری��ف
ش��ود م��ی ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی�ش��ود، داده ن��م��ای��ش

co(A) =
{

n∑
i=۱

tixi : n ≥ ۱,
n∑
i=۱

ti = ۱, ti ≥ ۰, xi ∈ A

}
.

�

ای��ن در ب��اش��د. Z ب��ه X × Y از ن��گ��اش��ت ی��ک B و ب��رداری ف��ض��اه��ای Z ،Y ،X ک��ن��ی��م ف��رض ١۴.١.٢ ت��ع��ری��ف
ن��گ��اش��ت�ه��ای y ∈ Y و x ∈ X ه��ر ب��ه ص��ورت

Bx : Y −→ Z, By : X −→ Z

م��ی�ش��ون��د ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��س��ب��ت را

Bx(y) = B(x, y) = By(x).

ب��اش��د. خ��ط��ی By ه��ر و Bx ه��ر ه��رگ��اه اس��ت دوخ��ط��ی B ن��گ��اش��ت

B آن��گ��اه ب��اش��د، �ت��ه پ��ی��وس� By ه��ر و Bx ه��ر ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��ن��د ب��رداری ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��اه��ای Z ،Y ،X گ��ر ا

� اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه م��ن��ف��ک آن��گ��اه ب��اش��د، پ��ی��وس��ت��ه B گ��ر ا ک��ه اس��ت واض��ح م��ی�ن��ام��ی��م. پ��ی��وس��ت��ه م��ن��ف��ک را
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ب��اش��ن��د. ن��رم�دار خ��ط��ی ف��ض��ای دو F و E ک��ن��ی��م ف��رض ١۵.١.٢ ت��ع��ری��ف
را B �ت. اس� B : E × F −→ C �ی �ط� دو�خ� �ت �اش� �گ� ن� E × F روی �ی �ط� دو�خ� �رم ف� �ک ی� از �ور �ظ� �ن� م� �ف) (ال�

�ک��ه �ط��وری ب��ه ب��اش��د م��وج��ود M ≥ ۰ ع��دد ه��رگ��اه م��ی�ن��ام��ی��م ک��ران�دار

| B(x, y) |≤M ∥ x ∥∥ y ∥ (x ∈ E, y ∈ F ).

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش BL(E,F ) ب��ا را E × F روی ک��ران�دار دو�خ��ط��ی ف��رم�ه��ای ه��م��ه�ی گ��ردای��ه�ی

�ا ب� BL(E∗, F ∗) از �وی �ض� ع� �وان �ن� ع� �ه ب� را y و x �وری �س� �ان� ت� �رب �ض� �ل� �اص� ح� ،y ∈ F و x ∈ E �ر ه� �رای ب� (ب)

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه و م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش x⊗ y

(x⊗ y)(λ, µ) = λ(x)µ(y) (λ ∈ E∗, µ ∈ F ∗).

را BL(E∗, F ∗) در {x ⊗ y : x ∈ E, y ∈ F} �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ط �وس� ت� �ده ش� �د �ی� �ول� ت� �ی �ط� خ� �ای �ض� ف� (ج)

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش E ⊗ F ب��ا را آن و م��ی�ن��ام��ی��م F و E ج��ب��ری ت��ان��س��وری ح��اص��ل��ض��رب

ص��ورت ب��ه z ∈ E ⊗ F ه��ر ب��رای و م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش ∥ · ∥π ب��ا را E ⊗ F روی ت��ص��وی��ری ت��ان��س��وری ن��رم (د)

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف زی��ر

∥ z ∥π= inf

{
n∑
i=۱

∥ xi ∥∥ yi ∥: z =
n∑
i=۱

xi ⊗ yi, xi ∈ E, yi ∈ F, n ≥ ۱
}
.

ی��م دار y ∈ E و x ∈ F ه��ر ب��رای واق��ع، در اس��ت. E ⊗ F روی ض��رب��ی ن��رم ی��ک ∥ · ∥π ص��ورت ای��ن در

∥ x⊗ y ∥π=∥ x ∥∥ y ∥ .

�ا ب� را آن �ه ک� اس��ت (E ⊗ F, ∥ · ∥π) �ده�ی ش� �ل �ام� ک� ،F و E �وی��ری �ص� ت� �وری �س� �ان� ت� �رب �ض� �ل� �اص� ح� از �ور �ظ� �ن� م� (ه)

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش E⊗̂F

u =
∑n

i=۱ xi ⊗ yi گ��ر ا م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در B(E∗, F ) از زی��رف��ض��ای��ی ع��ن��وان ب��ه را E ⊗ F خ��ط��ی ف��ض��ای (و)

م��ی�ک��ن��د ال��ق��اء را زی��ر م��ت��ن��اه��ی ب��ع��د ب��ا ع��م��ل��گ��ر آن��گ��اه ب��اش��د،

E∗ −→ F, µ 7−→
n∑
i=۱

⟨µ, xi⟩yi.

�ی �ق� ی� �زر ت� �وری �س� �ان� ت� �رم ن� را �رم ن� �ن ای� �رد. �ی�ب� م� ارث �ه ب� BL(E∗, F ∗) از �ی �ع� �ی� �ب� ط� �رم ن� �ک ی� E ⊗ F �ی �ط� خ� �ای �ض� ف�



پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا .٢ ١٠ف��ص��ل

داری��م u =
∑n

i=۱ xi ⊗ yi ه��رگ��اه م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش ∥ · ∥ε ب��ا و ن��ام��ی��ده

∥ u ∥ε= sup

{
|

n∑
i=۱

λ(xi)µ(yi) |: λ ∈ E∗, ∥ λ ∥≤ ۱, µ ∈ F ∗, ∥ µ ∥≤ ۱
}
.

داری��م ب��وی��ژه

∥ x⊗ y ∥ε=∥ x ∥∥ y ∥ .

�ا ب� را آن �ه ک� �ت اس� (E ⊗ F, ∥ · ∥ε) �د���ه�ی ش� �ل �ام� ک� F و E �ی �ق� ی� �زر ت� �وری �س� �ان� ت� �رب �ض� �ل� �اص� ح� از �ور �ظ� �ن� م� (ی)

� م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش E⊗̌F

�ی �ط� دو�خ� �ت �اش� �گ� ن� �ک ی� �رای ب� �اه �گ� آن� �د، �ن� �اش� ب� �رم�دار ن� �ی �ط� خ� �ای �اه� �ض� ف� H و F ،E �ر گ� ا ١۶.١.٢ ق��ض��ی��ه
�ک��ه �ط��وری ب��ه دارد وج��ود Ψ : E ⊗ F −→ H ی��ک��ت��ای خ��ط��ی ن��گ��اش��ت ی��ک Φ : E × F −→ H

Ψ(x⊗ y) = Φ(x, y) (x ∈ E, y ∈ F ).

■ ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٣] از ۶ ف��ص��ل ۶ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

اس��ت. ط��ول��پ��ا خ��ط��ی ی��ک��ری��خ��ت��ی ی��ک BL(E,F ) روی ب��ه (E⊗̂F )∗ از Υ 7−→ ΦΥ ن��گ��اش��ت ١٧.١.٢ ق��ض��ی��ه

�ط��وری ب��ه دارد وج��ود ΦΥ ∈ BL(E,F ) ی��ک Υ ای��ن ب��رای ب��وض��وح . Υ ∈ (E⊗̂F )∗ ک��ن��ی��م ف��رض اب��ت��دا . ب��ره��ان
�ک��ه

∥ ΦΥ ∥≤∥ Υ ∥,

�ه ب� دارد �ود وج� E ⊗ F روی Υ �ای �ت� �ک� ی� �ی �ط� خ� �ک �ع� �اب� ت� �ک ی� �ل �ب� ق� �ه�ی �ی� �ض� ق� �ق �ب� ط� ، Φ ∈ BL(E,F ) �ر گ� ا �ال ح�

�ک��ه �ط��وری

Υ(x⊗ y) = Φ(x, y) (x ∈ E, y ∈ F ),

ص��ورت ای��ن در

| Υ(
∑
i

xi ⊗ yi) |=|
∑
i

Φ(xi, yi) |≤∥ Φ ∥
∑
i

∥ xi ∥∥ yi ∥,



پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا .٢ ١١ف��ص��ل

داری��م u ∈ E ⊗ F ب��رای ب��ن��اب��رای��ن و

| Υ(u) |≤∥ Φ ∥∥ u ∥π,

ی��ع��ن��ی دارد؛ Υ̃م��ان��ن��د (E⊗̂F )∗ از ع��ض��و ی��ک ب��ه ی��ک��ت��ا گ��س��ت��رش ی��ک Υ پ��س

∥ Υ̃ ∥≤∥ Φ ∥

■ م��ی�ش��ود. ک��ام��ل اث��ب��ات و Φ = ΦΥ̃ و

ک��ه Φ 7−→ TΦ ن��گ��اش��ت ب��وض��وح ١٨.١.٢ ن��ت��ی��ج��ه

(TΦ(x))(y) = Φ(x, y) (x ∈ E, y ∈ F )

ل��ذا و اس��ت، B(E,F ∗) روی ب��ه BL(E,F ) از ط��ول��پ��ا ی��ک��ری��خ��ت��ی ی��ک

(E⊗̂F )∗ ∼= B(E,F ∗).

.(E⊗̂F )∗ ∼= B(F,E∗) ک��ه م��ی�ش��ود اث��ب��ات م��ش��اب��ه ط��ری��ق ب��ه ض��م��ن در

�ط��وری �ه ب� �د �اش� ب� �ود م��وج� D روی ≥ �ن��د �ان� م� �ه�ای �ط� راب� �ر گ� ا �م �ی� �ام� م��ی�ن� �ه��ت�دار ج� را D �م��وع��ه�ی م��ج� ١٩.١.٢ ت��ع��ری��ف
،(D,≥) �ک��ه

.α ≥ γ آن��گ��اه ،β ≥ γ و α ≥ β گ��ر ا ی��ع��ن��ی ب��اش��د؛ م��ت��ع��دی (ال��ف)

.γ ≥ β و γ ≥ α ک��ه ب��اش��د م��وج��ود γ ∈ D ،α, β ∈ D ه��ر ب��رای ی��ع��ن��ی ب��اش��د؛ ارش��م��ی��دس��ی (ب)

�ه��ت�دار ج� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� ی��ک D آن در ک��ه f : D −→ X �ن��د �ان� م� اس��ت �ع��ی �اب� ت� X �م��وع��ه�ی �ج� م� در ت��ور ی��ک از �ور �ظ� �ن� م�

�ا ب� �اده س� ط��ور ب��ه �ا ی� (xα)α∈D �ا ب� را f : D −→ X ت��ور ،α ∈ D ه��ر ب��رای xα = f(α) ف��رض �ا ب� ولا� �م� �ع� م� اس��ت.

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش (xα)

م��ان��ن��د ت��اب��ع��ی گ��ر ا اس��ت (xα)α∈D زی��ر�ت��ور ی��ک (yβ)β∈E ت��ور ب��اش��ن��د. ج��ه��ت�دار م��ج��م��وع��ه�ی دو E و D ک��ن��ی��م ف��رض

ک��ه ب��اش��د م��وج��ود g : E −→ D

.yβ = xg(β) ب��اش��ی��م داش��ت��ه β ∈ E ه��ر ب��رای (ال��ف)

�ی��م ب��اش� �ه �ت� داش� γ ≥ β ش��رط ب��ا γ ∈ E ه��ر ب��رای �ه �ک� �ط��وری �ه ب� ب��اش��د م��وج��ود β ∈ E ،α ∈ D ه��ر ب��رای (ب)

.g(γ) ≥ α

�گ��ی �ای� �م��س� ه� �ر ه� ازای �ه ب� �ر گ� ا اس��ت �را �گ� �م� ه� x۰ �ه ب� X در (xα) ت��ور �د. �اش� ب� �وژی��ک �ول� �وپ� ت� ف��ض��ای ی��ک X �ی��م �ن� ک� ف��رض


