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به ارشد ͳکارشناس درجه شرایط از ͳ΋ی عنوان به نامه پایان این
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کرمان باهنر شهید دانشΎاه

شود. ͳنم شناخته مزبور دوره تحصیل از فراغت عنوان به ͳمدرک هیچΎونه و شده تسلیم

امضاء: پاکزاد حجار ساناز دانشجو:

امضاء: ͳول ͳدکترمحمدعل راهنما: استاد

امضاء: ͳمولای محمدرضا دکتر مشاور: استاد

امضاء: ͳابراهیم محمد دکتر : اول داور

امضاء: واعظ�ͳزاده طیبه دکتر داوردوم:
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است. کرمان باهنر شهید دانشΎاه به مخصوص و محفوظ چاپ حق

ج



به تقدیم

مادرم: تو به تقدیم

.ͳدنیای واژه�های ͳتمام در عشق ͳمعن که

پدرم: تو به تقدیم

.ͳزمان سار سایه در توانستن و خواستن بودن، ͳمعن که

بهار به امروز، به تا که ͳدوستان و عزیزان ͳتمام به تقدیم و

اند. جاودانه قلبم ودر بخشیدند وسعت ام ͳزندگ

د



ͳقدردان و تش΋ر

داشته او به امیدی که آنΎاه و کند ͳم عطا بخواهیم، چیزی او از هرگاه که را خدای سپاس

رساند. ͳم امیدمان به ایم

وجود به ما در را اعتماد این وترغیبشان تشویق که ͳهای ͳوهمدل ͳهمراه ها، بودن از سپاس

نویسیم. ͳم یادشان به پس بنویسیم، توانیم ͳم که آورد

بزرگوارم استاد از م�ͳدهند، امید من به مهربان�ͳهایشان با همواره که مهربانم مادر و پدر از

ͳمعرف ریاضیات از فراتر ͳدنیای با مرا دلسوزانه راهنمای�ͳهای با که ͳول دکتر آقای چناب

بر را پایان�نامه این مشاوره�ی زحمت که ͳمولای دکتر آقای جناب گران�قدرم استاد از کردند،

دارم. را تش΋ر کمال داشتند، عهده

این داوری زحمت که زاده ͳواعظ خانم سرکار و ͳابراهیم دکتر آقای جناب از همچنین

م�ͳکنم. تش΋ر فرمودند قبول را پایان�نامه

ه



مقدمه

است شده گرفته تغییر ͳمعن به tropien و درون ͳمعن به endone واژه��ی دو از ͳآنتروپ

برای ͳمفهوم عنوان به که شد مطرح ͳآلمان دان فیزک ١ کلاوزیوس توسط بار اولین و

آنچه رفت، کار به م�ͳشوند تبدیل فایده� ͳب گرمای به که ͳانرژی�های برای مخصوصا انرژی�ها،

٣ گیبس و ͳاسترالیای دان Έفیزی ٢ بولتمن م�ͳنامیم. Έترمودینامی دوم قانون امروزه که

نظریه در را ͳآنتروپ ۴ شانون کردند. آماری م΋انی�Έهای وارد را ͳآنتروپ ͳای΋امری دانشمند

۵ کلموگراف بار اولین گرفت. نظر در اطلاعات اندازه عنوان به و کرد مطرح اطلاعات

امروزه که شد کامل ۶ ͳسینای توسط نظریه این و کرد ͳ΋دینامی سیستم�های وارد را ͳآنتروپ

م�ͳشناسیم. ͳکلموگراف-سینای ͳآنتروپ عنوان به آن�را

به م�ͳگیرند. نظر در قطعیت عدم و ͳنظم�ͳب آشوب، چون ͳمعان با معمولا را ͳآنتروپ

زمان واحد در ͳتصادف سیستم یا فرآیند به مربوط قطعیت عدم میانΎین را ͳآنتروپ ͳکل طور

کاربرد و... اطلاعات نظریه و ͳشیم،Έفیزی جمله از مختلف علوم در و م�ͳگیرند نظر در

١Clausius

٢Boltmann

٣Gibbs

۴Shannon

۵Kolmogorov

۶Sinai

و



دارد.

که است ͳتصادف متغیر اطلاعات اندازه عنوان به را ͳآنتروپ اطلاعات، نظریه در مثلا

کمتر ͳتصادف رویداد مشاهده�ی شانس چه هر م�ͳگیرند. نظر در باشد، داشته م�ͳرود انتظار

Έی وقوع احتمال چه هر و م�ͳآوریم دست به آن دادن روی از را بیشتری اطلاعات ما باشد

آن دادن روی از زیرا م�ͳکنیم کسب آن وقوع از را کمتری اطلاعات ما باشد، بیشتر رویداد

کنیم. ͳنم تعجب

همچنین و ͳتصادف فرآیندهای ͳ΋وتولوژی متری ͳآنتروپ ͳبررس ما هدف نامه پایان این در

است.به ی΋دیΎر با آن�ها ارتباط و ͳتصادف فرآیندهای ͳ΋توپولوژی و متری ͳشتΎجای ͳآنتروپ

ͳآنتروپ مفهوم بیان به اول فصل در که است شده تنظیم فصل چهار در پایان�نامه این منظور این

م�ͳباشند، بعدی فصل�های نیاز مورد که ͳمقدمات قضایای و تعاریف دوم فصل در م�ͳپردازیم،

بیان را ͳتصادف فرآیندهای ͳ΋توپولوژی و متری ͳآنتروپ سوم فصل در همچنین م�ͳکنیم. بیان

و متری ͳشتΎجای ͳآنتروپ چهارم فصل در و م�ͳپردازیم هم با آن�ها مقایسه�ی به و نموده

ͳآنتروپ با و هم با آن�ها ارتباط ͳبررس به و نموده بیان را ͳتصادف فرآیندهای ͳ΋توپولوژی

� م�ͳپردازیم. ͳ΋توپولوژی و متری

ز



چ΋یده

متری ͳآنتروپ بیان به سپس م�ͳکنیم، ͳمعرف را ͳتصادف فرآیند ابتدا نامه پایان این در ما

حالت فضای اگر علاوه به م�ͳپردازیم. ͳمتناه حالت ͳتصادف فرآیندهای ͳ΋توپولوژی و

به و نموده بیان را ͳشتΎجای ͳ΋توپولوژی و متری ͳآنتروپ آن�گاه باشد، مرتب مجموعه�ای

به مربوط قطعیت عدم میانΎین عنوان به ͳآنتروپ واق΄ م�ͳپردازیم.در هم با آن�ها مقایسه�ی

و متری ͳآنتروپ که م�ͳکنیم ثابت انتها در م�ͳشود. تفسیر ͳتصادف آزمایش یا ͳتصادف متغیر

مساویند. هم با Έارگودی منب΄ Έی ͳشتΎجای متری

.ͳ΋توپولوژی ͳآنتروپ متری، ͳآنتروپ ،ͳفرآیندتصادف کلماتکلیدی:



فهرستمطالب
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ی



١ فصل

پایا های اندیشه

١



ͳ΋دینامی های سیستم ١.١

به باشد. ͳحقیق اعداد مجموعه R و ͳناته مجموعه Έی Ω کنید فرض .١.١.١ تعریف

(Ω, {f t : t ∈ R}) مرتب زوج باشد. تاب΄ Έی f t : Ω −→ Ω کنید فرض t ∈ R هر ازای

باشند: برقرار زیر شرایط اگر گوییم پیوسته زمان با ͳ΋دینامی سیستم Έی را

باشد، ͳهمان f۰ ،آنΎاه t = ۰ اگر (١

.f s ◦ f t = f s+t ،آنΎاه t, s ∈ R اگر (٢

سیستم Έی آنΎاه دهیم، قرار را Z مجموعه R مجموعه جای به اگر ،١.١.١ تعریف در

داریم. گسسته زمان با ͳ΋دینامی

م�ͳگیریم: نظر در را گسسته زمان ͳ΋دینامی های سیستم از نوع دو نوشتار این در ما

. اندازه حافظ ͳ΋دینامی های ٢.سیستم پیوسته ͳ΋دینامی های ١.سیستم

فضای Έی M که است (M, f) ͳدوتای پیوسته، ͳ΋دینامی سیستم Έی .٢.١.١ تعریف

باشد. پیوسته نΎاشت Έی f :M →M و ͳ΋توپولوژی

-جبرو σ Έی B ،ͳمتناه مجموعه Έی Ω که (Ω,B, µ) اندازه فضای تعریف٣.١.١.

را است (Ω,B) پذیر اندازه فضای روی مثبت ی اندازه Έی µ : B → R ∪ {+∞}

.µ(Ω) <∞ هرگاه نامند، ͳاندازه-متناه فضای Έی

کلیت دادن دست از بدون م�ͳتوانیم آنΎاه باشیم، داشته ͳاندازه-متناه فضای Έی اگر

این با بΎیریم. نظر در احتمال فضای Έی را (Ω,B, µ) ͳیعن بΎیریم نظر در Έی را µ(Ω)

که ͳهای ͳخروج تمام را B و ͳمقدمات رویدادهای تمام فضای را Ω توانیم ͳم ما مفهوم

تعریف سه در نظرگیریم. در B ∈ B ͳخروج احتمال را µ(B)و باشیم داشته است مم΋ن

است. شده گرفته نظر در احتمال فضای Έی (Ω,B, µ) فضای زیر

٢



اندازه�ی اصطلاحا یا و µ اندازه حافظ را f : Ω → Ω پذیر اندازه نΎاشت تعریف١.١.۴.

. µ(f−۱(B)) = µ(B) ،B ∈ B هر برای هرگاه م�ͳنامند، f-پایا را µ

(Ω,B, µ, f) آنΎاه باشد، µ اندازه حافظ نΎاشت Έی f : Ω → Ω اگر تعریف١.١.۵.

م�ͳنامند. اندازه حافظ ͳ΋دینامی سیستم Έی را

دراین�صورت باشد، اندازه حافظ ͳ΋دینامی یΈسیستم (Ω,B, µ, f) فرضکنید تعریف١.١.۶.

هرگاه است Έارگودی f

f−۱(B) = B, B ∈ B =⇒ µ(B) = ۰ or µ(B) = ۱

م�ͳنامند. Έارگودی را (Ω,B, µ, f) ͳ΋دینامی سیستم همچنین

آزمایش ͳآنتروپ ٢.١

ایجاد باعث که آنهاست دادن رخ از اطمینان عدم ،ͳتصادف فرایندهای مهم خواص از ͳ΋ی

Έریس عنوان با معمول طور به آن از که م�ͳشود ͳتصادف داد روی درباره�ی قطعیت عدم

عنوان به است. متفاوت مختلف حالتهای برای قطعیت عدم میزان گرچه م�ͳکنیم. یاد کردن

کنند سوال ما از اگر صورت این در بیاید، باران ۱
۲ احتمال به و باشد ابری هوا اگر مثال

باران که بΎوییم باید بیشتر) قطعیت (عدم ͳبالای بسیار Έریس با نه یا آید ͳم باران امروز

ͳم امروز که باشد ͳکلاغ اولین Ίرن کردن مشخص شامل ما آزمایش اگر ͳول نه. یا م�ͳآید

بΎوییم کم) بسیار قطعیت (عدم کم ͳخیل Έریس با کامل اطمینان با تقریبا توانیم ͳم بینیم

دارد. وجود هم سفید کلاغ شده ثابت هرچند است سیاه کلاغ

مثلا برخوردارند، ͳبالای قطعیت عدم از که دارند وجود ͳهای آزمایش حال عین در

نداریم. آنها به نسبت ͳشناخت Ϳهی که نفره ۵٠٠ یΈجم΄ میان از فرد ترین باهوش انتخاب

تعجب قدر چه پیشامد این دادن رخ از بΎیرید نظر در را A پیشامد آزمایش، Έی در

این دادن رخ از ما، تعجب میزان باشد کمتر A وقوع احتمال چه هر که است ͳکنیم؟منطق�ͳم

٣



که شویم مطل΄ گاه هر بΎیرید نظر در را تاس دو پرتاب مثال عنوان به م�ͳشود. بیشتر پیشامد

تعجب باشد، ۶ جفت آمدن پیشامد اگر اما نم�ͳکنیم، تعجب زیاد باشد ۷ تاس دو مجموع

بود. خواهد بیشتر ما

تنها که ͳویژگ این کنیم. ͳکم P با را A پیشامد دادن رخ از تعجب میزان م�ͳکنیم ͳسع

تعجب میزان م�ͳشود. داده نمایش H(P ) با را دارد ͳΎبست P ͳیعن A پیشامد احتمال به

که H(P ) تاب΄ برای زیر موضوعه است.اصول نشده تعریف صفر احتمال با پیشامد برای

است: برقرار (۰ ≤ P ≤ ۱)

نخواهد پیش (P = ۱) احتمال با پیشامد Έی دادن رخ از ͳتعجب Ϳهی است ͳبدیه (١)

.H(۱) = ۰ پس آمد،

با A پیشامد دادن رخ ،P۱ ≤ P۲ که P۲ و P۱ احتمال�های با B و A پیشامد دو از (٢)

پس داشت، خواهد بر در بیشتری تعجب ،B پیشامد از کمتر احتمال

P۱ ≤ P۲ =⇒ H(P۱) ≥ H(P۲).

میزان در افزایش یا کاهش ،Aمفروض پیشامد احتمال در ͳجزی کاهش یا افزایش با (٣)

ͳتابع H(P ) دیΎر عبارت به شد. خواهد حاصل پیشامد این دادن رخ از ما تعجب

است. P حسب بر پیوسته

مستقل B و A اگر بΎیرید، نظر در را P۲ و P۱ احتمال�های با B و A پیشامد دو (۴)

که H(P۱P۲) از است عبارت پیشامد این دادن رخ از تعجب میزان آنΎاه باشند،

H(P۱P۲) = H(P۱) +H(P۲).

H(P ) = c logP آنΎاه کند، صدق فوق گانه�ی ۴ اصول در H(P ) تاب΄ اگر .١.٢.١ قضیه

.c ∈ (۰,∞) که

داریم: برهان.

۴



H(P ۲) = H(P.P ) = ۲H(P ) =⇒ H(P n) = nH(P ) n ∈ N

داریم: روند همین با

H(P ) = H(((P )

۱
n )n) = nH(P

۱
n ) =⇒ H(P

۱
n ) =

۱
n
H(P ) n ̸= ۰

که م�ͳشود نتیجه H بودن پیوسته از حال ،H(P x) = xH(P ) داریم: x ∈ Q هر برای پس

H(P x) = xH(P ) ∀x ∈ R

م�ͳدهیم قرار حال

x = − logP =⇒ p = ۲−x

H(p) = H(۲−x) = H((۲−۱)x) = xH(۲−۱) = −c logP

c = H(۲−۱) که

۵



٢ فصل

ͳآنتروپ از ͳمباحث ͳبررس

۶



است. شده استفاده [۵ ،۶] مراج΄ از فصل این در

افراز ͳبرایآنتروپͳقضایایمقدمات برخͳتعاریفو ١.٢

مجموعه�ی باشند، احتمال فضای Έی (Ω,B, µ) کنیم فرض تعریف١.١.٢.

ξ = {A۱, ..., An} ⊂ B

و
∪n

i=۱Ai = Ω اگر م�ͳدهد، Ω برای ͳمتناه افراز تش΋یل

Ai ∩ Aj = ∅ ∀i ̸= j.

ξ = {A۱, .., An}فرضکنید باشد. احتمال یΈفضای (Ω,B, µ) فرضکنید تعریف٢.١.٢.

ͳمعرف زیر صورت به را A[ξ]صورت این در باشند. B اعضای از Ω برای ͳمتناه افراز Έی

م�ͳشود:

A[ξ] = {ξاعضای توسط شده تولید ͳمتناه جبر σ} = {
∪k

i=۰Ai : ۰ ≤ k ≤ n}.

جبر σ زیر Έی ψ ⊆ B و احتمال فضای Έی (Ω,B, µ) کنید فرض .٣.١.٢ تعریف

م�ͳشود: ͳمعرف زیر صورت به ξ(ψ) دراین�صورت باشد.

ξ(ψ) = {A ∈ ψ | A ̸= ∅, ∄B ̸= ∅; B ∈ ψ, B ⫋ A}

م�ͳدهد. Ω برای افراز Έی تش΋یل که

ψ ⊆ B اگر صورت این در باشد. احتمال یΈفضای (Ω,B, µ) فرضکنید .۴.١.٢ قضیه

آنΎاه باشد، ͳمتناه جبر σ زیر Έی

A[ξ(ψ)] = ψ.

داریم: پس ξ(ψ) ⊆ ψ چون باشد. جبر σ زیر Έی ψ کنید فرض برهان.

٧



A[ξ(ψ)] ⊆ A(ψ) = ψ

است. جبر σ Έی خود ψ که است دلیل این به آخر تساوی که

م�ͳگیریم. نظر در حالت دو ψi ∈ ψ کنید فرض برع΋س:

.ψi ∈ ξ(ψ) تعریف طبق ψj؛ ⫋ ψi بطوری΋ه ψj ∈ ψ باشد نداشته وجود اگر الف)

م�ͳدهد. رخ حالت دو ،ψj ⫋ ψi بطوری΋ه ψj ∈ ψ باشد داشته وجود کنید فرض ب)

اول: حالت

ψj ∈ ξ(ψ) =⇒ ψj ∈ A[ξ(ψ)].

بطوری΋ه ψj۲ ∈ ψ دارد وجود آنΎاه ψj /∈ ξ(ψ) اگر دوم: حالت

ψj۲ ⊆ ψj ⊆ ψi

ψj۳ دارد وجود صورت این غیر در است. حل مسئله که ψj۲ ∈ ξ(ψ) اگر حال

بطوری΋ه

ψj۳ ⊆ ψj۲

بطوری΋ه k دارد وجود بنابراین متوقفم�ͳگردد. ͳجای روند این است ͳمتناه ψ چون و

،φi ∈ ξ(ψ) که بΎیریم نظر در زیر صورت به م�ͳتوان را ψi صورت این در ψk ∈ ξ(ψ)

(١.٢ (ش΋ل داریم: لذا

ψi = (
n∪

i=۱
φi) ∪ ψk ∈ A ξ(ψ). (١.٢)

٨



(١.٢) رابطه در ψi برای ش΋ل :١.٢ ش΋ل

ξ ≼ η باشند.دراین�صورت (Ω,B, µ) از ͳمتناه افراز دو η و ξ فرضکنید تعریف١.٢.۵.

باشد. η اعضای از ͳمتناه ͳاجتماع صورت به ξ عضو هر اگر (ξ از ظریف�تر η)

بطوری΋ه O۱, O۲, ..., Om ∈ η باشد داشته وجود C ∈ ξ هر برای ͳعبارت به

.C =
∪m

i=۱Oi

آنΎاه باشند، (Ω,B, µ) از ͳمتناه افراز دو η و ξ اگر .۶.١.٢ قضیه

A(ξ) ⊆ A(η) ⇐⇒ ξ ≼ η.

است. برقرار وضوح به برهان.

آنΎاه باشند، ͳمتناه زیرجبر دو φ و A اگر .٧.١.٢ قضیه

A ⊆ φ⇐⇒ ξ(A) ≼ ξ(φ).

:۶.١.٢ قضیه طبق آنΎاه ،ξ(A) ≼ ξ(φ) اگر برهان.

A(ξ(A)) ⊆ A[ξ(φ)],

.A ⊆ φ داریم ۴.١.٢ قضیه از استفاده با درنتیجه

در Dn...D۱ دارد وجود که م�ͳدهیم نشان ψ ∈ ξ(A) و A ⊆ φ کنید فرض برع΋س:

.ψ =
n∪

i=۱
Di بطوری΋ه ξ(φ)

٩



بنابراین ψ ∈ φپس A ⊆ φ و ψ ∈ Aپس ψ ∈ ξ(A) چون

ψ ∈ A(ξ(φ)).

پس .ψ =
n∪

i=۱
Di بطوری΋ه ξ(φ) در Dn ،... ،D۱ دارد وجود لذا

ξ(A) ≼ ξ(φ).

Ω از ͳمتناه افراز دو η = {C۱, ..., Ck} و ξ = {A۱, ..., An} کنید فرض تعریف٨.١.٢.

است: زیر صورت به ξ ∨ η دراین�صورت باشند.

ξ ∨ η = {Ai ∩ Cj ; ۱ ⩽ i ⩽ n, ۱ ⩽ j ⩽ k}

آنΎاه باشند، B از ͳمتناه زیرجبر دو φ و A اگر م�ͳشودو نامیده افراز دو مشترک تظریف که

است. φ و A شامل که گویند B از جبر σ زیر کوچ΋ترین را A ∨ φ

آنΎاه باشند، ͳمتناه افراز دو η و ξ و ͳمتناه جبر σ دوزیر φ و A اگر .٩.١.٢ قضیه

،ξ(A ∨ φ) = ξ(A) ∨ ξ(φ) الف)

.A(ξ ∨ η) = A(ξ) ∨ A(η) ب)

که م�ͳدانیم الف) برهان.

ξ(A ∨ φ) = {Dj ∈ T |Ci ⊈ Dj, ∀Ci ∈ T}

.T := {Ai ∩ φj |Ai ∈ A, φi ∈ φ} آن در که

که م�ͳدهیم نشان Cj ∈ ξ(φ) و Ai ∈ ξ(A) کنید فرض حال

Ai ∩ Cj ∈ ξ(A ∨ φ).

بطوری΋ه C ′
j ∈ φ و A′

i ∈ A باشد داشته وجود کنید فرض خلف: برهان

١٠


