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پیش�گفتار

ویژگی�های آمدن به�دست با که شد. مطرح ١ شور توسط ۱۹۰۴ سال در بار اولین شور ضربگر مفهوم

گردید. روشن گروه�ها نظریه�ی در آن اهمیت مفهوم، این از جالبی

با است. شور ضربگر از تعمیمی که کرد، معرفی را گروه یک بئر پایای مفهوم ،۱۹۴۵ سال بئر٢در

بسیاری توجه مورد پوچ�توان) گروه�های چندگونای به نسبت بئر (پایای پوچ�توان ضربگر مفهوم، این ورود

قرارگرفت.

معرفی توانمند یکp−گروه شور ضربگر برای نامساوی�هایی مان۴، و لوبوتسکی٣ [١٢] ۱۹۸۷ سال در

به d−مولدی توانمند p−گروه یک شور ضربگر مولدهای تعداد و نما مرتبه، برای کران�هایی آن�ها کردند.

دادند: ارائه زیر صورت

d(M(G)) ⩽
(
d

۲

)
,

exp(M(G)) ⩽ exp(G),

|M(G)| ⩽ p(
d
۲)e; exp(G) = pe.

متناهی آبلی گروه یک c−پوچ�توان ضربگر برای صریح فرمولی مقدم، و مشایخی [١۶] ۱۹۹۷ سال در

کردند. بیان

١I. Schur ٢R. Baer ٣A. Lubotzky ۴A. Mann

٣



۴ پیش�گفتار

گروه�ها از مشخصی رده�ی c−پوچ�توان ضربگر ساختمان مقدم، و مشایخی کیوانفر، [١٧] ۲۰۰۳ سال در

آوردند. به�دست شرایط برخی تحت را

پوچ�توان ضربگر به را مان و لوبوتسکی نتایج از بعضی محمدزاده، و مشایخی [١٣] ۲۰۰۷ سال در

توانمند یکp−گروه c−پوچ�توان ضربگر مولدهای تعداد و نما مرتبه، برای بالایی کران�های و دادند تعمیم

کردند: ارائه زیر صورت به d−مولدی

d(M (c)(G)) ⩽ χc+۱(d),

exp(M (c)(G)) | exp(G),

|M (c)(G)| ⩽ pχc+۱(d)e; exp(G) = pe.

است: شده تشکیل چهارفصل از پایان�نامه این

مرور را مقدماتی مفاهیم برخی فصل، این در است. بخش چهار شامل که پیش�نیازهاست اول فصل

نیاز مورد بعد فصل�های در که است مقدماتی و نمادها اصطلاحات، آوردن فراهم ما هدف کرد. خواهیم

گروه و مشتق سری پایینی، مرکزی سری بالایی، مرکزی سری جابه�جاگر، مفاهیم اول بخش در است.

آبلی گروه و گروه�ها آزاد نمایش دوم بخش در می�کنیم. مرور آن�ها خواصمهم از برخی همراه به را پوچ�توان

در می�کنیم. بیان متناهی تولید با آبلی گروه�های باب در مهم و اساسی قضیه چند و کرده تعریف را آزاد

اساسی و جالب نتایجی آن کمک به سپس کرده، مطالعه را پایه�ای جابه�جاگر مهم بسیار مفهوم سوم بخش

را حاشیه�ای و لفظی زیرگروه�های مفهوم دو ابتدا چهارم بخش در می�آوریم. به�دست گروه�ها شناخت در

پایای و چندگونا مفهوم آن از بعد شده�اند. معرفی هال١ توسط ،۱۹۴۰ سال در بار اولین که می�دهیم ارائه

پوچ�توان و آبلی گروه�های چندگونای به نسبت گروه یک بئر پایای برای را ساده�تری شکل ادامه در و بئر

می�شوند. نامیده پوچ�توان ضربگر و شور ضربگر ترتیب به که کرد خواهیم بیان

١M. Hall



۵ پیش�گفتار

خصوصp−گروه�های به اهمیتp−گروه�ها به توجه با اول بخش در است. بخش دو شامل دوم فصل

که را منظم p−گروه�های ادامه در و می�پردازیم آن�ها از مهمی خواص بررسی به گروه�ها، نظریه در متناهی

رده�ی بررسی و مطالعه دوم؛ بخش از هدف می�کنیم. معرفی هستند، متناهی p−گروه�های از مهمی دسته�ی

مان توسط بار اولین برای مفهوم این است. توانمند p−گروه�های نام به متناهی، p−گروههای از خاصی

p−گروه�ها این خواص بیان و بررسی به خود مقاله�ی در آن�ها گردید. ارائه ۱۹۸۷ سال در لوبوتسکی و

H اگر کردند ثابت هم�چنین هستند؛ توانمند نیز آن�ها زیرگروه�های از بسیاری دادند نشان و پرداختند

تعداد با برابر حداکثر H کمین مولدهای تعداد آن�گاه باشد، G توانمند p−گروه از دلخواه زیرگروه یک

متناهی p−گروه یک G اگر که داد نشان ویلسون١، ،[٢٣] ۲۰۰۲ سال در می�باشد. G کمین مولدهای

می�دهیم نشان بخش این در است. توانمند گروه یک در مشمول G آن�گاه ،Gp = G{p} به�طوری�که باشد

پایه یک دارای توانمند p−گروه یک هم�چنین .Gp = G{p} آن�گاه باشد، توانمند p−گروه یک G اگر که

این اصلی مرجع است. بیان قابل پایه این اعضای توسط فرد منحصربه به�طور گروه عضو هر که می�باشد

می�باشد. [١٢] بخش،

توانمند p−گروه� c−پوچ�توان ضربگر مولدهای تعداد و نما مرتبه، برای را کران�هایی سوم فصل در

شور ضربگر مورد در [١٢] در لوبوتسکی و مان که است کران�هایی از تعمیمی واقع در که می�کنیم معرفی

می�باشد. [١٣] فصل، این اصلی مرجع دادند. ارائه

ضربگر نمای و مرتبه مولدها، تعداد دقیق محاسبه�ی و گروه�ها از مثال�هایی ارائه با چهارم فصل در

قبلی آمده�ی به�دست کران�های با را قبل فصل در شده مطالعه کران�های از برخی آن�ها، c−پوچ�توان

می�بخشند. بهبود را قبل نامساوی�های از بعضی نتایج این که می�دهیم نشان و می�کنیم مقایسه

١L. E. Wilson



١ فصل
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۶



٧ پیش�نیازها

پوچ�توان گروه و جابه�جاگرها ١.١

می�پردازیم. آن�ها از مهمی خواص ارائه�ی و پوچ�توان گروه و جابه�جاگر تعریف به بخش این در

و y و x جا�به�جاگر١ باشند. G گروه دلخواه عناصر y و x و گروه یک G کنید فرض .١.١.١ تعریف

می�کنیم: تعریف زیر �صورت به و داده نشان xy و [x, y] نماد�های با �ترتیب به را y توسط x مزدوج٢

[x, y] = x−۱y−۱xy,

xy = y−۱xy.

صورت این در باشند. G گروه از دلخواه عناصری xn و . . . ،x۲ ،x۱ کنید فرض کلی حالت در

می�شود: تعریف زیر صورت به استقرایی طور به چپ از شده مرتب و n وزن از ساده٣ ]جابه�جاگر
x۱, x۲, · · · , xn−۱, xn

]
=

[
[x۱, x۲, · · · , xn−۱], xn

]
.

[x, n−۱y] نماد با را [x۱, x۲, . . . , xn] جابه�جاگر آن�گاه ،x۲ = . . . = xn = y و x۱ = x اگر ویژه به

می�دهیم. نشان

در باشند، G گروه از متمایز و دلخواه عناصری xn و . . . ،x۲ ،x۱ کنید فرض ( [١٩] ) .٢.١.١ تعریف

می�نامیم. ،۱ ⩽ i ⩽ n که ،xi متغیر هر روی یک وزن۴ از را [x۱, x۲, . . . , xn] صورت این

xj روی t وزن از را [x۱, x۲, . . . , xn] آن�گاه باشد، شده تکرار بار t ،xj مثلا ها، متغیر از یکی اگر حال

گوییم. می ،i ̸= j و ۱ ⩽ i ⩽ n ،xi روی یک وزن از و

یک وزن از [x, y, x] صورت این در باشند. G گروه از دلخواه عنصر دو y و x کنید فرض .٣.١.١ مثال

می�باشد. x روی دو وزن از و y روی
١commutator ٢conjugate ٣simple commutator ۴weight



٨ پیش�نیازها

زیر اتحادهای صورت این در باشند. G گروه از دلخواه عناصری z و y ،x کنید فرض .۴.١.١ گزاره

۱) xy = x[x, y], برقرارند:

۲) (x−۱)y = (xy)−۱,

۳) xy = yx[x, y],

۴) [x, y]−۱ = [y, x],

۵) [x, y]z = [x, y][x, y, z],

۶) [xy, z] = [x, z]y[y, z],

۷) [x, yz] = [x, z][x, y]z,

۸) [x, y−۱] = ([x, y]−۱)y
−۱
,

۹) [x−۱, y] = ([x, y]−۱)x
−۱
,

۱۰) [x, y−۱, z]y[y, z−۱, x]z[z, x−۱, y]x = ۱,

۱۱) [y, x, zy][z, y, xz][x, z, yx] = ۱.

هستند. معروف هال-ویت١ اتحاد به ١١ و ١٠ های تساوی

کنید. مراجعه [١٩] از ١٢٣ صفحه ۵.١.۵ به برهان.

صورت این در باشند. G گروه از زیرگروه) لزوماً (نه مجموعه زیر دو Y و X کنید فرض .۵.١.١ تعریف

و داده نشان XY و [X,Y ] نمادهای با را Y توسط X مزدوج٣ زیرگروه و Y و X جابه�جاگر٢ زیرگروه

می�کنیم: تعریف زیر صورت به

[X, Y ] = ⟨[x, y] |x ∈ X, y ∈ Y ⟩,

XY = ⟨xy |x ∈ X, y ∈ Y ⟩.

١Hall-Witt Identity ٢commutator subgroup ٣conjugate subgroup



٩ پیش�نیازها

این در باشند. G گروه از دلخواه زیرمجموعه�هایی Xn و . . . ،X۲ ،X۱ �کنید فرض کلی حالت در

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را [X۱, X۲, . . . , Xn] جابه�جاگر زیرگروه صورت

[X۱, X۲, . . . , Xn] =
[
[X۱, X۲, . . . , Xn−۱], Xn

]
,

با را [X۱, X۲, . . . , Xn] جابه�جاگر زیرگروه آن�گاه ،X۲ = . . . = Xn = Y و X۱ = X اگر ویژه به

می�دهیم. نشان [X, n−۱Y ] نماد

.[X, Y ] = [Y,X] که برمی�آید چنین ۵.١.١ تعریف از .۶.١.١ تبصره

نرمال زیرگروه یک N و G از دلخواه زیرگروه سه L و K ،H کنید فرض ( زیرگروه١ سه لم ) .٧.١.١ لم

در [L,H,K] و [K,L,H] ،[H,K,L] زیرگروه سه از گروه زیر دو اگر صورت این در باشند. G از

است. چنین نیز سوم زیرگروه آن�گاه باشند، N زیرگروه

کنید. مراجعه [١٩] از ١٢۶ صفحه ١٠.١.۵ به برهان.

صورت: این در باشند. G از دلخواه زیرگروه سه L و K ،H کنید فرض .٨.١.١ لم

،[H,K]⊴ ⟨H,K⟩ (۱)

،[HK,L] = [H,L] [K,L] آن�گاه ،[H,L]⊴ ⟨H,K,L⟩ اگر (۲)

[HK,G] = [H,G] [K,G] (۳)

،[HK,L] = [H,L] [K,L] آن�گاه باشند، G نرمال زیرگروه سه L و K ،H اگر (۴)

داریم ۱ ⩽ l هر ازای به آن�گاه ،H ⩽ K [H,G] و باشند G نرمال زیرگروه دو K و H اگر (۵)

.H ⩽ K [H, lG]

١three subgroup Lemma



١٠ پیش�نیازها

کنید. مراجعه [١١] از ١.١٩ لم و [١٠] از ١.١٧ و ١.١٢ های لم به برهان.

یک G۰ = {e} ⩽ G۱ ⩽ . . . ⩽ Gn ⩽ Gn+۱ ⩽ . . . و گروه یک G کنید فرض .٩.١.١ تعریف

و Gi ⊴ G ،i هر ازای به هرگاه گوییم، مرکزی١ سری را فوق زنجیر باشد. آن زیرگروه�های از زنجیر

.Gi+۱

Gi

⩽ Z(
G

Gi+۱
)

باشد: زیر صورت به مرکزی سری یک دارای هرگاه نامیم پوچ�توان٢ گروه را G گروه .١٠.١.١ تعریف

G۰ = {e} ⩽ G۱ ⩽ . . . ⩽ Gt = G.

می�دهیم. نشان cl(G) نماد با و گوییم G گروه پوچ�توانی٣ رده�ی را مرکزی سری چنین کوتاه�ترین طول

این عکس ولی است پوچ�توان گروه یک آبلی گروه هر که داد نشان می�توان راحتی به .١١.١.١ تبصره

پوچ�توان گروهی Q۸ مثال عنوان به نیست. آبلی لزوماً پوچ�توان گروه هر یعنی نیست، برقرار لزوماً مطلب

است. آبلی غیر و

می�شود: تعریف زیر صورت به استقرایی طور به γi(G) باشد. گروه یک G کنید فرض .١٢.١.١ تعریف

γ۱(G) = G, γi(G) = [γi−۱(G), G] .

سری بنابراین ،γi+۱(G)

γi(G)
⩽ Z(

G

γi(G)
) که داد نشان می�توان راحتی به .γi(G) ⊴ G که است واضح

مرکزی سری را آن که است مرکزی سری یک γ۱(G) = G ⩾ γ۲(G) = G
′ ⩾ . . . ⩾ γi(G) ⩾ . . .

عدد کوچک�ترین می�شود. نامیده پایینی مرکزی سری جمله i−امین ،γi(G) گوییم. G برای پایینی۴

می�شود. گفته G پایینی مرکزی سری طول باشد، γk+۱(G) = ۱ که k طبیعی

که می�دهیم نشان Zi(G) نماد با را ۵G مرکز i−امین باشد. گروه یک G کنید فرض .١٣.١.١ تعریف

١central series ٢nilpotent group ٣nilpotent class ۴lower central series ۵i th central of G



١١ پیش�نیازها

می�شود: تعریف زیر صورت به استقرایی، طور به

Z۰(G) = {e}, Z۱(G) = Z(G).

می�شود: تعریف زیر �صورت به Zi(G) آن�گاه ،Zi−۱(G)⊴G و باشد شده تعریف Zi−۱(G) اگر
Zi(G)

Zi−۱(G)
= Z(

G

Zi−۱(G)
).

سری بنابراین Zi(G)⊴G داد نشان می�توان �راحتی به

Z۰(G) = {e} ≤ Z۱(G) = Z(G) ≤ . . . ⩽ Zi(G) ≤ . . .

گوییم. G برای بالایی١ مرکزی سری را آن که است مرکزی سری یک

می�شود. نامیده G بالایی مرکزی سری طول باشد، Zk(G) = G که k طبیعی عدد کوچک�ترین

که طوری به باشند G در نرمال زیرگروه یک N و زیرگروه یک H گروه، یک G کنید فرض .١۴.١.١ لم

.[H,G] ⩽ N اگروتنهااگر H
N

⩽ Z(
G

N
) صورت این در .N ⊆ H

توجه با صورت این در باشد. [H,G] جابه�جاگری زیرگروه از دلخواه مولدی [h, g] کنیم فرض برهان.

لذا [h, g] ∈ N یعنی [h, g]N = N بنابراین .[H
N
,
G

N
] = N است، H

N
⩽ Z(

G

N
) که این به

.H
N

⩽ Z(
G

N
) گرفت نتیجه می�توان [H,G] ⩽ N از مشابه طریق به .[H,G] ⩽ N

x ∈ Zi(G) ،۱ ⩽ i هر ازای به صورت این در باشد. دلخواه گروهی G کنید فرض .١۵.١.١ لم

.[x, g۱, g۲, . . . , gi] = ۱ باشیم داشته g۱, g۲, . . . , gi ∈ G هر ازای به اگروتنهااگر

می�شود. ثابت �راحتی به i روی استقرا به برهان.
١upper central series



١٢ پیش�نیازها

سری یک {e} = G۰ ⩽ G۱ ⩽ . . . ⩽ Gn = G و پوچ�توان گروه یک G کنید فرض .١۶.١.١ گزاره

صورت: این در باشد، آن مرکزی

،γi+۱(G) ⩽ Gn−i و Gi ⩽ Zi(G) (۱)

برابرند. هم با G بالایی مرکزی سری طول و پایینی مرکزی سری طول (۲)

کنید. مراجعه [١٩] از ١٢۵ صفحه ٩.١.۵ به برهان.

عدد دو j و i و G از نرمالی زیرگروه N زیرگروه، دو K و H گروه، یک G کنید فرض .١٧.١.١ قضیه

۱) [γi(G), γj(G)] ⩽ γi+j(G), صورت: این در باشند. طبیعی

۲) γi(γj(G)) ⩽ γij(G),

۳) [γi(G), Zj(G)] ⩽ Zj−i(G); j ⩾ i,

۴)Zi(
G

Zj(G)
) =

Zi+j(G)

Zj(G)
,

۵) γi(
G

N
) =

γi(G)N

N
,

۶)Zi(
G

N
) ⩾ Zi(G)N

N
,

۷)Zi(H ×K) = Zi(H)× Zi(K),

۸) γi(H ×K) = γi(H)× γi(K).

کنید. مراجعه [٨] از ۲ بخش و [١٩] از ١٢۶ صفحه ١١.١.۵ به برهان.

داده نشان G(i) نماد با را G مشتق١ زیرگروه i−امین باشد. گروه یک G کنید فرض .١٨.١.١ تعریف

می�کنیم: تعریف زیر صورت به استقرایی طور به و

G(۰) = G, G(i) =
[
G(i−۱), G(i−۱)

]
.

١i th derived subgroup



١٣ پیش�نیازها

زنجیر صورت این در

G(۰) = G ⩾ G(۱) = G
′ ⩾ . . . ⩾ G(n) ⩾ . . .

می�نامیم. G مشتق١ سری را

نشان l(G) نماد با و گوییم مشتق سری طول را باشد G(k) = {e} که k طبیعی عدد کوچک�ترین

می�دهیم.

صورت: این در باشد. گروه یک G کنید فرض .١٩.١.١ گزاره

،G(i) ⩽ γ۲i(G) (۱)

.l(G) ⩽ [log۲c] + ۱ آن�گاه باشد، c پوچ�توانی رده�ی از پوچ�توان گروه یک G اگر (۲)

کنید. مراجعه [١٩] از ١٢۶ صفحه ١٢.١.۵ به برهان.

صورت: این در باشد. G گروه از زیرگروهی H کنید فرض .٢٠.١.١ تعریف

به یعنی باشد پایدار ،G ریختی�های درون همه�ی به نسبت هرگاه گوییم کامل٢ پایای زیرگروه را H (۱)

می�دهیم. نشان H
f

⊴G نماد با که φ(H) ⊆ H ،φ ∈ End(G) هر ازای

ازای به یعنی باشد پایدار ،G خودریختی�های همه�ی به نسبت هرگاه گوییم مشخصه٣ زیرگروه را H (۲)

می�دهیم. نشان H
c

⊴G نماد با که φ(H) ⊆ H ،φ ∈ Aut(G) هر

به یعنی باشد پایدار ،G داخلی خودریختی�های همه�ی به نسبت گاه هر گوییم نرمال۴ زیرگروه را H (۳)

می�دهیم. نشان H ⊴G نماد با که φ(H) ⊆ H ،φ ∈ Inn(G) هر ازای
١derived series ٢fully invariant ٣characteristic ۴normal



١۴ پیش�نیازها

.H ⊆ K که طوری به باشند G از زیرگروه�هایی K و H و گروه یک G کنید فرض .٢١.١.١ قضیه

صورت: این در

است. G در مشخصه زیرگروه H آن�گاه باشد، G در کامل پایای زیرگروه H اگر (۱)

است. G در نرمال زیرگروه H آن�گاه باشد، G در مشخصه زیرگروه H اگر (۲)

پایای زیرگروه H آن�گاه باشند، G در کامل پایای زیرگروه K و K در کامل پایای زیرگروه H اگر (۳)

است. G در کامل

در مشخصه زیرگروه H آن�گاه باشند، G در مشخصه زیرگروه K و K در مشخصه زیرگروه H اگر (۴)

است. G

است. G در نرمالی زیرگروه H آن�گاه باشد، G در نرمال K و K در مشخصه زیرگروه H اگر (۵)

کنید. مراجعه [١٩] از ۶.۵.١ به برهان.

H = ⟨x, y⟩ باشند، G از دلخواه عنصر دو y و x کنید فرض ( هال-پترسکو١ فرمول ) .٢٢.١.١ گزاره

داریم: ،۱ ⩽ n هر ازای به صورت این در .K = ⟨x, [x, y]⟩ و

.ei =
(
n

i

)
و ci ∈ γi(H) ،۲ ⩽ i ⩽ n ازای به که ،xnyn = (xy)nce۲۲ . . . c

en−۱
n−۱ c

en
n (۱)

.rj =
(
n

j

)
و dj ∈ γj(K) ،۲ ⩽ j ⩽ n ازای به که ،[xn, y] = [x, y]ndr۲۲ . . . d

rn−۱
n−۱ d

rn
n (۲)

کنید. مراجعه [٣] از ٣۵۵ صفحه به برهان.

آن�گاه شود، جابه�جا y و x با [x, y] اگر قبل گزاره در .٢٣.١.١ تبصره

(xy)n = xnyn [y, x]
n(n−۱)

۲ .

١Hall-Petrescu Formula



١۵ پیش�نیازها

گزاره�ی نمادگذاری�های به توجه با و γ۳(H) = ۱ پس شود، می جابه�جا y و x با [x, y] چون برهان.

به و xnyn = (xy)nce۲۲ = (xy)n [x, y]
n(n−۱)

۲ بنابراین .۲ < i ازای به ci = ۱ داشت خواهیم قبل

.(xy)n = xnyn [y, x]
n(n−۱)

۲ دیگر عبارت

( ددکیند١ مدولی قانون ) .٢۴.١.١ قضیه

صورت: این در .K ⊆ L که باشند گروه یک از زیرگروه�هایی L و K ،H کنید فرض

L ∩HK = (L ∩H)K.

پس است K ⊆ L فرض به بنا طرفی از .L∩H ⊆ L و (L∩H)K ⊆ HK که است بدیهی برهان.

بنابراین و (L ∩H)K ⊆ L

(L ∩H)K ⊆ L ∩HK.

طوری به دارند وجود k ∈ K و h ∈ H لذا x ∈ HK و x ∈ L پس ،x ∈ L ∩HK کنید فرض حال

h ∈ L∩H بنابراین ،h = xk−۱ ∈ L داریم است، k−۱ ∈ K ⊆ L و x ∈ L که این از .x = hk که

لذا .x ∈ (L ∩H)K نتیجه در

L ∩HK ⊆ (L ∩H)K.

عناصر تمام که طبیعی عدد کوچک�ترین صورت این در باشد. گروه یک G کنید فرض .٢۵.١.١ تعریف

چنین اگر می�دهیم. نمایش exp(G) با و می�نامیم G گروه ی نما٢ را شوند همانی عنصر آن، توان به G

می�گوییم. نامتناهی نمای از را G گروه آن�گاه باشد، نداشته وجود عددی

به هم�چنین و exp(G)| |G| آن�گاه باشد، متناهی گروه یک G اگر که می�شود نتیجه فوق تعریف از

١Dedekind modular Law ٢exponent



١۶ پیش�نیازها

.o(g) | exp(G) ،g ∈ G عنصر هر ازای

است. آبلی ،p۲ مرتبه از گروه هر آن�گاه باشد، اول عددی p اگر .٢۶.١.١ لم

کنید. مراجعه [٢٧] از ١٠٩ صفحه به برهان.

گروه�ها آزاد نمایش ٢.١

به توجه (با است آزاد گروه یک از همریختی تصویر گروه هر می�دانیم باشد. گروه یک G کنید فرض

به بنا است. بروریختی یک π : F −→ G که طوری به دارد وجود F آزاد گروه پس .([١٩] از ۵.١.٢

نمایش یک را G ∼=
F

R
و می�دهیم نشان R با را kerπ معمولا .G ∼=

F

kerπ
داریم یکریختی اول قضیه

می�نامیم. G گروه برای آزاد١

R که طوری به یافت بتوان را F از Y زیرمجموعه�ی و باشد X مانند مجموعه�ای روی آزاد گروه F اگر

گوییم می G گروه نمایش٢ یک را G = ⟨X|Y ⟩ آن�گاه ،R = ⟨Y ⟩F یعنی باشد F در Y نرمال بستار

می�شوند. نامیده نمایش این در G برای ها رابط۴ مجموعه Y و ها مولد٣ مجموعه X که

آن�گاه ، Y = {y۱, y۲, . . . , ym} و X = {x۱, x۲, . . . , xn} اگر

G = ⟨x۱, x۲, . . . , xn|y۱ = ۱, y۲ = ۱, . . . , ym = ۱⟩

می�باشد. نمایش این در G برای رابطه۵ یک ،(۱ ⩽ i ⩽ m)yi = ۱ که است، G برای دیگری نمایش

⟨a | an = ۱⟩ صورت به یا و ⟨a | an⟩ صورت به را n مرتبه از متناهی دوری گروه یک .١.٢.١ مثال

.Zn = ⟨a | an = ۱⟩ یعنی می�دهند نمایش

.Z = ⟨a | ϕ⟩ یعنی می�دهند نمایش ⟨a | ϕ⟩ صورت به را نامتناهی دوری گروه .٢.٢.١ مثال
١free presentation ٢presentation ٣generator ۴relator ۵relation



١٧ پیش�نیازها

برای و F = ⟨X⟩ که طوری به است F Xاز زیرمجموعه ،F آبلی گروه یک از پایه١ یک .٣.٢.١ تعریف

.ni = ۰ آن�گاه باشد،
k∑

i=۱

nixi = ۰ اگر ،(۱ ⩽ i ⩽ k) ni ∈ Z و x۱, x۲, . . . , xk ∈ X متمایز عناصر

باشد. داشته ناتهی پایه�ی یک که صورتی در گوییم آزاد٢ آبلی گروه یک را F آبلی گروه

است. {۱} پایه با آزاد آبلی گروه یک Z (۱) .۴.٢.١ مثال

نیست. آزاد آبلی گروه Zn (۲)

از نسخه n مستقیم جمع صورت به F آن�گاه باشد، X ناتهی پایه�ی با آزاد آبلی گروه F اگر .۵.٢.١ لم

یعنی می�باشد، X اصلی عدد n که است Z

F ∼= ⊕
n

∑
Z = Z⊕ Z⊕ ...⊕ Z︸ ︷︷ ︸

n

.

کنید. مراجعه [٧] از ٧١ صفحه ١.١ قضیه به برهان.

دارد. یکسان اصلی عدد آزاد، آبلی گروه یک از پایه دو هر .۶.٢.١ قضیه

کنید. مراجعه [٧] از ٧٢ صفحه ٢.١ قضیه به برهان.

می�نامیم، F رتبه٣ را X اصلی عدد آن�گاه باشد، F آزاد آبلی گروه برای پایه یک X اگر .٧.٢.١ تعریف

rank(F ) = r(F ) = |X| دیگر عبارت به

( متناهی تولید با آبلی گروه�های اساسی (قضیه .٨.٢.١ قضیه

فردی منحصربه و مثبت صحیح اعداد صورت این در باشد. متناهی تولید با آبلی گروه یک G کنید فرض

و m۱ | m۲ | . . . | mt ،۱ < m۱ که طوری به دارند وجود mt و . . . ،m۲ ،m۱ مانند متمایز) لزوماً (نه

G ∼= Zm۱ ⊕ Zm۲ ⊕ . . .⊕ Zmt ⊕ F,

١basis ٢free abelian group ٣rank



١٨ پیش�نیازها

است. آزاد آبلی گروه F که

کنید. مراجعه [٧] از ٧۶ صفحه ١.٢ قضیه به برهان.

مثبت صحیح اعداد صورت این در باشد. متناهی تولید با آبلی گروه یک G کنید فرض .٩.٢.١ قضیه

که طوری به دارند وجود متماًیز) لزوما (نه pk و . . . ،p۲ ،p۱ اول اعداد و αk و . . . ،α۲ ،α۱

G ∼= Zp
α۱
۱

⊕ Zp
α۲
۲

⊕ . . .⊕ Zp
αk
k

⊕ F,

است. آزاد آبلی گروه F که

کنید. مراجعه [٧] از ٧۶ صفحه ٢.٢ قضیه به برهان.

متناهی) آبلی گروه�های اساسی (قضیه .١٠.٢.١ قضیه

فردی، منحصربه مثبت صحیح اعداد صورت این در باشد. ناصفر متناهی آبلی گروه یک G کنید فرض

،mi | mi+۱ ،۱ < m۱ �که به�طوری دارند وجود mt و . . . ،m۲ ،m۱ مانند متمایز) لزوماً (نه

و i = ۱,۲, . . . , t− ۱

G ∼= Zm۱ ⊕ Zm۲ ⊕ . . .⊕ Zmt .

کنید. مراجعه [٢۴] از ١٨٠ صفحه� ٢.١۴ قضیه به برهان.

پایه�ای جا�به�جا�گر�های ٣.١

در اساسی قضایای آن کمک به و می�کنیم تعریف را پایه�ای١ جابه�جاگر مهم بسیار مفهوم بخش این در

می�آوریم. به�دست گروه�ها

١basic commutator


