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چͺیده

نیرومند گروه�های٢-انگل ویژگی�های برخی

وسیله�ی: به
امیری ثریا

٢-انگل گروه هر که مͬ�دهیم نشان ابتدا مͬ�پردازیم. نیرومند ٢-انگل گروه�های مطالعه به نامه پایان این در

مولدها تعداد �که زمانͬ نتیجه این که است شͽفتͬ موجب است، ٢ کلاسحداکثر از پوچتوان مولدی، ٣ نیرومند

تعداد که دارند، وجود بسیاری مینیمال نقض مثال�های مͬ�دهیم نشان واقع در نیست، برقرار باشد، ٣ از بیش

نیرومند ٢-انگل گروه�های بندی رده به سپس نیستند. ٢ حداکثر کلاس از پوچتوان گروه ولͬ ،٣ از بیش مولدها

بخش هر که است معنͬ این به بودن مینیمال این�جا در مͬ�پردازیم. هستند، ٣ کلاس از پوچتوان که مینیمال

باشد. دو حداکثر کلاس از پوچتوان آن محض نیرومند

که ،γ٣(G) ≤ [G,G]٣ ،٣ پوچتوانͬ کلاس با G نیرومند ٣-گروه هر برای که مͬ�دهیم نشان نهایت در

مͬ�گیرند. قرار بررسͬ مورد زیر حالت دو در مینیمال نقض مثال�های تقسیم برای دراین�صورت

.γ٣(G) < [G,G]٣ که G مینیمال مثال�های (I)

.γ٣(G) = [G,G]٣ که G مینیمال مثال�های (II)

مͬ�پردازیم. (I) نوع مینیمال مثال�های بررسͬ به فقط این�جا که

مینیمال گروه�های ٢-انگل، گروه�های نیرومند، گروه�های کلیدی: واژگان

د



فهرستمطالب

ه� مطالب فهرست
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اختصاری فهرستنشانه�های

Z(G) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .G مرکز

NG(K) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .G Kدر نرمال�ساز

H char K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Kاست مشخصه زیرگروه H

N ▹G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. G نرمال زیرگروه N

o(g) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .g عنصر مرتبه

Aut(G) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .G خودریختͬ�های گروه

G′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .G مشتق زیرگروه

G(i) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G ام i مرتبه مشتق

[H,K] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .K و H جابه�جاگر زیرگروه

exp(G) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .G نمای

d(G) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Gمولدهای تعداد مینیمال

Inn(G) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .G درون�ریختͬ�های گروه

ز



پیشگفتار

مقاله در آن�ها گردید. ارائه ١٩٨٧ سال در ٢ لوبوتزکͬ و ١ من توسط بار اولین برای نیرومند گروه�های

نیز آن�ها زیرگروه�های از بسیاری که دادند نشان و پرداختند گروه��ها این خواص بیان و بررسͬ به خود

متناهͬ -گروه�های p و جابه�جاگرها خواص برخͬ بیان به پایان�نامه این اول فصل در هستند. نیرومند

برنساید مقاله در بار اولین برای انگل گروه�های مͬ�کنیم. معرفͬ را انگل گروه�های آن از پس و پرداخته

متناهͬ موضعاً ،٣ نمای از زیرگروه�های همه کرد، ثابت مقاله این در برنساید که شدند، معرفͬ [۵] در ٣

کرد اثبات [۶] در ١٩٠٢ سال در سپس هستند. ٢-انگل گروه�ها این که داد نشان هم�چنین و هستند

مͬ�کند صدق زیر شرایط در ٢-انگل گروه هر که

،[x, y, z] = [y, z, x] (١

.[x, y, z]٣ = ١ (٢

نشان نشد موفق او ولͬ است پوچتوان موضعأ متناوب، ٢-انگل گروه هر که کرد ثابت برنساید اگرچه

نشان بار اولین برای [٨] در ۴ هاپͺینز هستند. ٣ حداکثر کلاس از پوچتوان ٢-انگل گروه�های که دهد

مͬ�کند صدق نیز زیر شرط در ٢-انگل گروه هر بنابراین است. ٣ حداکثر رده این که داد

.[x, y, z, t] = ١ (٣

تعداد مͬ�دهیم نشان و پرداخته آن�ها خواص و نیرومند گروه�های بررسͬ و مطالعه به دوم فصل در

گروه خود مینیمال مولدهای تعداد برابر حداکثر نیرومند گروه ͷی از زیرگروه هر مینیمال مولدهای

گروه�های شبیه بسیار آن ویژگͬ�های که p-گروه�هاست از خاصͬ رده نیرومند گروه�های به�طورکلͬ است.

١Mann
٢Lubotzky
٣Burnside
۴Hopkins

١



نیست. نیرومند لزوماً نیرومند، گروه هر زیرگروه که تفاوت این با است آبلͬ

که مͬ�دهیم نشان و مͬ�پردازیم نیرومند ٢-انگل گروه�های رده�بندی به پایان�نامه این سوم فصل در

نقضمینیمال مثال�های واقع در است. ٢ کلاسحداکثر از پوچتوان مولدی ٣ نیرومند ٢-انگل گروه هر

این�جا نیست. ٢ حداکثر کلاس از پوچتوان گروه ولͬ ٣ از بیش مولدها تعداد که دارند، وجود بسیاری

نیست. دو حداکثر کلاس از پوچتوان آن محض نیرومند بخش هر که است معنͬ این به بودن مینیمال

.γ٣(G) ≤ [G,G]٣ ،G نیرومند ٣-گروه هر برای که مͬ�دهیم نشان هم�چنین

مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد زیر نوع دو به مینیمال نقض مثال�های بندی تقسیم برای که

،γ٣(G) < [G,G]٣ که G مینیمال مثال�های (I)

.γ٣(G) = [G,G]٣ که G مینیمال مثال�های (II)

را آن�ها که است این ما اصلͬ هدف داریم. سروکار (١) نوع مینیمال مثال�های با فقط پایان�نامه این در

کنیم. تقسیم است، چهار دیͽر، خانواده دو رتبه و پنج آن�ها از ͬͺی رتبه که نامتناهͬ خانواده سه به

٢



١ فصل

اولیه مفاهیم

جابجاگرها ١-١

مͬ�گیرند. قرار استفاده مورد آینده فصل�های در که مͬ�پردازیم قضایایی و تعاریف بیان به فصل این در

عضو از است عبارت ،G اعضای از g٢ و g١ مرتب زوج ͷی جا�به�جاگر .١.١.١ تعریف

[g١, g٢] = g−١١ g−١٢ g١g٢ ∈ G.

داشت. خواهیم را زیر قضیه تعریف، این به�موجب

صورت این در .g١, g٢ ∈ G کنید فرض .٢.١.١ قضیه

،[g٢, g١] = [g١, g٢]
−١ (١

باشند. پذیر جا�به�جایی g٢ و g١ اگر وتنها اگر [g١, g٢] = ١ (٢

مͬ�شود. حاصل سادگͬ به قضیه اثبات ،١.١.١ تعریف از استفاده با اثبات.

زیرگروه .H,K ≤ G و باشد گروه ͷی G کنید فرض .٣.١.١ تعریف

⟨[h, k] | h ∈ H, k ∈ K⟩

Kمͬ�نامند. و H جابه�جاگر زیرگروه را G از

است. G Xاز زیرمجموعه با شده تولید زیرگروه نماد ⟨X⟩تعریف این در

٣



مرتبه جابه�جاگر باشند، G از اعضایی xn, . . . , x١ و باشد، گروه ͷی G کنید فرض .۴.١.١ تعریف

مͬ�شود تعریف چنین استقرا به ،[x١, . . . , xn] n-ام

[x١] = x١, [x١, . . . , xn] = [[x١, . . . , xn−١], xn], (n > ٢).

[x١,n−١ y] نماد با را [x١, . . . , xn] جابه�جاگر آنگاه ،x٢ = x٣ = . . . = xn = y اگر به�ویژه؛

مͬ�دهیم. نشان

برقرارند. زیر اتحادهای آنگاه باشند، G از دلخواه عضو سه z و y ،x اگر .۵.١.١ گزاره

.yx = y[y, x] (١

.[xy, z] = [x, z]y[y, z] = [x, z][x, z, y][y, z] (٢

.[x, yz] = [x, z][x, y]z = [x, z][x, y][x, y, z] (٣

.[x, y−١] = [y, x]y
−١

= [y, x][y, x, y−١] (۴

.[x−١, y] = [y, x]x
−١

= [y, x][y, x, x−١] (۵

.١ هال-ویت) (اتحاد [x, y−١, z]y][y, z−١, x]z[z, x−١, y]x = ١ (۶

به ،(۶) قسمت اثبات برای مͬ�شود. حاصل ١.١.١ تعریف از �آسانͬ به اول قسمت پنج اثبات اثبات.

شود. مراجعه [١۵]

داریم nمثبت صحیح عدد برای .۶.١.١ لم

[xn, y] = [x, y]x
n−١

[x, y]x
n−٢

. . . [x, y]x[x, y],

[x, yn] = [x, y][x, y]y . . . [x, y]y
n−١

,

(xy)n ≡ xnyn[y, x]
n(n−١)

٢ , (modγ٣(G)).

شود. مراجعه [۴] به اثبات.

مͬ�کنیم تعریف زیر به�صورت را G گروه مرکز .٧.١.١ تعریف

Z(G) = {x ∈ G|xg = gx ∀g ∈ G}.

١Hall-Witt

۴



مͬ�پردازیم. جابه�جاگرها از خواصͬ بیان به حال

دراین�صورت باشند. G از دلخواه زیرگروه Kدو و H کنید فرض .٨.١.١ لم

.[H,K] = [K,H] (١

.[H١, K١] ≤ [H,K] آنگاه ،H١ ≤ H و ،K١ ≤ K اگر (٢

.[H,K] ≤ H آنگاه ،H E G اگر (٣

.[H,K]EG آنگاه ،H E G و ،K E G اگر (۴

.H ≤ NG(K) اگر تنها و اگر ،[H,K] ≤ K (۵

که است آن ،H
K

≤ Z(
G

K
) آنکه برای کافͬ و لازم شرط آنگاه ،H E G و ،H ≤ K اگر (۶

.[G,K] ≤ H

.[H,K]θ = [Hθ, Kθ] آنگاه باشد، G گروه همریختͬ ͷی θ اگر (٧

شود. مراجعه [١۶] و [٧] به اثبات.

چنین استقرا به را ،[H١, . . . , Hn] جابه�جاگر زیرگروه آنگاه ،H١, . . . , Hn 6 G اگر تعریف٩.١.١.

مͬ�کنیم تعریف

[H١, . . . , Hn] = [[H١, . . . , Hn−١], Hn].

این در .N ▹ G و باشند G از زیرگروه سه L و H,K کنید فرض ٢ زیرگروه) سه (لم .١٠.١.١ لم

آنگاه Nباشند، زیرگروه [L,H,K] ،[K,L,H] ،[H,K,L] زیرگروه�های از زیرگروه دو اگر صورت

است. چنین نیز سومͬ

شود.� مراجعه [١۵] به اثبات.

دراین�صورت ،X ⊆ G و باشند G از دلخواه زیرگروه سه L Kو و H کنید فرض .١١.١.١ لم

.[H,K] E ⟨H,K⟩ (١

.[X,G] E G (٢

.[HK,L] = [H,L][K,L] آنگاه ،[H,L] E ⟨H,K,L⟩ اگر (٣

.[HK,G] = [H,G][K,G] (۴

٢three subgroups lemma

۵



.[HK,L] = [H,L][K,L] آنگاه باشند، G نرمال زیرگروه سه L Kو ،H اگر (۵

داریم ،l > ١ هر ازای به آنگاه ،H ≤ K[H,G] و باشند G نرمال زیرگروه Kدو و H اگر (۶

H ≤ K[H,l G].

شود. مراجعه [١١] به اثبات.

گوییم، G در مشخصه را G از H زیرگروه دراین�صورت .H ≤ G کنید فرض .١٢.١.١ تعریف

زیرگروه ͷی G مشخصه زیرگروه هر که است واضح .Hτ ≤ H ،τ ∈ Aut(G) هر ازای به هرگاه

است. G از نرمال

سری�ها ١-٢

استقرا به را G زیرگروه�های از {γn(G)}n>١ دنباله باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف چنین

γ١(G) = G, γn(G) = [γn−١(G), G], (n > ١).

که به�این�ترتیب Gاست. از مشخصه زیرگروه ͷی γn(G) هر که مͬ�شود ثابت استقراء به آسانͬ به

داریم ،τ ∈ Aut(G) هر ازای به

γn(G)τ = [γn−١(G), G]τ = [γn−١(G)τ , Gτ ] = [γn−١(G), G] = γn(G).

و ،γn(G)EG بنابراین .γn(G) char G طبیعͬ، n هر ازای به پس

γn(G) = [γn−١(G), G] ≤ γn−١(G).

سری .٢.٢.١ تعریف

١ = G٠ ≤ G١ ≤ . . . ≤ Gr = G.

گوییم، G مرکزی سری را فوق نرمال سری .Gi E G ،i هر ازای به هرگاه گوییم G نرمال سری را

،١ 6 i 6 r که i هر ازای به هرگاه

Gi

Gi−١
≤ Z(

G

Gi−١
).

۶



سری .٣.٢.١ تعریف

G = γ١(G) ≥ γ٢(G) ≥ . . . ≥ γn(G) ≥ . . .

گوییم. G پایینͬ مرکزی سری را

دنباله باشد. گروه ͷی G کنید فرض است. صعودی که مͬ�کنیم معرفͬ را دیͽری سری حال

مͬ�کنیم تعریف چنین استقراء با را G زیرگروه�های از {Zn(G)}n>٠

Z٠(G) = ١, Zn+١(G)

Zn(G)
= Z(

G

Zn(G)
), (n > ٠).

مشخصه Zn(G)یͷزیرگروه هر که ثابتمͬ�شود استقراء به آسانͬ به .Z١(G) = Z(G)است واضح

،Zn(G) ≤ Zn+١(G) همچنین .Zn(G)EG ،n نامنفͬ صحیح عدد هر ازای به بنابراین Gاست.

سری و

١ = Z٠(G) ≤ Z١(G) ≤ . . . ≤ Zn(G) ≤ . . .

گوییم. G بالایی مرکزی سری را

مͬ�کنیم تعریف چنین را G زیرگروه�های از {G(n)}n>٠ دنباله .۴.٢.١ تعریف

G(٠) = G, G(n) = [G(n−١), G(n−١)], (n > ١).

مͬ�دهیم. نشان G′′′ و G′′ ،G′ با را G(٣) و G(٢) ،G(١) قرارداد، طبق

سری

G ≥ G′ ≥ G′′ ≥ G′′′ ≥ . . .

سری طول ،Gn = ١ آن ازای به که را n نامنفͬ صحیح عدد کوچͺترین و گوییم G مشتق سری را

.l(G) = n مͬ�نویسیم و نامیم مشتق

پوچتوان گروه ١-٢-١

به�طوری�که باشد داشته وجود c مانند طبیعͬ عددی هرگاه گوییم پوچتوان Gرا گروه .۵.٢.١ گزاره

.Zs(G) = G به�طوری�که باشد، موجود s مانند طبیعͬ عددی یا و γc+١(G) = ١

شود. مراجعه [١] به اثبات.

٧



نشان cl(G) با را آن و نامیده G پوچتوانͬ کلاس را فوق گزاره در c طبیعͬ عدد .۶.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم.

آنگاه باشد، آن غیربدیهͬ نرمال زیرگروه N و پوچتوان گروه ͷی G اگر .٧.٢.١ قضیه

N ∩ Z(G) ̸= ١.

شود. مراجعه [١] به اثبات.

داریم j و i طبیعͬ عدد دو هر ازای به .٨.٢.١ قضیه

،[γi(G), γj(G)] = γi+j(G) (١

،[Zi(G), γj(G)] ≤ Zij(G) آنگاه ،i 6 j اگر (٢

.γi(γj(G)) ≤ γij(G) (٣

شود. مراجعه [١۵] به اثبات.

صورت این در باشد، G از ماکسیمالͬ Mزیرگروه و پوچتوان گروه ͷی G کنید فرض .٩.٢.١ قضیه

است. اول عدد ͷی p که ،| G
M

| = p و ،M EG

شود. مراجعه [١] به اثبات.

هر ازای به که باشد عددی کوچͺترین هرگاه نامیم، G گروه نمای را r طبیعͬ عدد .١٠.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان exp(G) نماد با را G نمای .gr = ١ ،g ∈ G

نماد با را آن و گوییم G فراتینͬ زیرگروه را G ماکسیمال زیرگروه�های همه مقطع .١١.٢.١ تعریف

وضوح به φ(G)تعریفمͬ�کنیم. = G باشد، ماکسیمال زیرگروه Gفاقد هرگاه مͬ�دهیم. φ(G)نشان

است. G مشخصه زیرگروه φ(G) که دید مͬ�توان

اگر صورت این در .B ⊆ φ(G) و ،A ⊆ G و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .١٢.٢.١ لم

.G = ⟨A⟩ آنگاه ،G = ⟨A,B⟩

شود. مراجعه [١۵] به اثبات.

اگر تنها و اگر است صورتGپوچتوان این در باشد. متناهͬ گروه ͷیG فرضکنید .١٣.٢.١ قضیه

.G′ ≤ φ(G)

٨



شود. مراجعه [١] قضیه به اثبات.

مͬ�گوییم خودریختͬ�هایGباشد. از نا�تهͬ Aزیرمجموعه�ای و ،H ≤ G فرضکنید تعریف٢.١.١۴.

اگر است، G ناوردای A زیرگروه ͷیH

∀h ∈ H, ∀α ∈ A, hα ∈ H.

ناورداست. A ،G زیرگروه هر که است بدیهͬ آنگاه ،A = ١ هرگاه مثال، عنوان به

نظر در Aut(G) از نا�تهͬ زیرمجموعه�ای را A و G از نا���تهͬ ای زیرمجموعه را X .١۵.٢.١ قضیه

ͷی ⟨X⟩ صورت این در .xα ∈ ⟨X⟩ ،α ∈ A و x ∈ X هر ازای به مͬ�کنیم فرض مͬ�گیریم.

است. G ناوردای A زیرگروه

شود. مراجعه [١۶] به اثبات.

ناوردای A Kزیرگروه�های و H و Aut(G) از تهͬ نا زیرمجموعه�ای A کنید فرض .١۶.٢.١ قضیه

ͷی G′ مشتق گروه به�ویژه؛ است. G ناوردای A زیرگروه نیز ،[H,K] صورت این در باشند. G

است. G مشخصه زیرگروه

شود. مراجعه [١۶] به اثبات.

باشد، تابع ͷی θ : X −→ F و مجموعه ͷی X گروه، ͷی F کنیم فرض .١٧.٢.١ تعریف

α : X −→ G مانند تابع هر Gو مانند گروه هر به�ازای هرگاه گوییم Xآزاد بر را (F, θ)دراین�صورت

.α = θβ به�طوری�که باشد، موجود β : F −→ G فرد به منحصر همریختͬ ͷی

روی آزاد گروه ͷی F و ،G برای مولد مجموعه ͷی X گروه، ͷی G کنید فرض .١٨.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم. G برای آزاد نمایش ͷی را F/Rدراین�صورت ،G ∼= F/R به�طوری�که باشد، X

،X بر کلمات از مجموعه�ای Y مجموعه، ͷی X کنید فرض .٣ (ͷدای فون (قضیه .١٩.٢.١ قضیه

H هرگاه باشد. ،(w ∈ Y ) که ،w = e روابط و ،x ∈ X مولدهای به�وسیله شده تعریف گروه G و

بروریختͬ ͷی آنگاه کند، صدق ،w = e روابط تمام Hدر و ،H = ⟨X⟩ به�طوری�که باشد، گروه ͷی

دارد. وجود ،α : G −→ H مانند

شود. مراجعه [١۵] به اثبات.

٣Von Dyck’s Theorem

٩



و M E H و N E G باشد، گروه�ها از همریختͬ ͷی f : G −→ H گاه هر .٢٠.٢.١ قضیه

aN 7−→ f(a)M ضابطه با f̄ : G/N −→ H/M مانند همریختͬ ͷی f آنگاه ،f(N) ≤ M

مͬ�کند. القا

شود. مراجعه [٩] به اثبات.

است، G از K یͺتای نرمال زیرگروه کوچͺترین G′ مشتق گروه ،G گروه هر برای .٢١.٢.١ قضیه

است. آبلͬ G
K

به�طوری�که

شود. مراجعه [١۵] به اثبات.

.HK ≤ G آنگاه ،K EG و H ≤ G هرگاه .٢٢.٢.١ قضیه

شود. مراجعه [١۶] به اثبات.

است. آبلͬ گروه ͷی G آنگاه ،g٢ = ١ باشیم داشته ،g ∈ G هر ازای به اگر .٢٣.٢.١ گزاره

شود. مراجعه [١۶] به اثبات.

صحیح عدد هر ازای به صورت این در .O(g) = n < ∞ با g ∈ G کنید فرض .٢۴.٢.١ گزاره

mداریم

O(gm) =
n

(m,n)
.

است. n مشترکmو علیه مقسوم بزرگترین نماد ،(m,n) که

شود. مراجعه [١۶] به اثبات.

متناهͬ p-گروه�های از خواصاساسͬ ١-٣

p از توانͬ آن عضو هر مرتبه هرگاه نامیم p-گروه ͷی را G گروه باشد. اول عدد ͷی p کنید فرض

گوییم. -آبلͬ p را G گروه آنگاه (xy)p = xpyp باشیم، داشته x, y ∈ G هر ازای به اگر باشد.

باشد. p آن، عضو هر مرتبه گاه هر گوییم مقدماتͬ آبلͬ -گروه pͷی را G آبلͬ گروه همچنین

|G| اگروتنهااگر است، -گروه p ͷی G متناهͬ گروه آنگاه باشد، اول عدد ͷی p اگر .١.٣.١ گزاره

باشد. p اول عدد از توانͬ

شود. مراجعه [١۵] به اثبات.

١٠


