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چͺیده

الحاق و کراندار نگاشت�هایدوخطی آرنزی منظم�پذیری

یکاشتقاق دوم

وسیله�ی: به

حسینͬ سادات الهام

به�عنوان D∗∗ : A∗∗ −→ X∗∗∗ شرایطͬ چه تحت که است این X باناخ -دومدول A ͷی برای اهمیت حائز مسئله�ی

نگاشت�های منظم�پذیری مطالعه�ی به ابتدا پایان�نامه این در است. اشتقاق ͷی خود D : A −→ X∗ اشتقاق دوم الحاق

مͬ�کنیم ثابت همچنین مͬ�کنیم. فراهم آن�ها منظم�پذیری برای را شرایطͬ و پرداخته مدولͬ عمل�های و کراندار دوخطͬ

تنها و اگر است آرنزی منظم A∗ روی A راست مدولͬ عمل باشد، داشته کراندار راست تقریبی همانͬ A که صورتͬ در

A آرنزی منظم�پذیری باشد، A∗∗ راست یا چپ ایده�آل A که فرض این با مͬ�دهیم نشان ادامه در باشد. انعکاسͬ A اگر

A مدولͬ عمل�های با را A آرنزی نامنظمͬ قوی به�طور و منظمͬ همچنین مͬ�آید. به�دست A∗∗ یا A∗ تجزیه�ی به�وسیله�ی

اما Z١(A
∗∗) = A که مͬ�کنیم معرفͬ را باناخ جبرهای از رده�هایی و مͬ�کنیم بررسͬ A(n) یعنͬ n مرتبه دوگان روی

آن�ها تحت که مͬ�کنیم فراهم را شرایطͬ پایان در .A ( Z١(A
∗∗) ( A∗∗ که جبرهایی همین�طور و A ( Z٢(A

∗∗)

است. اشتقاق ͷی ،D اشتقاق دوم الحاق

دوم. الحاق اشتقاق، کراندار، دوخطͬ نگاشت مدولͬ، عمل آرنز، ضرب آرنزی، منظم�پذیری کلیدی: واژگان

د
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پیشگفتار

در آرنز١ بͽیرید. نظر در نرمدار فضاهای روی کراندار و دوخطͬ نگاشت ͷی را f : X × Y −→ Y نگاشت

با توسیع دو این آن در که را حالتͬ و کرد معرفͬ را f از f t∗∗∗t و f∗∗∗ متفاوت توسیع دو [۴] در ١٩۵١ سال

باشد A باناخ جبر روی ضربی نگاشت π اگر خاص حالت در نامید. f دوخطͬ نگاشت آرنزی منظم برابرند هم

A∗∗ یعنͬ A دوم دوگان فضای روی آرنز دوم ضرب و اول ضرب نام به متفاوت ضرب دو توسیع دو این آن��گاه

منظم را A باناخ جبر مͬ�شود. باناخ جبر ͷی به تبدیل ضرب�ها این از کدام هر همراه به A∗∗ که مͬ�کند تعریف

روی ضرب دو اگر است آرنزی منظم A دیͽر به�عبارت باشد. آرنزی منظم π ضربی نگاشت هرگاه گوئیم آرنزی

باشد. منطبق هم بر A∗∗

Aمیانگین�پذیر اگر باشد. Dدرونͬ : A −→ A∗ پیوسته اشتقاق هر ضعیفاستاگر باناخAمیانگین�پذیر جبر

برقرار هم مطلب این عکس ”آیا که این�جاست سوال اما است ضعیف میانگین�پذیر A∗∗ آن�گاه باشد ضعیف

سوال این به دادن پاسخ برای است. مطرح باز مسئله�ی ͷی به�عنوان سوال این که است دهه سه از بیش است؟”

بشناسیم. را A∗∗ یعنͬ A دوم دوگان فضای روی اشتقاق�ها است لازم

اشتقاق الحاق دومین عنوان به D∗∗ : A∗∗ −→ X∗∗∗ کراندار نگاشت ،X باناخ -دومدول A ͷی برای

D∗∗ آیا که است این اهمیت حائز مسئله�ی است. D از خطͬ توسیع ͷی به�وضوح D : A −→ X∗ کراندار

تحقیقات سوال این به پاسخ برای داد. خواهد رخ مهم این شرایطͬ چه تحت این�که و است اشتقاق ͷی نیز

از است. گشته توجهͬ قابل نتایج به منجر نهایت در که است شده انجام مختلف ریاضͬ�دانان توسط وسیعͬ

خاص حالت برای [١٣] در را موضوع این آن�ها آمد. به�دست هم�کارانش و ٢ دیلز توسط نتایج این جمله�ی

اشتقاق ͷیD∗∗ : A∗∗ −→ A∗∗∗ ،A باناخ جبر بودن منظم صورت در دادند نشان و کرده Xبررسͬ = A

با D : A −→ X∗ کلͬ حالت برای را آنها نتایج اینجا در ما .D∗∗(A∗∗).A∗∗ ⊆ Â∗ اگر تنها و اگر است

مͬ�دهیم گسترش زیر به�صورت مستقیم برهانͬ ارائه�ی

آن�گاه باشد اشتقاق ͷیD : A −→ X∗ و باناخ -دومدول Aͷی (πι, X, πr) باناخ، جبر ͷی A اگر

١Arens
٢Dals

١



.π∗∗∗∗
r (D∗∗(A∗∗), X∗∗) ⊆ Â∗ اگر تنها و اگر است اشتقاق ͷیD∗∗ : (A∗∗, ◦) −→ X∗∗∗ (١)

.πt∗∗∗∗
ι (D∗∗(A∗∗), X∗∗) ⊆ Â∗ اگر تنها و اگر است اشتقاق ͷیD∗∗ : (A∗∗, ⋄) −→ X∗∗∗ (٢)

پایان�نامه این در بشناسیم. را دوخطͬ نگاشت�های آرنزی منظم خاصیت ابتدا باید مقصود این به رسیدن برای اما

مͬ�کنیم. فراهم آن�ها منظم�پذیری برای را ملاک�هایی و پرداخته دوخطͬ نگاشتهای پذیری منظم مطالعه به

قضایایی و تعاریف بیان به شده مطرح پیش�نیازها عنوان با که اول فصل در است. فصل ۴ شامل پایان�نامه این

نیازند. مورد بعد فصل�های در که مͬ�پردازیم

محمدزاده مشترکدکتر مقاله�ی از قسمت�هایی کراندار دوخطͬ نگاشت�های آرنزی منظم�پذیری عنوان با دوم فصل

نگاشت�های درمورد فصل این در است. رسیده چاپ به ٢٠٠٨ سال در که است ͬͺویش ابراهیمͬ دکتر و

آن�ها ͬͺتوپولوژی مراکز همچنین و بالاتر مراتب از کراندار و دوخطͬ نگاشت�های الحاق�های کراندار، و دوخطͬ

کراندار و دوخطͬ نگاشت�های آن�ها تحت که مͬ�دهیم ارائه را قضیه�هایی فصل انتهای در و مͬ�کنیم صحبت

با f آرنزی منظم�پذیری مͬ�کنیم ثابت فصل این کاربردی و مهم قضیه�های از ͬͺی در مͬ�شوند. آرنزی منظم

و خطͬ نگاشت ضعیف فشردگͬ و f∗∗∗∗(Ẑ∗, X∗∗) ⊆ Ŷ ∗ ،f∗∗∗∗(z∗∗∗, x∗∗) = f t∗∗∗∗∗t(z∗∗∗, x̂∗∗)

است. معادل ،z∗ ∈ Z∗ هر Xبرای −→ Y ∗ : x 7−→ f∗(z∗, x) کراندار

فیلالͬ دکتر و گرجͬ اسحاقͬ دکتر مشترک اساسمقاله بر مدولͬ عمل�های آرنزی منظم�پذیری عنوان با سوم فصل

به�ترتیب که گرجͬ اسحاقͬ دکتر مقاله�ی و ͬͺویش ابراهیمͬ دکتر و محمدزاده دکتر مشترک مقاله�ی همچنین و

منظم�پذیری مطالعه�ی به فصل این در است. شده تنظیم رسیدند چاپ به ٢٠٠٩ و ٢٠٠٧، ٢٠٠٨ سال�های در

با را A آرنزی منظم�پذیری ارتباط و پرداخته X باناخ -دومدول A روی A باناخ جبر مدولͬ عمل�های آرنزی

بین ارتباط بررسͬ به فصل این از قسمت�هایی در همچنین مͬ�کنیم. بررسͬ مدولͬ عمل�های تجزیه�های از بعضͬ

آرنزی قوی نامنظمͬ و آرنزی منظم با A(n) روی A چپ مدولͬ عمل��های آرنزی قوی نامنظمͬ و آرنزی منظم

هر برای بلͺه است آرنزی نامنظم قوی به�طور L١(G) تنها نه مͬ�دهیم نشان خاص حالت در و مͬ�پردازیم A

ͬͺتوپولوژی مراکز بررسͬ با را فصل این نهایت در است. آرنزی چپ نامنظم قوی به�طور L١(G)(n) ، n ∈ N

بعد که مͬ�کنیم عنوان را فصل این مهم قضیه�ی ͷی ادامه در مͬ�رسانیم. پایان به باناخ جبرهای مدولͬ توسیع�های

است Aانعکاسͬ یͺدار باناخ جبر که کرد ثابت [۵] در آریͺان٣ ابتدا در است. آمده به�دست پی�در�پی تغییرات از

داد توسیع [٢٧] در صورت این به� را قضیه این اولͽر۴ باشد. آرنزی منظم Aچپ مدولͬ عمل هر اگر تنها و اگر

و دیلز باشد. آرنزی منظم A∗ روی A چپ مدولͬ عمل اگر تنها و اگر است انعکاسͬ A یͺدار باناخ جبر که

با اما شدند متذکر دارد کراندار چپ تقریبی همانͬ فقط A که حالتͬ در را مشابه نتیجه�ی [١٣] در هم�کارانش۵

منظم فرض حذف با را قضیه این [١٧] در فیلال۶ͬ و گرجͬ اسحاقͬ سپس باشد. آرنزی منظم A که فرض این

٣Arikan
۴Ulger
۵Dales, Rodrigues-Palacios and Velasco
۶ Filali

٢



ͬͺویش ابراهیمͬ دکتر و محمدزاده دکتر نهایت در دادند. گسترش ساده و کوتاه اثبات ͷی ارائه�ی با و A آرنزی

رسیدند. زیر قضیه�ی به ساده�تر مراتب به اثباتͬ ارائه�ی با و داده تعمیم کلͬ حالت برای را قضیه این

صورت این در باشند. راست و چپ باناخ -مدول Aترتیب به (X,πr) و (πι, X) کنید فرض

منظم πt∗
ι اگر تنها و اگر است Xانعکاسͬ آن�گاه باشد Xداشته برای کراندار چپ تقریبی Aهمانͬ اگر (١)

باشد.

منظم π∗
r اگر تنها و اگر است Xانعکاسͬ آن�گاه باشد Xداشته برای کراندار راست تقریبی Aهمانͬ اگر (٢)

باشد.

نیز دیͽر فصل�های در که است ͬͺویش ابراهیمͬ دکتر و محمدزاده دکتر مشترک مقاله�ی از برگرفته هم آخر فصل

را شرایطͬ گفتیم هم قبلا که همان�طور آن در که است پایان�نامه اصلͬ قسمت فصل این مͬ�کنیم. استفاده آن از

شود. اشتقاق ͷی خود دلخواه، اشتقاق ͷی دوم الحاق که مͬ�کنیم فراهم

٣



١ فصل

پیش�نیاز�ها

بخش چهار شامل فصل این مͬ�کنیم. بیان است نیاز مورد بعدی فصل�های در که قضایایی و مفاهیم فصل این در

دوگان عنوان با سوم بخش باناخ، مدول�های و جبرها دوم بخش باناخ، فضاهای عنوان با را اول بخش است،

مͬ�کنیم. ارائه ͷتوپولوژی گروه�های نام با را آخر بخش و باناخ جبرهای دوم

باناخ فضاهای ١-١

و

 X ×X −→ X

(x, y) 7−→ x+ y
نگاشت�های آن تحت �که Xباشد برداری فضای روی توپولوژی ͷی τ فرضکنید

فرض مͬ�شود. توپولوژیͷنامیده برداری یͷفضای X صورت این در باشند پیوسته

 C×X −→ X

(α, x) 7−→ αx

هرگاه Xگوئیم روی نرم ͷی را P تابع Xباشد. روی مقدار حقیقͬ تابع ͷی P و برداری فضای ͷیX کنید

باشند. برقرار زیر روابط λ ∈ C و x, y ∈ X هر برای
P (x+ y) ≤ P (x) + P (y)

P (λx) = |λ|P (x)

x = ٠ ⇐⇒ P (x) = ٠

نرمدار فضای گوئیم. نرمدار یͷفضای را (X, ∥ · ∥) دوتایی حال مͬ�شود. داده نشان ∥ · ∥ با معمولا˟ نرم ͷی

باشد. همͽرا فضا این در کوشͬ دنباله هر هرگاه گوئیم باناخ یͷفضای را (X, ∥ · ∥)

K ≥ ٠ هرگاه گوئیم کراندار را T : X −→ Y خطͬ نگاشت باشند. نرمدار فضای دو Y و X کنید فرض

مͬ�دهیم قرار .∥Tx∥ ≤ K∥x∥ ،x ∈ X هر برای که باشد داشته وجود

B(X,Y ) = {T : X −→ Y ; است کراندار و خطͬ T},

۴



تعریف زیر به�صورت T ∈ B(X,Y برای( را عملͽری نرم و است برداری B(X,Yیͷفضای ) که کنید توجه

مͬ�کنیم.

∥T∥ = sup{∥Tx∥; x ∈ X, ∥x∥ ≤ ١}.

فضائͬ B(X,Y ) که است ذکر قابل .∥Tx∥ = ∥x∥ ،x ∈ X هر برای هرگاه است خطͬ طولپایی T عملͽر

[۴.۵ قضیه ،١٩] باشد. باناخ فضائͬ Y اگر وفقط اگر است باناخ

در باشد. طولپا و کراندار خطͬ تبدیل T : X −→ Y و باناخ فضای دو Y و X کنید فرض .١.١.١ قضیه

است. Y از بسته�ای زیرفضای T (X)صورت این

هر که آن�جایی از آن�گاه باشد y به همͽرا T (xn) به�طوری�که باشد X در دنباله�ای (xn) کنیم فرض اثبات.

طولپایی به توجه با طرفͬ از .∥T (xn)− T (xm)∥ −→ گرفت٠ نتیجه مͬ�توان است کوشͬ همͽرا، دنباله�ی

داریم T

∥T (xn)− T (xm)∥ = ∥T (xn − xm)∥ = ∥xn − xm∥

است باناخ فضای X چون و است کوشͬ دنباله�ی ͷی (xn) ⊆ X یعنͬ این و ∥xn − xm∥ −→ ٠ لذا

و پیوستگͬ مͬ�دانیم طرفͬ از .xn −→ x که است موجود چنان x ∈ X یعنͬ است. همͽرا (xn) پس

بودن منحصر به بنا و T (xn) −→ T (x) بنابراین است. پیوسته T لذا معادلند. خطͬ نگاشت�های کرانداری

است. بسته T (X) بنابراین y ∈ T (X)پس .T (x) = y حد

فرض مͬ�دهیم. نمایش X∗ با و نامیده X اول دوگان را B(X,C) باناخ فضای ،X نرمدار فضای برای

به�صورت را T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗)نگاشت T ∈ B(X,Y ) برای باشند نرمدار فضای دو Y Xو کنید

T ∗(y∗)(x) = y∗(T (x)) (∀y∗ ∈ Y ∗, x ∈ X)

.∥T ∗∥ = ∥T∥ کنید توجه مͬ�شود. نامیده T ترانهاده یا الحاقͬ T ∗ نگاشت مͬ�کنیم. تعریف

[٢۴] باناخ١). (هان ٢.١.١ قضیه

را f آن�گاه باشد، M بر کراندار خطͬ تابعک ͷی f و X نرمدار خطͬ فضای از فضایی زیر M هرگاه (١)

.∥F∥ = ∥f∥ که داد توسیع Xطوری بر F مانند کراندار خطͬ تابعک ͷی به مͬ�توان

f مانند کراندار خطͬ تابعک ͷی آن�گاه x٠ ̸= ٠ و x٠ ∈ X و بوده نرمدار خطͬ فضای ͷی X اگر (٢)

کند. مͬ جدا Xرا ∗Xنقاط به�ویژه .f(x٠) = ∥x٠∥ به�طوری�که دارد وجود

١Hahn Banach
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فضای ͷی ،α ∈ J هر برای Sα و اندیس مجموعه�ی ͷی J دلخواه، مجموعه�ی ͷی S کنید فرض

صورت این در مͬ�گیریم. نظر در را نگاشتها Fاز = {fα : S −→ Sα; α ∈ J} خانواده توپولوژیͷباشد.

خانواده به�وسیله S روی شده القا توپولوژی است پیوسته fα هر آن برای که را S روی توپولوژی کوچͺترین

مجموعه�هایی توسط شده تولید توپولوژی همان F خانواده توسط شده القا توپولوژی واقع در مͬ�نامیم. {fα}

است زیر شͺل به

{f−١
α (Uα); α ∈ J است باز Sα در Uα}.

توپولوژی ∗Xرا Xتوسط روی شده القا توپولوژی صورت این در باشد. نرمدار فضای ͷیX فرضکنید

نرمدار، فضای ͷی روی ضعیف توپولوژی دیͽر عبارت به مͬ�دهیم. نمایش τw با را آن و Xگوئیم ضعیفروی

گوئیم باشد. پیوسته توپولوژی آن به نسبت دوگان عضو هر که طوری به است فضا آن روی توپولوژی کوچͺترین

هرگاه ،xα
w−→ x مͬ�نویسیم و است همͽرا x ∈ X عنصر ͷی به ضعیف طور به X عناصر از (xα)α∈I تور

،f(xα) −→ f(x) اگر وتنها اگر xα
w−→ x واقع در باشد. همͽرا x به توپولوژیضعیف به Xنسبت در (xα)

.f ∈ X∗ هر برای

برای x̂(f) = f(x) با را x̂ : X∗ −→ Cنگاشت x ∈ X برای باشد. نرمدار فضای ͷیX فرضکنید

مͬ�دهیم قرار حال است. خطͬ طولپایی

 X −→ X∗∗

x 7−→ x̂
نگاشت مͬ�کنیم. تعریف f ∈ X∗ هر

X̂ = {x̂; x ∈ X}.

در نامتناهͬ بعد با باناخ فضاهای برای تساوی این اما .X̂ = X∗∗ آن�گاه باشد بعد متناهͬ فضای ͷی X � اگر

انعکاسͬ X گوئیم دهد رخ X̂ = X∗∗ تساوی فضاهایی چنین در که حالتͬ در نیست. برقرار کلͬ حالت

است.

Xانعکاسͬ صورت این در باشد. باناخ Xیͷفضای فرضکنید [١۶٠ صفحه ،٢۴ تمرین ،١٩] .٣.١.١ گزاره

باشد. ∗Xانعکاسͬ اگر تنها و اگر است

نمایش τw∗ با را آن و ∗Xمͬ�نامیم روی توپولوژیضعیفستاره را X̂ ∗Xتوسط روی شده القا توپولوژی

تنها و اگر fα
w∗
−−→ f مͬ�نویسیم و همͽراست f به (fα)α تور ستاره ضعیف توپولوژی در واقع در مͬ�دهیم.

.fα(x) −→ f(x) ،x ∈ X هر برای اگر

از است Xعبارت نرمدار فضای ͷی در بسته یͺه�ی گوی مͬ�کنیم یادآوری بعدی قضیه بیان از قبل

S = {x ∈ X; ∥x∥ ≤ ١}.

x∗∗ ∈ X̂ صورت این در x∗∗ ∈ X∗∗ و باشد باناخ Xیͷفضای فرضکنید [۶.٢ قضیه ،٢۶] .۴.١.١ قضیه

باشد. -پیوسته w∗ ،x∗∗ اگر تنها و اگر

X∗ در بسته یͺه�ی گوی آن�گاه باشد باناخ فضای ͷیX اگر [٣.١۵ قضیه ،٢۴] آلاغلو٢). (باناخ ۵.١.١ قضیه

٢Banach-Alaoglu

۶



است. فشرده ستاره ضعیف توپولوژی به نسبت

نگاشت ͷی T : X −→ Y و باناخ فضای دو Y Xو کنید فرض [ ١۵.١١.٣.V قضیه ،١۵] .۶.١.١ قضیه

باشد. -پیوسته w- w ،T اگر تنها و اگر است پیوسته T صورت این در باشد خطͬ

X∗∗ در ستاره ضعیف توپولوژی Xبا گاه آن باشد باناخ فضای ͷیX اگر [١١] (گلدشتاین٣). ٧.١.١ قضیه

به�طوری�که است Xموجود در (xα) تور ،F ∈ X∗∗ هر برای دقیق�تر، طور به . (X̂
w∗

= X∗∗)است چͽال

.x̂α
w∗
−−→ F و ∥xα∥ ≤ ∥F∥ ،α هر ازای به

هرگاه است محدب C ⊆ X مجموعه X نرمدار فضای در که مͬ�کنم یادآوری بعد قضیه�ی ارائه از قبل

.tC + (١− t)C ⊆ C ،t ∈ [٠,١] هر برای

در Xباشد. محدب مجموعه زیر ͷی E و نرمدار فضای ͷیX فرضکنید [١٢.٣ قضیه ،٢۴] .٨.١.١ قضیه

.(Ew
= E

∥.∥
) نرم. توپولوژی با E بستار با است برابر ضعیف توپولوژی به نسبت E بستار صورت این

خطͬ تبدیل ͷی T : X −→ Y و X در باز یͺه گوی U و نرمدار فضای دو Y و X کنیم فرض

باشد. فشرده ضعیف به�طور� T (U)
w اگر است فشرده ضعیف به�طور T باشد.گوئیم

گزاره�های صورت این در باشد. خطͬ تبدیل ͷی T : X −→ Y کنید فرض [۵.۵ قضیه ،١٠] .٩.١.١ گزاره

معادلند. زیر

است. فشرده ضعیف به�طور T (١)

.T ∗∗(X∗∗) ⊆ Ŷ (٢)

است. فشرده ضعیف به�طور T ∗ (٣)

.n,m −→ ∞ xn−xmوقتͬ
w−→ ٠ هرگاه به�طورضعیفکوشͬگوئیم Xرا باناخ فضای در (xn) دنباله

ضعیف به�طور کوشͬ ضعیف به�طور دنباله�ی هر هرگاه گوئیم کامل دنباله�ای ضعیف به�طور را X باناخ فضای

باشد. همͽرا

باناخ مدول�های و جبرها ١-٢

برای هرگاه گوئیم جبر ͷی را

 A×A −→ A

(x, y) 7−→ xy
ضرب نگاشت با همراه C میدان روی A برداری فضای

باشد. برقرار زیر شرایط α ∈ C و x, y, z ∈ A هر

٣Goldestine

٧



.(xy)z = x(yz) (١)

.(y + z)x = yx+ zx و x(y + z) = xy + xz (٢)

.(αx)y = α(xy) = x(αy) (٣)

،x ∈ A هر برای که باشد موجود مͬ�دهیم نشان ١ با را آن که ناصفر عنصری هرگاه گوئیم یͺدار را A جبر

هر برای و بوده جبر ͷی A هرگاه گوئیم نرمدار جبر ͷی را (A, ∥.∥) نرمدار فضای .١x = x١ = x

گوئیم. باناخ یͷجبر را آن باشد باناخ فضای ͷی (A, ∥.∥) نرمدار جبر هرگاه .∥xy∥ ≤ ∥x∥∥y∥ ،x, y ∈ A

هرگاه مͬ�نامیم A برای (راست) چپ تقریبی یͷهمانͬ را (eα) ⊆ A تور باشد نرمدار جبر ͷی A فرضکنید

هم و چپ تقریبی همانͬ ͷی هم (eα) اگر .(∥aeα − a∥ −→ ٠) ∥eαa− a∥ −→ ٠ ، a ∈ A هر برای

به�عنوان هرگاه گوئیم کراندار را (eα) تقریبی همانͬ گوئیم. تقریبی همانͬ را آن باشد راست تقریبی همانͬ ͷی

نامیم. کراندار تقریبی یͷهمانͬ را (eα)حالت این در باشد. کراندار A از مجموعه�ای زیر

a, b ∈ A هر برای هرگاه Aگوئیم روی برگشت۴ ͷی را

 A −→ A

a 7−→ a∗
نگاشت باشد جبر ͷیA فرضکنید

λ ∈ C و (a+ b)∗ = a∗ + b∗, (a∗)∗ = a,

(ab)∗ = b∗a∗, (λa)∗ = λa∗.

∥a∗∥ = ∥a∥ ،a ∈ A هر برای و باشد جبر - ∗ ͷی A باناخ جبر اگر گوئیم. جبر - ∗ ͷی را (A, ∗) زوج

نامیم. باناخ جبر - ∗ͷی را آن آن�گاه

که یͺدار جبر - C∗ ͷی .∥a∗a∥ = ∥a∥٢ ،a ∈ A هر برای هرگاه گوئیم -جبر C∗ ͷی را A باناخ جبر - ∗

مͬ�نامیم. W-جبر ∗ ͷی را باشد باناخ فضای ͷی دوگان

هر صورت این در باشد -جبر W ∗ ͷی M و -جبر C∗ ͷی N کنید فرض [٩.⨿ نتیجه ،١] .١.٢.١ گزاره

Mاست. ∗Mپیش�دوگان که است، فشرده ضعیف ∗Mبه�طور به N از کراندار و خطͬ نگاشت

دوخطͬ ϕ : X × Y −→ Z نگاشت باشند. C میدان روی نرمدار فضاهای Z و Y ،X کنید فرض

اگر مͬ�شود نامیده

باشد. خطͬ

 X −→ Z

x 7−→ ϕ(x, y)
نگاشت y ∈ Y هر برای (١)

باشد. خطͬ

 Y −→ Z

y 7−→ ϕ(x, y)
نگاشت x ∈ X هر برای (٢)

۴Involution
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به�طوری�که باشد داشته Mوجود > ٠ اگر گوئیم کراندار را ϕ : X × Y −→ Z دوخطͬ نگاشت

∥ϕ(x, y)∥ ≤ M∥x∥∥y∥ (∀x ∈ X, y ∈ Y ).

مͬ�کنیم تعریف حالت این در

∥ϕ∥ = sup{∥ϕ(x, y)∥; ∥x∥ ≤ ١, ∥y∥ ≤ ١}.

مͬ�دهیم قرار و

B(X,Y ;Z) = {ϕ : X × Y −→ Z; است کراندار و دوخطͬ ϕ}.

اگر مͬ�نامیم چپ باناخ -مدول A ͷی را X باشد. باناخ فضای ͷی X و باناخ جبر ͷی A کنید فرض

تساوی x ∈ X و a, b ∈ A هر برای که باشد موجود

 A×X −→ X

(a, x) 7−→ a · x
کراندار و دوخطͬ نگاشت

باشد. برقرار (ab) · x = a · (b · x)

باناخ -مدول Aͷی را X باشد، مشابهͬ خواص دارای

 X ×A −→ X

(x, a) 7−→ x · a
مدولͬ ضرب که صورتͬ در

راستمͬ�نامیم.

و باشد چپ باناخ مدول - Aͷی و راست باناخ مدول - Aͷی اگر مͬ�گوئیم باناخ -دومدول Aͷی Xرا

(a · x) · b = a · (x · b) (∀a, b ∈ A, x ∈ X)

X∗ آن�گاه باشد چپ باناخ مدول - A ͷی X اگر باشد. آن دوگان X∗ و باناخ فضای ͷی X کنید فرض

X اگر همچنین .(f · a)(x) = f(a.x) و

 X∗ ×A −→ X∗

(f, a) 7−→ f · a
که است راست باناخ مدول - Aͷی

و

 A×X∗ −→ X∗

(a, f) 7−→ a · f
که است چپ باناخ مدول - Aͷی X∗ آن�گاه باشد راست باناخ مدول - Aͷی

.(a · f)(x) = f(x.a)

چپ تقریبی همانͬ دارای A باناخ جبر کنید فرض [١٠.١١ قضیه ،٧] کوهن۵). (فاکتورگیری ٢.٢.١ قضیه

صورت این در باشد چپ باناخ -مدول AͷیX و کراندار

A.X = {a.x; a ∈ A, x ∈ X}

است. برقرار نیز راست باناخ -مدول A برای مشابه نتیجه�ی Xاست. از بسته زیرفضای ͷی

۵Cohen factorization
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باناخ جبرهای دوم دوگان ١-٣

A∗∗وA∗ فضاهای صورت این در باشند. A دوم دوگان A∗∗ و اول دوگان A∗ باناخ، جبر ͷی A کنید فرض

داریم a, x ∈ A و f ∈ A∗،F ∈ A∗∗ هر برای درحالͬ�که هستند -دومدول A دو (a · f)(x) = f(x.a)

(f · a)(x) = f(a.x)

 (a · F )(f) = F (f · a)

(F · a)(f) = F (a · f)

f ∈ A∗ ، F,G ∈ A∗∗ هر برای و داده نشان ⋄ و ◦ نماد با ترتیب به را A∗∗ روی ۶ آرنز ضرب دومین و اولین

مͬ�کنیم تعریف زیر به�صورت a ∈ A و (F ◦G)(f) = F (G ◦ f)

(G ◦ f)(a) = G(f.a)

 (F ⋄G)(f) = G(f ⋄ F )

(f ⋄ F )(a) = F (a · f)

زیر روابط a, x ∈ A و f ∈ A∗ ،F ∈ A∗∗ هر برای باشد. باناخ جبر ͷی A کنید فرض .١.٣.١ گزاره

برقرارند.

f ⋄ â = f · a و â ◦ f = a · f (١)

â ⋄ F = â ◦ F = a · F (٢)

F ⋄ â = F ◦ â = F · a (٣)

â ⋄ b̂ = â ◦ b̂ = âb (۴)

پذیرند. شرکت آرنز دوم و اول های ضرب (۵)

∥f ⋄ F∥ ≤ ∥f∥∥F∥ و ∥G ◦ f∥ 6 ∥G∥∥f∥ (۶)

∥F ⋄G∥ ≤ ∥F∥∥G∥ و ∥F ◦G∥ 6 ∥F∥∥G∥ (٧)

است. باناخ جبر ͷی آرنز های ضرب از کدام هر همراه به A∗∗ (٨)

باشد دلخواه b ∈ A کنیم فرض اثبات.

(١)

(â ◦ f)(b) = â(f · b) = (f · b)(a) = f(ba) = (a · f)(b)

و

(f ⋄ â)(b) = â(b · f) = (b · f)(a) = f(ab) = (f · a)(b)

۶Arens product

١٠



(٢)

(â ◦ F )(f) = â(F ◦ f) = (F ◦ f)(a) = F (f · a) = (a · F )(f)

و

(â ⋄ F )(f) = F (f ⋄ â) = F (f · a) = (a · F )(f) = (â ◦ F )(f)

(٣)

(F ◦ â)(f) = F (â ◦ f) = F (a · f) = (F · a)(f)

و

(F ◦ â)(f) = F (â ◦ f) = F (a · f) = (f ⋄ F )(a) = â(f ⋄ F ) = (F ⋄ â)(f)

âو ⋄ b̂ = â ◦ b̂ داریم (٣) و (٢) قسمت�های طبق (۴)

(â ◦ b̂)(f) = â(b̂ ◦ f) = â(b · f) = (b · f)(a) = f(ab) = âb(f)

زیرا است پذیر شرکت آرنز اول ضرب (۵)

((H ◦ f) · a)(b) = (H ◦ f)(ab) = H(f · (ab)) = H((f · a) · b) = (H ◦ (f · a))(b)

پس

(G ◦ (H ◦ f))(a) = G((H ◦ f).a) = G(H ◦ (f.a)) = (G ◦H)(f.a) = ((G ◦H) ◦ F )(a)

درنتیجه و

((F ◦G) ◦H)(f) = (F ◦G)(H ◦ f) = F (G ◦ (H ◦ f))

= F ((G ◦H) ◦ f) = (F ◦ (G ◦H))(f)

است. مشابه به�طور نیز آرنز دوم ضرب پذیری شرکت

(۶)

∥G ◦ f∥ = sup
∥a∥6١

|(G ◦ f)(a)| = sup
∥a∥6١

|G(f · a)|

6 ∥G∥ sup
∥a∥6١

∥f · a∥ 6 ∥G∥∥f∥.

.∥f ⋄ F∥ ≤ ∥f∥∥F∥ داریم مشابه به�طور و

(٧)

∥F ◦G∥ = sup
∥f∥6١

|(F ◦G)(f)| = sup
∥f∥6١

|F (G ◦ f)|

6 ∥F∥ sup
∥f∥6١

∥G ◦ f∥ 6 ∥F∥∥G∥.

١١


