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به تقدیم

ایثارش سجده که مهربانم و دلسوز مادر همگامی و همراهی همدلی�، بر بیکران سپاس
من به را مهربانی لحظه�هاي بارش گهر دامان و پروراند وجودم در را محبت گل

آموخت.



الخالق یشکر لم المخلوق یشکر لم من
آدمی اتفاق�، به تا ساخت مرکبروح را عقل و عقل سفیر را آن و آفرید را اندیشه سپاسکه را خداي

سازند. رهنمون مقصود منزل سر کمال مسیر در را

ارجمندم و گرانقدر استاد راهنمایی�هاي و زحمات از دانش، حرمت به احترام پاس به

صادقی دکتر آقاي جناب
ایشان مساعدت و یاري از ارشد دوره مراحل تمام در و داشته عهده بر را تحقیق این نظارت که

دارم. را قدردانی و تشکر نهایت بوده�ام، برخوردار

نتیجه به در زیادي زحمات که شاطري لعل طیبه دکتر خانم عزیزم استاد از همچنین

سپاسگزارم. صمیمانه کردند، راهنمایی مهم این در مرا دلسوزانه و داشتند عهده بر نامه پایان این رسیدن

تشکر نهایت گرفتند، عهده به را پایان�نامه این داوري که جمال عارفی اکبر علی دکتر آقاي جناب از

افتخار که مقدسی دکتر آقاي جناب ریاضی دانشکده محترم رئیس از همچنین دارم. را قدردانی و

خواهانم. متعال خداي از را ایشان سلامتی و موفقیت آرزوي و سپاسگزارم داشتم، نیز را شاگردیشان

آزادي�فر بهاره
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پیشگفتار
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1 فصل
مقدماتی قضایاي و مفاهیم

بخش مدولار؛ فضاهاي در مقدماتی قضایاي و مفاهیم اول، بخش در است. بخش سه شامل فصل این

متریک فضاهاي در مثال�هایی تعاریفو بخشپایانی، در و مدولار تابع فضاهاي در مقدماتی مفاهیم دوم،

می�شود. بیان مدولار

مدولار فضاهاي 1.1
می�گردد. بیان مقدماتی قضایاي و مدولار فضاهاي از مثال�هایی و تعاریف بخش، این در

گوئیم، مدولار1 را ρ : X −→ [0,∞] تابع C یا R روي برداري یکفضاي X کنید فرض .1.1 تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط x, y ∈ X هر براي هرگاه

�x؛ = 0 اگر تنها و اگر ρ(x) = 0 .1

|�؛ α |= 1 هرگاه ρ(αx) = ρ(x) .2

.�α+ β = 1 و α, β ≥ 0 هرگاه ρ(αx+ βy) ≤ ρ(x) + ρ(y) .3

جایگزین s ∈ (0, 1] که αs + βs = 1 و α, β ≥ 0 براي ρ(αx+ βy) ≤ αsρ(x) + βsρ(y) شرط اگر .4
1 Modular



مدولار2 فضاهاي 1.1

نامیم. 3 محدب مدولار s = 1 براي و 2 s-محدب مدولار را ρ شود (3) شرط

صورت این در ،X = Lp([a, b]) فرضکنید .2.1 مثال

ρ(x) =

∫ b

a

|x|pdm

است. X روي محدب یکمدولار p ≥ 1 براي و محدب p−مدولار ،0 < p < 1 براي

آن�گاه باشد X روي یکمدولار ρ اگر .3.1 تعریف

Xρ = {x ∈ X : lim
λ→0

ρ(λx) = 0},

می�شود. نامیده 4 مدولار فضاي

تعریف (3) شرط از استفاده با صورت این در 0 < a < b کنید فرض است. صعودي تابعی ρ .4.1 نکته

داریم y = 0 دادن قرار و مدولار

ρ(ax) = ρ
(a
b
(bx)

)
≤ ρ(bx).

برقرار زیر شرایط x, y ∈ X هر براي هرگاه گوئیم 5 نرم −F را ∣∣.∣∣ : X −→ [0,∞] تابعی .5.1 تعریف

باشد:

،�x = 0 اگر وتنها اگر ∣∣x∣∣ = 0 .1

،|α| = 1 و باشد یکاسکالر α هرگاه ∣∣αx∣∣ = ∣∣x∣∣ .2
،∣∣x+ y

∣∣ ≤ ∣∣x∣∣+ ∣∣y∣∣ .3
.∣∣αkxk − αx

∣∣ −→ 0 آن�گاه αk −→ α و ∣∣xk − x
∣∣ −→ 0 که {xk} ⊆ X دنباله هر براي اگر .4

2 s- Convex modular
3 Convex modular
4Modular space
5F- Norm



مدولار3 فضاهاي 1.1

است. ∣∣αx∣∣ = |α|s
∣∣x∣∣ شرط با نرم −F یک نرم، −s

آن�گاه باشد X در یکمدولار ρ اگر .6.1 قضیه
∣∣x∣∣

ρ
= inf

{
α > 0 : ρ

(x
α

)
≤ α

}

می�باشد: زیر ویژگی�هاي داراي و است Xρ در نرم −F یک

،∣∣x1∣∣ρ ≤
∣∣x2∣∣ρ آن�گاه ρ(λx1) ≤ ρ(λx2) ،x1, x2 ∈ Xρ و λ > 0 هر براي اگر .1

است، 6 نانزولی ∣∣αx∣∣
ρ
تابع ،α ≥ 0 براي آن�گاه x ∈ Xρ اگر .2

.ρ(x) ≤ ∣∣x∣∣
ρ
آن�گاه ،∣∣x∣∣

ρ
< 1 اگر .3

آن�گاه 0 < s ≤ 1 و محدب مدولار −sیک ρ اگر

∥x∥sρ = inf

{
α > 0 : ρ

(
x

α
1
s

)
≤ 1

}

لوگزامبرگ براينرم همچنین شود، ∣∣x∣∣
ρ
جایگزین ∥x∥sρ اگر ویژگی�هاي(3)-(1) Xاستو در یکs−نرم

می�باشند. برقرار نیز (∥x∥ρ = inf
{
α > 0 : ρ

(
x
α

)
≤ 1
} ) 7

� کنید. رجوع [20] مرجع 1.5 قضیه�ي به برهان.

آن�گاه k = 1, 2, . . . براي xk ∈ Xρ و x ∈ Xρ اگر باشد. X در مدولار یک ρ کنید فرض .7.1 قضیه

اگر است. λ > 0 هر براي limk→∞ ρ(λ(xk − x)) = همگرایی0 هم�ارز limk→∞
∣∣xk − x

∣∣
ρ
= همگرایی0

است Xρ فضاي در کوشی دنباله یک |.|ρ نرم −F به توجه با {xk}k آن�گاه k = 1, 2, · · · براي xk ∈ Xρ

در محدب مدولار −sیک ρ اگر .ρ(λ(xk − xl)) −→ 0 ،k, l → ∞ وقتی λ > 0 هر براي اگر تنها و اگر

است. برقرار شده گفته مطالب ∥x∥sρ کردن جایگزین با آن�گاه باشد، X
6 Nondecreasing
7Luxemburg norm



مدولار4 فضاهاي 1.1

� کنید. رجوع [20] مرجع 1.6 قضیه�ي به برهان.

باشد: مدولار فضاي (X, ρ) فرضکنید .8.1 تعریف

.n −→ ∞ هنگامیکه ρ(xn−x) −→ 0 هرگاه گوئیم، x ∈ Xρ به 8 ρ−همگرا ،{xn}n ⊆ Xρدنباله�ي .1

.n,m −→ ∞ که هنگامی ρ(xn − xm) −→ 0 هرگاه گوئیم، 9 ρ−کوشی ،{xn}n ⊆ Xρ دنباله�ي .2

از عضوي به همگرا −ρ ،C در دنباله یک حد −ρ هرگاه گوئیم، 10 بسته −ρ ،C ⊆ Xρ مجموعه�ي .3

گوئیم. ρ مفهوم در C 11 بستار را Cρ باشد. C

به همگرا -ρ ،C در کوشی −ρدنباله�ي هر هرگاه می�شود، نامیده 12 کامل −ρ ،C ⊆ Xρ مجموعه�ي .4

باشد. C از عضوي

مانند دنباله�اي زیر ،C در {xn}دنباله�ي هر براي هرگاه گوئیم، 13 فشرده −ρ را C ⊆ Xρ مجموعه�ي .5

باشد. x ∈ C به همگرا −ρ ،{xnk
}

هرگاه گوئیم، 14 کراندار −ρ را C ⊆ Xρ مجموعه�ي .6

δρ(C) = sup{ρ(x− y); x, y ∈ C} <∞

می�شود. نامیده C مجموعه 15 قطر −ρ ،δρ(C) که

می�شود: تعریف زیر صورت به C و x بین 16 فاصله −ρ ،C ⊆ Xρ و x ∈ Xρ فرضکنید .7

dρ(x,C) = inf{ρ(x− y); y ∈ C}
8 Convergent
9Cauchy
10Closed
11Closure
12Complete
13Compact
14Bounded
15Diameter
16Distance



مدولار5 فضاهاي 1.1

هرگاه دارد، 17 فاتو خاصیت ρ ،x, y ∈ Xρ هر براي .9.1 تعریف

ρ(x− y) ≤ lim inf
n→∞

ρ(xn − yn)

.limn→∞ ρ(yn − y) = 0 و limn→∞ ρ(xn − x) = 0 که صورتی در

گوي18 −ρ ،r ≥ 0 و x ∈ Xρ هر براي اگر تنها و اگر می�کند، صدق فاتو خاصیت در ρ .10.1 ملاحظه

باشد. بسته −ρ ،Bρ(x, r) = {y ∈ Xρ : ρ(x− y) ≤ r}

چون .x ∈ Bρ(0, r) می�کنیم ثابت ρ(xn − x) −→ 0 که xn ∈ Bρ(0, r) کنید فرض برهان.

.x ∈ Bρ(0, r) نتیجه در .ρ(x) ≤ lim infn→∞ ρ(xn) ≤ r لذا دارد فاتو خاصیت ρ و ρ(xn) ≤ r

است بسته گوي −ρ چون .r = lim infn→∞ ρ(xn) که طوري به xn, x ∈ Bρ(0, r) کنید فرض بالعکس:

� .ρ(x) ≤ r = lim infn→∞ ρ(xn) دیگر عبارت به ρ(x)؛ ≤ r

آن�گاه limn→∞ ρ(xn) = 0 اگر می�کند صدق ∆2 شرط در ρ .11.1 تعریف

lim
n→∞

ρ(2xn) = 0.

می�دهد. نتیجه را ρ−همگرایی نرم، همگرایی .12.1 قضیه

کند. صدق ∆2 شرط در ρ اگر تنها و اگر معادلند Xρ در همگرایی −ρ و نرم همگرایی

� کنید. رجوع [20] مرجع 18 صفحه�ي به برهان.

و φ(0) = 0 باشد، پیوسته ،t ≥ 0 هر براي و نانزولی تابعی φ : R −→ [0,∞) کنید فرض .13.1 مثال

(Ω,Σ, µ) همچنین .φ(t) −→ ∞ کند میل بی�نهایت سمت به t که هنگامی و φ(t) > 0 ،t > 0 هر براي

باشد، اندازه�پذیر −Σ و متناهی µ− a.e. مقدار (مختلط) حقیقی توابع فضاي X و باشد اندازه یکفضاي
17Fatou property
18Ball
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صورت این در

ρφ(x) =

∫
Ω

φ(|x(t)|)dµ (x ∈ X)

نماد با و گوئیم اُرلیخ19 فضاي را ρφ مدولار توسط شده تولید مدولار فضاي است. X روي یکمدولار

می�دهیم. نمایش Lφ

مدولار تابع فضاهاي 2.1
می�شویم. آشنا غیره و بودن کوشی همگرایی، شبه�مدولار، محدبمنظم تابع مفاهیمیچون بخشبا این در

زیر از حلقه −δ یک P و Ω مجموعه�هاي زیر از نابدیهی جبر −σ ،Σ و ناتهی مجموعه���������������������������اي Ω کنید فرض

از صعودي دنباله�اي فرضکنید باشد. E ∩A ∈ P ،A ∈ Σ و E ∈ P هر براي که طوري به Ωمجموعه�هاي

تکیه�گاه�هایی با ساده توابع همه�ي فضايخطی دارد. Ωوجود =
∪
Kn طوريکه Knبه ∈ P مجموعه�هاي

M∞ دیگر عبارت (به ∞Mنمایشمی�دهیم. با را یافته گسترش اندازه�پذیر توابع همه فضاي و E با را P از

هر براي و |gn| ≤ |f | که دارد وجود {gn} ⊂ E دنباله که طوري به f : Ω → [−∞,∞] توابع مجموعه

می�دهیم. نمایش 1A با را A مجموعه مشخصه تابع .(gn(ω) → f(ω) ،ω ∈ Ω

منظم محدب تابع را ρ باشد. محدب و زوج تابع ρ : M∞ −→ [0,∞] کنید فرض .14.1 تعریف

باشد: داشته را زیر شرایط هرگاه گوئیم شبه�مدولار20

ρ(0)؛ = 0 .1

(21 یکنواست ρ) ρ(f)؛ ≤ ρ(g) آن�گاه |f(ω)| ≤ |g(ω)| ،f, g ∈ M∞ و ω ∈ Ω هر براي اگر .2

ρ(f1A∪B)؛ ≤ ρ(f1A)+ρ(f1B)باشیم A∩Bداشته ̸= ∅ طوريکه A,Bبه ∈ Σ و f ∈ M∞ برايهر .3

است) زیرجمعی22 متعامد ρ)
19Orlicz space
20Regular convex function pseudomodular
21Monotone
22Orthogonally subadditive
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دارد) فاتو خاصیت ρ) ρ(fn)؛ ↑ ρ(f) آن�گاه |fn(ω)| ↑ |f(ω)| ،f ∈ M∞ و ω ∈ Ω هر براي اگر .4

است) E در ترتیبی23 پیوسته ρ) .ρ(gn) ↓ 0 آن�گاه |gn(ω)| ↓ 0 و gn ∈ E اگر .5

،P (ω) خاصیت همچنین .ρ(g1A) = 0 ،g ∈ E هر براي هرگاه گوئیم، صفر24 −ρ را A ∈ Σ مجموعه

باشد. صفر −ρ ،{ω ∈ Ω; نباشد برقرار P (ω)خاصیت} مجموعه هرگاه است برقرار ρ− a.e.

باشد. شبه�مدولار منظم تابع ρ فرضکنید .15.1 تعریف

f؛ = 0 ρ− a.e. آن�گاه ρ(αf) = 0 ،α > 0 هر براي اگر گوئیم نیم�مدولار25 منظم محدب تابع را ρ .1

f؛ = 0 ρ− a.e. آن�گاه ρ(f) = 0 اگر گوئیم مدولار26 منظم محدب تابع را ρ .2

می�دهیم. نمایش ℜ با را Ω روي تعریفشده مدولار منظم محدب ناصفر توابع همه رده�ي

،(∥.∥ρ) لوگزامبرگ نرم ،(Lρ) مدولار تابع فضاي چون مفاهیمی .ρ ∈ ℜ کنید فرض .16.1 ملاحظه

می�شود. تعریف قبل بخش مشابه غیره، و همگرایی فاتو، خاصیت ،∆2 شرط

−ρ را λ : C −→ [0,∞] تابع باشد. بسته −ρ و ناتهی مجموعه زیر C ⊂ Lρ کنید فرض .17.1 تعریف

،Cα = {f ∈ C; λ(f) ≤ α} مجموعه ،α > 0 هر براي هرگاه گوئیم، (بالایی28) 27 پایینی نیم�پیوسته

باشد. بسته −ρ (Cα = {f ∈ C; λ(f) ≥ α})

λ(f) ≤ lim infn→∞ λ(fn) شرط معادل پایینی(بالایی) نیم�پیوسته −ρ که کنید توجه

.ρ(fn − f) −→ 0 ،f, fn ∈ C براي هرگاه (lim supn→∞ λ(fn) ≤ λ(f))

و L◦
ρ = {f ∈ Lρ; باشد ترتیبی پیوسته ρ(.)} کنید تعریف .18.1 گزاره

23Order continuous
24Null
25Regular convex function semimodular
26Regular convex function modular
27Lower semicontinuos
28Upper semicontinuos
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داریم صورت این در Eρ = {f ∈ Lρ;λf ∈ L◦
ρ (λ > 0)}

Eρ ⊂ L◦
ρ ⊂ Lρ.

� .[16] به ك. ر. برهان.

.ρ ∈ ℜ فرضکنید .19.1 گزاره

است. کامل −ρ ،Lρ .1

است. بسته −ρ ،Bρ(f, r) گوي −ρ .2

برهان.

ρ−کوشی دنباله�اي {fn}n و باشد شده داده ε > 0 کنید فرض دارد. فاتو خاصیت لذا ρ ∈ ℜ چون .1

با .fnk
−→ f ρ − a.e که طوري به دارد وجود fاي و {fnk

} دنباله زیر صورت این در باشد،

بزرگ کافی اندازه به nهاي براي فاتو لم به توجه

ρ(f − fn) ≤ lim inf ρ(fnk
− fn) ≤ ε.

.ρ(fn − f) −→ 0 بنابراین

فاتو خاصیت ρ چون .g ∈ Bρ(f, r) می�کنیم ثابت ρ(fn − g) −→ 0 که fn ∈ Bρ(f, r) کنید فرض .2

لذا دارد

ρ(g − f) ≤ lim inf
n→∞

ρ(fn − f) ≤ r.

.g ∈ Bρ(f, r) نتیجه در

�
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متریکمدولار فضاهاي 3.1
می�گردد. مطرح متریکمدولار29 فضاهاي از مثال�هایی و تعاریف بخش این در

هرگاه گوئیم، X مجموعه روي متریکمدولار را ω : (0,∞)×X ×X −→ [0,∞] تابع .20.1 تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط و x, y, z ∈ X هر براي

x؛ = y اگر تنها و اگر ωλ(x, y) = 0 ،λ > 0 هر براي .1

,ωλ(x؛ y) = ωλ(y, x) ،λ > 0 هر براي .2

.ωλ+µ(x, y) ≤ ωλ(x, z) + ωµ(z, y) ،λ, µ > 0 هر براي .3

گوئیم. شبه�متریکمدولار را ω آن�گاه ωλ(x, x) = 0 ،λ > 0 و x ∈ X هر براي اول شرط جاي به اگر

در است. نانزولی (0,∞) روي 0 < λ 7→ ωλ(x, y) ∈ [0,∞] تابع ،x, y ∈ X هر براي .21.1 ملاحظه

آن�گاه x, y ∈ X هر براي 0 < µ < λ اگر حقیقت

ωλ(x, y) ≤ ωλ−µ(x, x) + ωµ(x, y) = ωµ(x, y).

می�شود: تعریف زیر صورت به ترتیب به چپ و راست حد [0,∞] روي λ > 0 هر براي

ωλ+0(x, y) = lim
ε→+0

ωλ+ε(x, y)

و

ωλ−0(x, y) = lim
ε→+0

ωλ−ε(x, y).

نامساوي x, y ∈ X هر براي لذا

ωλ+0(x, y) ≤ ωλ(x, y) ≤ ωλ−0(x, y).

است. قرار بر
29Modular metric space
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متریک فضاي ،x0 ∈ X فرضکنید .22.1 تعریف

Xω = {x ∈ X : lim
λ→∞

ωλ(x, x0) = 0}

زیر صورت به آن متر که

d◦ω(x, y) = inf{λ > 0 : ωλ(x, y) ≤ λ} (x, y ∈ Xω),

می�شود. نامیده مدولار یکفضاي می�شود تعریف

λ > 0 و x, y ∈ X هر براي و ρ : X −→ [0,∞] حقیقی، خطی فضاي X اگر .23.1 قضیه

ωλ(x, y) = ρ

(
x− y

λ

)

باشد. X روي متریکمدولار ω اگر وتنها اگر است X روي یکمدولار ρ آن�گاه

به 2 و 1 شرط است. متریکمدولار یک ω می�کنیم ثابت باشد یکمدولار ρ فرضکنید برهان.

داریم λ, µ > 0 و x, y ∈ X هر براي :3 شرط می�شود. اثبات سادگی

ωλ+µ(x, y) = ρ

(
x− y

λ+ µ

)

= ρ

(
x− z + z − y

λ+ µ

)

= ρ

(
x− z

λ+ µ
+
z − y

λ+ µ

)

= ρ

(
λ

λ+ µ
.
x− z

λ
+

µ

λ+ µ
.
z − y

µ

)

≤ ρ

(
x− z

λ

)
+ ρ

(
z − y

µ

)

= ωλ(x, z) + ωµ(z, y).
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به 2 و 1 شرط است. مدولار یک ρ می�کنیم ثابت باشد مدولار متریک یک ω کنید فرض بالعکس:

داریم: α+ β = 1 که α, β > 0 و x, y ∈ X هر براي :3 شرط می�شود. اثبات سادگی

ρ(αx+ βy) = ρ

(
(λ+ µ)(αx+ βy)

λ+ µ

)

= ωλ+µ ((λ+ µ)(αx+ βy), 0)

≤ ωλ ((λ+ µ)αx+ (λ+ µ)βy, (λ+ µ)βy) + ωµ ((λ+ µ)βy, 0)

= ρ

(
(λ+ µ)αx+ (λ+ µ)βy − (λ+ µ)βy

λ

)
+ ρ

(
(λ+ µ)βy

µ

)

= ρ

(
λ+ µ

λ
.

λ

λ+ µ
x

)
+ ρ

(
λ+ µ

µ
.
µ

λ+ µ
y

)

= ρ(x) + ρ(y).

� .β = µ
λ+µ و α = λ

λ+µ آن در که

می�کنیم. بیان X مجموعه روي متریکمدولار از ساده�اي مثال�هاي ادامه در

داریم: x, y ∈ X و λ > 0 فرضکنید .24.1 مثال

,ωλ(x؛ y) = 0 آن�گاه x = y اگر ،ωλ(x, y) = ∞ آن�گاه x ̸= y اگر .1

داریم: صورت این در باشد d متر با متریک یکفضاي (X, d) اگر

متریک یک ωλ(x, y) = d(x,y)
φ(λ) صورت این در باشد نانزولی تابع φ : (0,∞) −→ (0,∞) هرگاه .2

است، X روي مدولار

یکمتریکمدولار �ωλ(x, y) = 0 آن�گاه λ > d(x, y) اگر ،ωλ(x, y) = ∞ آن�گاه λ ≤ d(x, y) اگر .3

است، X روي

یکمتریکمدولار ωλ(x, y) = 0 آن�گاه λ ≥ d(x, y) اگر ،ωλ(x, y) = ∞ آن�گاه λ < d(x, y) اگر .4

است.� X روي


