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 ��$ FM��12  �T";Z _�� ���q2 �$ ���� ����	  ��$ �&5K A� �j ���� ��Z� �[�"��  �,B���AK � �,��O4�

A� �I2��M
 �&5K @��2 ��&S� �j ���� ��Z�=�Ij +*OIO� �� � .9-� � =�Ij U�� ��j?� ��O4� �� �jα ���j ��O	

{ @��"���� ���AK z{ . YD�� ���AK z. ��uO��K ���AKz0 ��2����j ���AKz- k

>O��6 �� U�]  �,B���AK �$ @"6���	 A� (Mc 9 >6���	 +O,��6 ��j?�  �,B���AK �]�4� �$ �8$ ����� �� �� �j

9�I��$ >O��6 �� @�� (��� FM��12  �T";Z  �,��O4� �*, ���$ �j +���KB�� ����� �� �� �D��5 y$��2

��^5K = �f(xk) �= ◦ ��� 9 7 &G�Z

f(xk+-) < f(xk),

9�Ij �'��$ �� \�, y$�2 ���$ �D��5 ���$ ���AK �, �j �,�B�� ��S5 - >O��6

9dk � f(xk) < ◦ 9 > &G�Z

y$�2 �I4�

φ(α) = f(xk + αdk),

>O��6 ��

φ(◦) = �f(xk)dk < ◦,

k+���� =α �X�j �]�j ��c �$ � >M�� ����1�  �A� �$ =�TO"5�� 9�IjB�� U��

f(xk + αdk) = φ(α) < φ(◦) = f(xk),

.
{
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��^5K9���$ �X�j �]�j ��c �$ α � ���$ ���c�$ 0 >O��6 ���

f(xk+-) < f(xk),

9>'� ���c�$ �O5 0 >O��6 �j �I4� @�� �$

U'�� �*�S( 7XBX7

�� αk �A��5� �H6  �T";Z �I���] �� �j ��KB�� >'� �$ ��2����j � ��uO��K ��O4� �� aOj�2 A� YD�� ���AK

x∗ ��IIj +*OIO� >*' �$ xk >j�< >'� @!*� ��^5K 9���$ �X�j ��O6 αk ���1� ��� ���� 9�IjB�� �'��$

�� ��A ��O4� =�,B
�� ���$ ��2�j A� %�I"Z�  ��$ 9�I";, ��2�j ��O6 �D��"�  �,B
�� ���A ����M5 y��' ��O6

9>'� ��&S� ��2����j ��O4� �$ �j +����

�j  ��R �$ ���� ��Z� ◦ < c0 < - = c0 �I5��  ��
 ���2����j ��O4��9 7��&W�

dk � f(xk+-) � c0dk � f(xk).

��] 9���$B�� ��A :��� �$ �IIjB��  �O���Z αk �X�j  �,B%��"5� A� - ��O4� � 0 >O��6 ��X �qI�� (OD�

:��� @�� �� 9�Ij U�� - ��O4� �� αk � ���$ ◦ < c0 < - �$ >$�E ��
 �� c0 �OIj

dk � f(xk + αkdk) � c0dk � f(xk) > dk � f(xk),

0 >O��6 �$�I$ � c0 < - ��X

dk � f(xk) < ◦,

=�h�I"� ��R �$



} �
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dk � f(xk + αkdk)− dk � f(xk) � (c0 −-)dk � f(xk)− dk � f(xk) > ◦,

>*' �$ αk U�] �D��4��5 �� ��� ��X ���$ �[� �� � ���$ �X�j ����D� �$ �5��2 �*5αk �j >'� @�� �K �I4� �j

(c0−-)dk�f(xk) > ◦, ���1� �� �K >'�� >*' �j �D�< �� ���B�� �[� �K �X >*' ��^5K =�Ij (O� �[�

�X�j ����D� �$ ����1� %��"5� A� +,�$ - ��O4� � 0 >O��6 =@�� �$�I$ 9>'� @!*��5 �j�5��B�� �c�$ >$�E

9�IIjB��  �O���Z αk  ��$

9���B�� xk+- �$ xk A� G��$ 
�� �� �
�$ αk  ��$ G��$ ���1� �� �>[� ���2B�� �X αk ����$ ���� �� ���

�"!X�j ���1� �� ��� �"< >'� αk G��$ ����1� 3�M5� �$ �j >'� @�� N,�j @��2�I2 _�� :�!S� A� �!�

��&S� ��uO��K ���AK �$ �j ��A ��O4� �$ �� �� 
��D� @�� 9��� f(x) �� (O�12 ��*, �
�$ �5��2B�� �O5 �K  ��$

9�IjB�� ��*I,� >'�

�j  ��R �$ ���� ��Z� = ◦ < c- < c0 < - = c- �I5��  ��
 ���uO��K ��O4�� 9 > ��&W�

f(xk+-) � f(xk) + c-αkdk � f(xk).

���2B�� �� ��$  ��;��5 �j +OIjB�� �Z�2 =�,�B�� >'� �$ �� %��H� �TO"5 U�] ��O4� ��X �qI�� ��,�S�  ��$

:��� �$
f(xk)− f(xk+-)

αk
� c-[−dk � f(xk)],

��S5 xk+- � xk @O$ α ���1� N���]� �$ >M;5 �� f(x) ���1� FM;5 (O�12  ��;��5 @�� �X >*' 9>��5

��*Z 9�,�B��

[−dk � f(xk)],



n �
����� ����� � ������ �� ���

dk>&Z �� � xk �� f(x) (O�12 ��5 �A��5� A� F$�7� =���$ �� >M�� 0 >O��6 �$�I$ �j 0 ��O4� >'�� >*' ��

NO	 A� %�7� �� A� ���$ αk �$ >M;5f(x) y$�2 ���1� FM;5 (O�12 �j >'� @�� 0 ��O4� �I4� @�� �$�I$ 9>'�

9���$ �"SO$ =�'�B�� xk �$ �j �"&Z �� xk �� f(x) (O�12 �A��5� ��� @OO42

��
 9�I���[� ◦ < c- < c0 < - �$ c0 � c- ���
� k��j ���6 ��A :��� �$ ���2B�� �� YD�� ���AK x	

�� �j ���$  ��R ���$ �� αk

dk � f(xk+-) � c0dk � f(xk). �{9-�

�

f(xk+-) � f(xk) + c-αkdk � f(xk). ��9-�

9+OIjB�� ��O$ ��A �O7c �� �� a�H� @�� �� �j �Ij U��

�����	�Rn 	 !�"�# $� � %&'�( %&�)�# *�� %�
	� +�,� -��./&0� f(x) 1 �
 ��2� 3	� 45���6 X7XBX7 �&]^

� Rn �( +"����(	 xk � dk 	7� ��"	�8 	9� �( �� ◦ < c- < c0 < - � c0� c- � �: (��;���'� 

dk � f(xk) < ◦,

%� -�)< % ����( ()=� ◦ � ak < bk � bk � ak (��;� >�?�@ A�2'� 

���� ��	B	 C ���D� (◦, bk) >$� �( αk 	� -�$� % 45��

���� ��	B	 � ���D� A(ak, bk) >$� �( αk 	� -�$� % 4E

��2'� .�� ��	B	 C � � ���D� �( 	� (ak, bk) >$� �( αk 	� -�$� % A!"� 	 �2 

���( ��	B α 	� -�$� % ������
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φ(α) = f(xk + αdk).

�"�"( FG�B %� �)���H�

◦ > dk � f(xk) = φ
′
(◦) = limα→� f(xk + αdk)− f(xk)

α
.

I# c- < - � dk � f(xk) < ◦ J)K

c-dk � f(xk) > dk � f(xk) = limα→� f(xk + αdk)− f(xk)

α
.

◦ < α < ε 	� -�$� % %� -�)< % (��( ()=� ε > ◦ �2��� -(�; !"� 	 �2 

c-dk � f(xk) >
f(xk + αdk)− f(xk)

α
.

L�"��( ◦ < α < ε 	� -�$� % �� !"� $�

f(xk + αdk) < f(xk) + c-αdk � f(xk). �|9-�

% M�)N !"� 	�O �( J)K (��( ()=� α∗ %� �"��( %=)
 ��'� ε -�	 !PH� ����� !"	&7�Q α∗ ��2� 3	�

%� α > ◦ 	� -�$�

f(xk + αdk) < f(xk) + c-αdk � f(xk),

Aα → ∞ %� �&B� � ��� �����	� !�"�# $� f(x) �	"$ R��� !PH� 	�O

f(xk) + c-αdk � f(xk),

J�0� !"� ���� f(x) J() �����	� � SB�2&� !"� � (���� ()=� �2�"�# J�	� � ��2�.�� ��� −∞ �H� % 

��'� .�� ��	B	 (◦, α∗) >$� �( α 	� -�$� % C ���D� � ��� ���2&� ����� (�; T" α∗ %� ��(.��
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%� �"��( %=)


f(xk + α∗dk) = f(xk) + c-α∗dk � f(xk), �}9-�

	� -�$� % %� -�)< % (��( ()=� δ > ◦ %� �"	�7.�� %U�&� f(x) �?&�)�# $� AM�)N !"� 	�O �( J)K

α∗ − δ < α < α∗ + δ

f(xk + αdk) < f(xk) + c-αdk � f(xk).

-�	 4V��6 -��,��� !"� 	 �2 

ε = α∗ + δ > α∗,

��'� .�� α∗ 5"	D
 � SB�2&� !"� � ��� ��	B	 

M�)N % J�)
.�� �� 4W��6 %� ��

f(xk + α∗dk)− f(xk) = c-α∗dk � f(xk), �n9-�

1 �
 -�	 !�?���� ����� -.%�XB J(	 ��� % � ��')� Q��

φ(α) = f(xk + αdk),

L�"��( A[◦, α∗] >$� 	 

f(xk + α∗dk)− f(xk) = φ(α∗)− φ(◦) = φ
′
(α∗∗)(α∗ − ◦), �/9-�

J)K A	8"( ��	< $� �α∗∗ ∈ (◦, α∗) �XD -�$� % 

φ
′
(α∗∗) = �f(xk + α∗∗dk),


