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یکنواخت ”فضاهای عنوان با پایان�نامه این در شده ارائه تحقیقات که می�نمایم گواهی طوسی نصیرالدین خواجه

استاد راهنمایی با ثابت” نقاط و یکنواخت موضعی انقباضی مقدار مجموعه دینامیک سیستم�های یافته، تعمیم

مطالب اصالت و صحت و شده انجام اینجانب شخص توسط مسیحا پروانه هاشم سید دکتر آقای جناب محترم

است. شده اشاره استفاده مورد مرجع به محققان دیگر کار از استفاده مورد در و می�باشد تأیید مورد شده نگارش
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نتایج مالکیت و نشر و طبع حق فرم

یا پایان�نامه کل بصورت برداری کپی .هرگونه می�باشد آن نویسنده به متعلق پایان�نامه این تکثیر و چاپ ١-حق

طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه پایه علوم دانشکده کتابخانه یا نویسنده موافقت با تنها آن از بخشی

می�باشد. مجاز

به متعلق اثر این معنوی حقوق ٢-کلیه باشد. داشته وجود شده تکثیر نسخه�ی در باید نیز صفحه این متن ضمناً

واگذاری قابل ثالث شخص به دانشگاه کتبی اجازه بدون و می�باشد طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه

نیست.

نمی�باشد. مجاز مرجع ذکر بدون پایان�نامه در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده همچنین



به: تقدیم

کرد هدیه من به را گذشت و عشق مهر، که مهربانش نگاه فروغ به مهربانم مادر

و

بخشید تجلی برایم را امید جلوه�های که مهرش پر دستان شکوه به عزیزم پدر

و

دوستانم. همه



قدردانی و تشکر

بدین تا داشت ارزانی من بر را معرفت کسب راه در تلاش و علم تحصیل توفیق که سپاس�گذارم را منان خداوند

همه�ی از می��دانم لازم خود بر اینجا در بشناسم. بهتر را رازش و رمز پر و بی�نظیر خلقت زیبایی و لطافت سبب

و مسیحا دکتر آقای جناب راهنمایم استاد ویژه به نمودند یاری پایان�نامه این تهیه�ی در را اینجانب که کسانی

کارشناسی دوره طول در بلکه پایان��نامه�ام راستای در تنها نه که نوروزی دکتر آقای جناب مشاورم استاد همین�طور

اینجانب اختیار در خالصانه داشتی چشم هیچ بی و کرده تجربیاتشان با آمیخته را دانششان و علم همواره ارشدم

نمایم. قدردانی داده�اند، قرار

امید و می�کنم تشکر قلب صمیم از بودند، کنارم در صادقانه که دوستانم همه و خانواده�ام زحمات از نیز پایان در

دهد. قرار اختیارم در را نمودن جبران فرصت و لیاقت خداوند که دارم



چکیده

از توسیعی که دنباله�ای بودن کامل از جدیدی نوع و تعمیم�یافته یکنواخت متریک فضاهای ابتدا پایان�نامه، این در

نسبت مجموعه�مقدار انقباض�های برای ندلر تلاش�های سپس می�شود. معرفی است، معمولی دنباله�ای بودن کامل

انقباضی مجموعه�مقدار نگاشت�های برای ندلر و کوویتز تلاش�های و کامل متریک فضا�های در هاسدورف متر به

در می�شوند. بیان کامل تعمیم�یافته متریک فضاهای در تعمیم�یافته هاسدورف متر به نسبت یکنواخت موضعی

مطالعه مورد هستند، یکنواخت موضعی انقباضی که مجموعه�مقدار دینامیکی سیستم�های از جدید نوع دو نهایت،

این ثابت نقاط وجود و دینامیکی فرآیندهای همگرایی کننده تضمین که می�شوند ارائه شرط�هایی و می�گیرند قرار

هستند. انقباض�ها

انقباضی یافته، تعمیم یکنواخت فضای دینامیکی، فرآیند دینامیکی، سیستم ثابت، نقظه کلیدی: کلمات

تعمیم�یافته موضعی محدب فضای یافته، تعمیم متریک فضای یافته، تعمیم متر شبه یکنواخت، موضعی



مقدمه

نگاشت آن تحت که است شرایطی بررسی یا ثابت نقاط کردن پیدا مسئله ریاضیات، در کاربردی مسائل از یکی

معمولی نگاشت�های برای ثابت نقطه قضایای مبحث در بسیاری تحقیقات تاکنون است. ثابت نقطه دارای

بحث این نیز غیرخطی آنالیز در بیشتر، و بعد، به ١٩۵٠ سال از همچنین است. گرفته صورت مقداری تک�

برای تاکنون که ثابت نقطه نتایج و قضایای از بسیاری در است. شده بررسی مجموعه�مقدار نگاشت�های برای

برای قبلا که بوده مشابه قضایای به مربوط کار مبنای و اصلی ایده است، شده ارائه مجموعه�مقدار نگاشت�های

است باناخ[٢]، کلاسیک قضیه از توسیعی موارد این جمله از داشته�اند. وجود مقداری تک معمولی نگاشت�های

انقباضی نگاشت تعریف و هاسدورف متریک از استفاده با ندلر[٢۴] شد. ارائه ندلر توسط ١٩۶٩ سال در که

مجموعه�مقدار نگاشت�های برای مجموعه�مقدار نگاشت�های برای را باناخ قضیه از مهمی توسیع مقدار، مجموعه

قضیه از الهام با که افرادی جمله از شد. واقع ریاضی�دانان کار مبنای آن از بعد مقالات از بسیاری که کرد ارائه

ریچ به می�توان پرداختند، مجموعه�مقدار نگاشت یک ثابت نقطه وجود اثبات برای نتایجی و قضایا ارائه به ندلر

کرد. اشاره [٢١] تاکاهاشی و [١٣] میزوگوچی ،[١۶]

می�پردازیم یافته تعمیم متریک فضای و آن توسیع و ثابت نقطه قضایای بررسی به ١ فصل در رساله، این در ما

به مربوط هم�ارزی کلاس�های و بررسی را یافته تعمیم متریک فضای در شده مطرح جدید مترهای ٢ فصل در و

فصل�های در شده مطرح قضایای از حاصل نتایج مقایسه به پایانی فصل در نهایت در می�کنیم، مطرح را آنها

می�پردازیم. قبلی



مطالب فهرست

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه

١١ تعمیم�یافته متریک فضاهای به متریک فضاهای از ثابت نقطه قضایای توسیع ١

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هاسدورف متریک ١.١

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باناخ انقباض اصل توسیع ٢.١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L(X,D) رده و (X,D) یکنواخت تعمیم�یافته فضای ٣.١

٢۵ � تعمیم�یافته هاسدورف فضای ٢

٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L-خانواده�ها از L(X,D) رده�های ١.٢

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . KAجزیی شبه�مرتب فضای ٢.٢

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢X روی HL-فاصله
(i) ٣.٢

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکنواخت موضعی HL)-انقباضی
(i),Υ,Λ) ۴.٢

۶۴ تعمیم�یافته متریک فضای در ثابت نقطه قضایای از حاصل نتایج ٣

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (X,P) محدب موضعی فضای تعمیم ١.٣

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده بررسی نتایج مقایسه و مثال چند ٢.٣

٧٢ انگلیسی به فارسی نامه واژه

٩



١٠ مطالب فهرست

٧٣ فارسی به انگلیسی نامه واژه

٧۴ نامه کتاب



١ فصل

فضاهای از ثابت نقطه قضایای توسیع

تعمیم�یافته متریک فضاهای به متریک

پردازیم. می نامه پایان این سرتاسر در موردنیاز مفاهیم برخی معرفی به فصل این در

کاربرد ما آتی های بحث در که آن خواص ای پاره ذکر و هاسدورف متریک تعریف به نماد، چند معرفی از پس

می�کنیم. بسنده داشت خواهند

هاسدورف متریک ١.١

در زمینه متریک عنوان به متریک این که آنجا از پردازیم. می هاسدورف متریک معرفی به ابتدا بخش این در

کرد. خواهیم اشاره داشت خواهند کاربرد ما بحث در که آن خواص از ای پاره به بود خواهد آتی مباحث تمام

نمادهای صورت این در است. متریک فضای یک (M,T ) کنید فرض .١.١.١ نمادگذاری

، M ناتهی مجموعه�های زیر تمام گردایه برای را N (M)

، M بسته و ناتهی مجموعه�های زیر تمام گردایه برای را C (M)

، M کراندار و ناتهی مجموعه�های زیر تمام گردایه برای را B (M)

،M کراندار و بسته ناتهی، مجموعه�های زیر تمام گردایه برای را CB (M) و

١١



١٢ تعمیم�یافته متریک فضاهای به متریک فضاهای از ثابت نقطه قضایای توسیع .١ فصل

بریم. می کار به

زیر تمام مجموعه باشند.اگر ناتهی مجموعه دو Y و X کنید فرض مقدار. مجمومه نگاشت .١.١.١ تعریف

به یا مقدار، مجموعه نگاشت یک F : X → ٢Y نگاشت دهیم. نمایش ٢Y نماد با را Y ناتهی های مجموعه

کند. می نظیر را Y از مجموعه زیر یک x ∈ X هر به که نامیم MVM یک خلاصه طور

تک های مجموعه زیر شامل تنها آن برد که است MVM یک مقداری تک نگاشت هر تعریف این به توجه با

باشد. می عضوی

ε)برای > ٠ ازای (به همسایگی ε یک از منظور دراین�صورت باشد. متریک فضای یک (M,d) کنید فرض

است: زیر مجموعه می�دهیم، نشان N(ε,A) نماد با که A ∈ CB(M) یک

N(ε,A) = {x ∈ M |∃a ∈ As.t d(x, a) < ε}.

تعریف زیر صورت به که را R به CB(M)× CB(M) از H تابع هاسدورف.[١۴] متریک .٢.١.١ تعریف

می�شود:

H(A,B) = inf {ε |A ⊂ N(ε,B), B ⊂ N(ε,A)}

که دارد وجود هاسدورف متریک برای نیز دیگری معادل تعریف البته �نامند. CB(M) برای هاسدورف متریک

: است زیر شکل به

H(A,B) = max

{
sup
x∈B

d(x,A), sup
y∈A

d(y,B)

}
,

نامند. d توسط شده القا هاسدورف متریک را H تابع است. d(x,A) = infy∈Ad(x, y) آن در که

می�پردازیم: بالا در شده معرفی متریک ویژگی�های از یکی به حال

عنصری η > ٠ هر برای این�صورت در است. دلخواه عضوی a ∈ A و A,B ∈ CB(M) کنید فرض .١.١.١ لم

که به�طوری دارد وجود b ∈ B چون

d(a, b) ≤ H(A,B) + η.



١٣ تعمیم�یافته متریک فضاهای به متریک فضاهای از ثابت نقطه قضایای توسیع .١ فصل

متریک تعریف از این�جا در باشد. می هاسدورف متریک تعریف بر مبتنی و ساده ادعا این اثبات اثبات.

داریم: هاسدورف

H(A,B) = inf {ε |A ⊂ N(ε,B), B ⊂ N(ε,A)}

داریم ε ∈ E هر برای این�صورت در . E = inf {ε |A ⊂ N(ε,A), B ⊂ N(ε,B)} می�دهیم قرار

که به�طوری باشد داشته وجود E در یی ε٠ باید α > ٠ هر برای اینفیمم، خاصیت طبق اما ، H(A,B) ≤ ε

که معناست این به ε٠ ∈ E بود)اما نخواهد اینفیمم مقدار H(A,B) صورت این غیر (در ε٠ ≤ H(A,B) + α

باشیم داشته باید α ∈ A هر برای که است معنا بدین اول شمول رابطه . A ⊂ N(ε٠, B), B ⊂ N(ε٠, A)

هر برای بنابراین . d(a, b) ≤ ε٠ که دارد وجود B در یی b که می�کند تضمین عبارات این و α ∈ Nε٠, (B)

2 .d(a, b) ≤ ε٠ ≤ H(A,B) + α که دارد وجود b ∈ B چون عضوی a ∈ A

کنیم. تعریف نیز را مقدار مجموعه انقباضی نگاشت یک می�توانیم بالا، متریک تعریف از

F باشد. MVMیک F : X → CB(Y ) و متریک فضاهای (Y, d٢) ,X)و d١) کنید فرض .٣.١.١ تعریف

α ∈ [٠, ١) حقیقی عدد هرگاه است، M.V.C.M یک خلاصه به�طور یا و مقدار مجموعه انقباضی نگاشت یک

x, y ∈ X هر برای که به�طوری باشد داشته وجود

H (F (x), F (y)) ≤ αd١(x, y).

است. y روی d٢ متریک توسط شده القا هاسدورف متریک H آن در که

می�آوریم. را است نیاز مورد ادامه در که ثابت نقطه قضیه چند زیر در

F : X → X نگاشت و کامل متریک فضای یک (X, d) کنید فرض باناخ) ثابت نقطه (قضیه .١.١.١ قضیه

یعنی، باشد. انقباض یک

∃α ∈ [٠, ١), ∀x, y ∈ X, d(F (x), F (y)) ≤ αd(x, y).

،x ∈ X هر برای همچنین و بود خواهد x∗ مانند یکتا ثابت نقطه یک دارای F نگاشت صورت این در

Fn(x) → x∗



١۴ تعمیم�یافته متریک فضاهای به متریک فضاهای از ثابت نقطه قضایای توسیع .١ فصل

نگاشت نیز و کامل متریک فضای یک (X, d) کنید فرض نادلر)[١۴] ثابت نقطه (قضیه .٢.١.١ قضیه

یک دارای F آن�گاه ، α ∈ [٠, ١) آن در که است α شیتس لیپ ثابت با M.V.C.M یک F : X → CB(X)

بود. خواهد ثابت نقطه

را F : X → CB(X) مجموعه�مقدار نگاشت است. متریک فضای یک (X, d) کنید فرض .۴.١.١ تعریف

و x, y ∈ X هر برای هرگاه ،(ε > ٠ λو ∈ [٠, ١) آن در (که گوییم موضعی انقباضی یکنواخت طور -به (ε, λ)

باشیم: داشته d(x, y) < ε

H (F (x), F (y)) ≤ λd(x, y)

این در x, y ∈ X هر برای که ها M.V.C.M خلاف بر که است علت این به موضعی کلمه ذکر .١.١.١ تبصره

باشد. برقرار رابطه این باید ε از کمتر فاصله به نقاط برای تنها این�جا در می�کردند، صدق شرایط

سیستم است، مجموعه�مقدار T : X → ٢X نگاشت و ناتهی مجموعه�ای X که (X,T ) زوج به .۵.١.١ تعریف

گوییم. مقدار مجموعه دینامیکی

ساده�تر طور به را مقداری تک دینامیکی سیستم باشد، مقداری تک نگاشت یک T اگر خاص، حالت در

نامند. دینامیکی سیستم یک

با ترتیب به T انتهایی نقطه و ثابت نقاط مجموعه است. X روی مقدار مجموعه نگاشت یک T کنید فرض

Fix(T ) = {w ∈ X : w ∈ T (w) },

End(T ) = {w ∈ X : {w} = T (w) },

می�شوند. داده نمایش

به w٠ در (X,T ) سیستم از حرکت یا w٠ ∈ X در مسیر شروع یک یا دینامیکی فرآیند یک .۶.١.١ تعریف

است. wm ∈ T (wm−١) ،m ∈ N هر برای �که طوری به است (wm : m ∈ {٠} ∪ N) دنباله شکل

(X,T ) سیستم دینامیکی فرآیندهای همه مجموعه آن�گاه باشد، w٠ ∈ X و دینامیکی سیستم یک (X,T ) اگر

می�شود. داده نمایش O(X,T,w٠) با w٠ در شروع با



١۵ تعمیم�یافته متریک فضاهای به متریک فضاهای از ثابت نقطه قضایای توسیع .١ فصل

باناخ انقباض اصل توسیع ٢.١

است مقدار تک نگاشت یک T : X → X و کامل متریک فضای یک (X,T ) کنید فرض [٢] .١.٢.١ قضیه

: �که �طوری به

∃λ ∈ [٠, ١), ∀x, y ∈ X, d (T (x), T (y)) ≤ d(x, y). (١)

آن�گاه:

Fix(T ) = {w} یعنی، دارد. X در w یکتا ثابت نقطه یک T الف)

همگراست. w به u ∈ X هر برای {Tm(u)} دنباله ب)

است. مجموعه�مقدار دینامیکی فضای (X,T ) و است کامل متریک فضای (X, d) کنید فرض .١.٢.١ تعریف

باشیم: داشته h ∈ [٠,+∞) برای هرگاه نامند -انقباضی (h, λ) یک ،T : X → CB(X) آن در که را Tنگاشت

∃λ ∈ [٠, ١), ∀x, y ∈ X, hH (T (x), T (y)) ≤ λd(x, y), (٢)

مجموعه�مقداری دینامیکی فضای (X,T ) و متریککامل فضای (X, d) فرضکنید .(۵ ([٢٢]،قضیه. ٢.٢.١ قضیه

دارد. X در w ثابت نقطه یک T آن�گاه باشد، -انقباضی (h, λ) یک T : X → CB(X) آن در که است

و کوویتز توسط زمینه این در جالبی قضایای دارند. وجود باناخ قضیه توسیع برای دیگری مهم روش�های

توسط بار اولین برای فضاها این استاندارد تجزیه و متریک فضای تعمیم مفاهیم است. شده ارائه [۵] ندلر

شد. [٩]مطرح هانگ [١١]و لوکسمبرگ

متریک فضای را است d : X × X → [٠,∞] و ناتهی مجموعه X آن در که (X, d) زوج .٢.٢.١ تعریف

:X در x, y, z هر برای هرگاه نامیم تعمیم�یافته

d(x, y) = ٠ ⇔ x = y الف)

d(x, y) = d(y, x) ب)

d(x, z) < +∞ , d(z, y) < +∞ ⇒ d(x, y) < +∞ , d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ج)



١۶ تعمیم�یافته متریک فضاهای به متریک فضاهای از ثابت نقطه قضایای توسیع .١ فصل

متریک فضاهای تجزیه باب در اساسی قضایای او شد. معرفی جانگ توسط فضا این مشخصه�های از برخی

کنید فرض کرد. معرفی را (کامل) تعمیم�یافته متریک فضای آوردن به�دست راه و است داده ارائه را تعمیم�یافته

اگر است. اندیس مجموعه B آن در که است متمایز متریک فضاهای از خانواده�ای {(Xβ, dβ) : β ∈ B} که

باشیم داشته x, y ∈ X هر برای و X = ∪
β∈B

Xβ

d(x, y) =

 dβ(x, y), x, y ∈ Xβ, β ∈ B,

+∞, x ∈ Xβ١ , y ∈ Xβ٢ , β١, β٢ ∈ B, β١ ̸= β٢,

است. تعمیم�یافته متریک فضای یک (X, d) آن�گاه

در است. کامل تعمیم�یافته متریک فضای یک (X, d) آن�گاه باشد کامل (Xβ, dβ) ، β ∈ B هر برای اگر به�علاوه

می�شود: تعریف زیر ارزی هم رابطه (X, d) تعمیم�یافته متریک فضای

x ∼ y ⇔ d(x, y) < +∞ , x, y ∈ X

می�شود. نامیده استاندارد تجزیه که است {Xβ : β ∈ B} ارزی هم رده�های توی به یکتایی تجزیه X ازاین�رو،

استاندارد تجزیه X = ∪
β∈B

Xβ آن در که است تعمیم�یافته متریک فضای (X, d) کنید فرض [٩] .٣.٢.١ قضیه

آن�گاه: dβ = d|Xβ×Xβ
دهید قرار β ∈ B هر برای و می�باشد

است. متریک فضای (Xβ, dβ) ، β ∈ B هر برای الف)

.d(x, y) = +∞ داریم y ∈ Xβ٢ و x ∈ Xβ١ هر برای و β١ ̸= β٢ که ،β١, β٢ ∈ B هر برای ب)

باشد. کامل متریک فضای (Xβ, dβ) ، β ∈ B هر برای اگر تنها و اگر است کامل تعمیم�یافته فضای (X, d) ج)

دینامیکی سیستم صورت این در است. کامل تعمیم�یافته متریک فضای (X, d) کنید فرض .٣.٢.١ تعریف

هرگاه است یکنواخت موضعی ,H)-انقباضی ε, λ) ، (X,T ) مجموعه�مقداری

∃ε ∈ (٠,∞, ), ∃λ ∈ [٠, ١, ), ∀x, y ∈ X, d(x, y) < ε ⇒ H (T (x), T (y)) ≤ λd(x, y).

اگر است. w٠ ∈ X و کامل تعمیم�یافته متریک فضای (X, d) کنید فرض .(١ قضیه. ،[۵]) ۴.٢.١ قضیه

موضعی ,H)-انقباضی ε, λ) و T : X → C(X) که به�طوری باشد مجموعه�مقداری دینامیکی یکسیستم (X,T )



١٧ تعمیم�یافته متریک فضاهای به متریک فضاهای از ثابت نقطه قضایای توسیع .١ فصل

است: برقرار زیر گزاره�های از یکی آن�گاه ، باشد یکنواخت

∀(wm : m ∈ {٠} ∪ N) ∈ O(X,T,w٠), ∀m ∈ N, d(wm−١, wm) ≥ ε. الف)

∃(wm : m ∈ {٠} ∪ N) ∈ O(X,T,w٠), ∃w ∈ X,w ∈ Fix(T ) ∧ limm→∞wm = w. ب)

مجموعه�مقداری دینامیکی سیستم باشد، کامل تعمیم�یافته متریک فضای (X, d) کنید فرض .۴.٢.١ تعریف

باشیم: داشته d(x, y) < ∞ برای هرگاه نامند، یکنواخت موضعی (H,λ)-انقباضی را (X,T )

∃λ ∈ [٠, ١), ∀x, y ∈ X, H (T (x), T (y)) ≤ λd(x, y). (٣)

اگر .w٠ ∈ X و باشد کامل تعمیم�یافته متریک فضای (X, d) کنید فرض نتیجه١). ،[٢٢]) ۵.٢.١ قضیه

موضعی (H,λ)-انقباضی و T : X → C(X) �که �طوری به باشد مجموعه�مقداری دینامیکی سیستم یک (X,T )

است برقرار زیر گزاره�های از یکی این�صورت در ، باشد یکنواخت

∀(wm : m ∈ {٠} ∪ N) ∈ O(X,T,w٠), ∀m ∈ X, d(wm−١, wm) = ∞. الف)

∃(wm : m ∈ {٠} ∪ N) ∈ O(X,T,w٠), ∃w ∈ X,w ∈ Fix(T ) ∧ lim
m→∞

wm = w. ب)

داریم: را زیر قضیه ندلر تعمیم�یافته قضیه و قبل قضیه از ادامه، در

یک (X,T ) اگر .w٠ ∈ X و باشد کامل متریک فضای (X, d) کنید فرض نتیجه٣). ،[٢٢]) ۶.٢.١ قضیه

آن�گاه باشد -انقباضی (h, λ) ،T : X → C(X) �که �طوری به باشد مجموعه�مقداری دینامیکی سیستم

∃(wm : m ∈ {٠} ∪ N) ∈ O(X,T,w٠), ∃w ∈ X,w ∈ Fix(T ) ∧ lim
m→∞

wm = w.

روی τ-فاصله یک p : X ×X → [٠,∞) نگاشت باشد متریک فضای یک (X, d) اگر [٩] .۵.٢.١ تعریف

شود: برقرار زیر شرایط که �طوری به باشد موجود η : X × [٠,∞) → [٠,∞) نگاشت هرگاه می�شود نامیده X

∀x, y, z ∈ X, p(x, z) ≤ p(x, y) + p(y, z) (S١)

. است مقعر و پیوسته دوم متغیر به نسبت η و ∀x ∈ X, ∀t > ٠, η(x, ٠) = ٠ ∧ η(x, t) ≥ t (S٢)

.∀w ∈ X, p(w, x)≤ lim
n→∞

inf p(w, xn) دهد نتیجه lim
n→∞

xn = x , lim
n→∞

supm≥nη(zn, p(zn, xm)) = ٠ (S٣)



١٨ تعمیم�یافته متریک فضاهای به متریک فضاهای از ثابت نقطه قضایای توسیع .١ فصل

. lim
n→∞

η(yn, tn) = ٠ دهد نتیجه lim
n→∞

η(xn, tn) = ٠ و lim
n→∞

supm≥np(xn, ym) = ٠ (S۴)

. lim
n→∞

d(xn, yn) = ٠ دهد نتیجه lim
n→∞

η(zn, p(zn, yn) = ٠ و lim
n→∞

η(zn, p(zn, xn) = ٠ (S۵)

شرط با را (S٢) شرط می�توان .١.٢.١ تبصره

inf{η(x, t) : t > ٠} = ٠ (S′
٢)

کرد. جایگزین است نانزولی دومش متغیر در η �که �طوری به x ∈ X تمام برای

سیستم باشد. X روی τ-فاصله یک p و کامل متریک فضای یک (X, d) که کنید فرض [٩] .۶.٢.١ تعریف

یک است، مقدار مجموعه نگاشت یک T : X → C(X) آن در که را (X,T ) مجموعه�مقداری دینامیکی

هرگاه نامند ,Qp)-انقباضی λ)

∃λ ∈ [٠, ١), ∀x, y ∈ X,Qp(A,B) ≤ λp(x, y), (۴)

.Qp(A,B) = supa∈A infb∈Bp(a, b) آن در که

X روی τ-فاصله یک p و کامل متریک فضای یک (X, d) که کنید فرض قضیه٣.٧). ،[٢٢]) ٧.٢.١ قضیه

,Qp)-انقباضی λ) یک T : X → C(X) که به�طوری باشد مجموعه�مقداری دینامیکی سیستم (X,T ) اگر باشد.

.p(w,w) = ٠ و w ∈ T (w) که به�طوری دارد وجود w ∈ X آن�گاه باشد

L(X,D) رده و (X,D) یکنواخت تعمیم�یافته فضای ٣.١

می�گیرند. قرار استفاده مورد بسیار حاضر نامه پایان در زیر اصطلاحات

است، ناتهی ای مجموعه X کنید فرض .١.٣.١ تعریف

-خانواده D یک را است اندیس مجموعه A آن در که D = {dα : X ×X → [٠,∞] , α ∈ A} خانواده الف)

هرگاه: -خانواده) D خلاصه (به�طور نامند X روی تعمیم�یافته مترهای شبه از

∀α ∈ A, ∀x ∈ X, dα(x, x) = ٠ (D١)

و ∀α ∈ A, ∀x, y ∈ X, dα(x, y) = dα(y, x) = ٠ (D٢)



١٩ تعمیم�یافته متریک فضاهای به متریک فضاهای از ثابت نقطه قضایای توسیع .١ فصل

و است متناهی dα(x, y) آن�گاه باشند، متناهی dα(y, z) و dα(x, z) و x, y, z ∈ X و α ∈ A اگر (D٣)

.dα(x, y) ≤ dα(x, z) + dα(z, y)

نامیم. یکنواخت تعمیم�یافته فضای را (X,D) زوج آن�گاه باشد -خانواده D یک ، D اگر ب)

اگر گویند جداساز را D -خانواده D باشد، یکنواخت تعمیم�یافته فضای (X,D) اگر ج)

,x∀؛ y ∈ X, x ̸= y ∃α ∈ A, ٠ < dα(x, y) (D۴)

نامند. یکنواخت تعمیم�یافته هاسدورف فضای را (X,D) زوج آن�گاه باشد جداساز D D-خانواده اگر د)

خانواده است. ناتهی X کنید فرض .٢.٣.١ تعریف

Q = {qα : X ×X → [٠,∞] , α ∈ A},

هرگاه نامند X روی تعمیم�یافته مترهای شبه از -خانواده Q یک را است اندیس مجموعه A آن در که

x∀؛ ∈ X, ∀α ∈ A, qα(x, x) = ٠ (Q١)

،qα(x, y) < ∞ آن�گاه qα(x, z) < ∞, qα(z, y) < ∞ و α ∈ A, x, y, z ∈ X اگر (Q٢)

qα(x, y) < qα(x, z) + qα(z, y).

است. اندیس مجموعه A و یکنواخت �یافته تعمیم فضای (X,D) که کنید فرض .٣.٣.١ تعریف

برقرار زیر شرط دو هرگاه نامند X روی L-خانواده را L = {Lα : X ×X → [٠,∞] , α ∈ A} خانواده الف)

باشند:

داریم و است متناهی Lα(x, y) آن�گاه باشند متناهی Lα(x, z), Lα(z, y). و x, y, z ∈ X ،α ∈ A اگر (L١)

Lα(x, y) ≤ Lα(x, z) + Lα(z, y),

�که �طوری به X در (ym : m ∈ N) و (xm : m ∈ N) دنباله هر (L٢)

∀α ∈ A, lim
n→∞

sup
m>n

Lα(xn, xm) = ٠ (۵)

و

∀α ∈ A, lim
m→∞

Lα(xm, ym) = ٠, (۶)



٢٠ تعمیم�یافته متریک فضاهای به متریک فضاهای از ثابت نقطه قضایای توسیع .١ فصل

که دهد نتیجه

∀α ∈ A, lim
m→∞

dα(xm, ym) = ٠. (٧)

-خانواده L یک L �که �طوری به شود تعریف L(X,D) = L به�صورت که است کلاسی L(X,D) کنید فرض ب)

است. X روی

آن در که باشد یکنواخت تعمیم�یافته هاسدورف فضای یک (X,D) کنید فرض .١.٣.١ مثال

زیر کنید فرض است. اندیس مجموعه A و -خانواده D یک D = {dα : X ×X → [٠,+∞] , α ∈ A}

هر برای و است شده انتخاب ثابت و دلخواه �طور به باشد، متمایز عضو دو حداقل شامل که E ⊂ X مجموعه

شود: تعریف زیر فرم به Lα : X ×X → [٠,+∞] کنید فرض ،α ∈ A

L α(x, y) =

 dα(x, y), E ∩ {x, y} = {x, y},

+∞, E ∩ {x, y} ̸= {x, y},

است. (X,D) روی -خانواده L ، L = {Lα : α ∈ A} خانواده آن�گاه

�طوری به ثابت�اند و دلخواه x, y, z ∈ X ، α ∈ A که کنید فرض است. برقرار (L١) شرط که می�دهیم نشان ابتدا

�که

Lα(x, z) < +∞,

و

Lα(z, y) < +∞.

: داریم x, y, z ∈ E برای بالا عبارت از

dα(x, z) = Lα(x, z),

و

dα(z, y) = Lα(z, y).


