








مدرس تربیت دانشͽاه

ریاضͬ علوم دانشͺده�ی

ارشد کارشناسͬ پایان�نامه�ی

محض ریاضͬ گروه

واکر ۴�بعدی خمینه�ی روی هرمیتͬ تقریباً ساختار

نͽارنده:

دیزجͬ عبدی مریم

راهنما: استاد

حیدری عباس دکتر

١٣٩٢ آبان



ଘم৤قدৎ

৮دروما඼ෙय़భباৣم
଒وओودشانหجاभࣇخارীࡣتໆୀرموज़ฬشاندॻیਚیরୀودৣم

وরوਗଖی�زৣمୀد඘ণھاীشان،
ود॥تਪ୓ی଒آراज़شراୀز৯دਛیૼنหبا৯ده�ا৯د...

ঙࢡඥرସ୍م
଒وओودشБЗرනවرଌنিشا�ଡی੪ॸفاਙঀیభز৯دਛیૼنا॥ت...



راشࢁਗඟی�঍࣒م భآغاز೯دا و
ඟࢁพ়ଡ࣓ماേ઼،یدریনرࣅباسන඿ید༚نابآপ،ودऒ࣒مایঘتادراণغا৒భی�ਟماتॐازز
঴دونراঘ࣒ماਪی�୓یارز৯ده��یاীشان،اଌنहख़ࢤوଘଐا৅جامਖ৶ی�رণید. وदدردا਩ی঍࣒م੪ऩ଒عاً



چͺیده

-۴ برخمینه�ی سره هرمیتͬ تقریباً ساختار هر که مͬ�شود داده نشان پایان�نامه این در

کیلری تقریباً ساختارهای از موضعͬ توصیفͬ هم�چنین است. ایزوتروپی�ͷکیلر واکر بعدی

ساختار هر که مͬ�شود ثابت و مͬ�شود ارائه هستند اینشتین یا *-اینشتین خوددوگان، که سره

از است. تخت *-ریچͬ و تخت ریچͬ خوددوگان، سره اینشتین کیلری تقریباً اکید بطور

نقض مثال و تخت ناکیلری کیلری تقریباً ساختارهای از مثال�هایͬ ارائه�ی برای مطالب این

مͬ�شود. استفاده ۴-بعدی درحالت گلدبرگ حدس برای

مͬ�پردازد. مرجع[٧] تشریح به پایان�نامه

-* تقریباًکیلری، ساختار سره، مختلط تقریباً ساختار واکری، ͷمتری کلیدی: واژگان

گلدبرگ حدس خوددوگان، ͷمتری اینشتین، اینشتین،
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پیش�گفتار

تأثیرات مهمترین از ͬͺی مͬ�شود. ظاهر گوناگونͬ مفاهیم در خمینه�ها بر خمیدگͬ تأثیر

خمینه روی بر خمیدگͬ از ویژه�ای شرط�های وجود که است این خمینه ͷی بر خمیدگͬ

مسائل از ͬͺی شود. آن روی بر گوناگونͬ ساختارهای آمدن �وجود به باعث است ممͺن

خمیدگͬ و (g, J, ω) ساختار ویژگͬ�های میان ارتباط بررسͬ هرمیتͬ تقریباً هندسه�ی در مهم

تقریباًمختلط ساختارهای مͬ�کند” بیان ،[١٢] گلدبرگ حدس مثال برای است. (M, g)

.” هستند انتͽرال�پذیر فشرده اینشتین کیلری تقریباً خمینه�های روی

خمیدگͬ بودن نامنفͬ اضافͬ شرط با گلدبرگ حدس که ثابت�کرده�است ١ سͺیͽاوا

را نقضͬ مثال�های وجود ٢ ͬͺسوسͺال ، ١٩٧٠ سال در .[٢٩] [٢٨] است صحیح اسͺالر

نقض مثال ۴ ͬͺپرزانووس و ٣ ͬͺنوروس هم�چنین ،[١] گرفت نتیجه نافشرده حالت برای

نقضͬ مثال�های نیز ۵ آپوستلو کردند. ارائه [٢٢] ۴ بعد در نافشرده حالت برای صریحͬ

Sekigawa١

Alekseevsky٢

Nurowski٣

Przanowski۴

Apostolov۵

١



٢پیش�گفتار

روی اینشتین کیلری تقریباً ساختارهای [٢١] در .[٢] کرده�است ارائه نافشرده حالت برای

تقریباًکیلری ساختار ͷی از مثالͬ و گرفته�است قرار بررسͬ مورد واکر ٨-بعدی خمینه�ی

حدس برای نقضͬ مثال واقع در که شده�است ارائه ٨-بعدی چنبره�ی روی اینشتین ناکیلری

است. گلدبرگ

مربوط اضافͬ شرط�های گذاشتن با اما ماهیتسراسریست دارای حدسگلدبرگ اگرچه

برای داد. نشان موضعͬ بطور را مختلط تقریباً ساختار انتͽرال�پذیری توان مͬ خمیدگͬ به

هستند کیلری باشند، نیز *-اینشتین که اینشتین کیلری تقریباً متری�ͷهای ۴ بعد در مثال

این در که کرد جایͽزین نیز پادخوددوگانͬ شرط با مͬ�توان را *-اینشتین (شرط [٢٣]

[٢۴] [٢٣] [۴] به توجه با هم�چنین .( [٣] مͬ�شود نتیجه انتͽرال�پذیری هم باز صورت

است. کیلری ثابت، برشͬ خمیدگͬ با کیلری تقریباً معین ͷمتری هر که است واضح

در مͬ�شود. آورده نیازها پیش آن اول فصل در که است فصل ٣ شامل پایان�نامه این

نیز پایانͬ فصل مͬ�شود. پرداخته آن از مثال�هایͬ و واکری ͷمتری بررسͬ به دوم فصل

هر که مͬ�شود ثابت و مͬ�پردازد [٧] نامه پایان اصلͬ مرجع قضایای اثبات و شرح به

*-ریچͬ�تخت و ریچͬ�تخت خوددوگان، ناکیلری، و سره اینشتین کیلری تقریباً ساختار

در تخت ناکیلری کیلری تقریباً ساختارهای از مثال�هایͬ مطلب این از استفاده با و است

بعد از موازی پوچ صفحات با ۴-بعدی واکری ͷمتری اینجا در که نامعین( ͷمتری حالت

ساختارهای از موضعͬ توصیفͬ هم�چنین شود. مͬ ارائه نظرگرفته�شده�است) در ماکسیمم

از مثالͬ نهایت در و شود مͬ ارائه ثابت برشͬ خمیدگͬ با سره اینشتین اکید کیلری تقریباً

باشد نامعین ͷمتری که حالتͬ در ثابت برشͬ خمیدگͬ با اکید کیلری تقریباً ساختارهای

مͬ�آید. به�دست



١ فصل

اولیه مفاهیم و نیازها پیش

مͬ�شود.مراجع آورده آتͬ های فصل در نیاز مورد اولیه تعاریف و نیازها پیش فصل دراین

مͬ�باشد. [٢۵] [١٧]و ،[١۵] ،[٨] فصل این اصلͬ

ریمانͬ شبه ی خمینه ١.١

تابع از عبارتست V روی دوخطͬ فرم ͷی باشد. برداری فضای ͷیV کنید فرض

R−دوخطͬ

b : V × V −→ R

هرگاه گویند متقارن را فوق دوخطͬ نͽاشت

∀v, w ∈ V : b(v, w) = b(w, v).

را V روی b دوخطͬ فرم

. [< ۰] b(v, v) > ۰ ،v ̸= ۰ هر برای هرگاه گوییم [منفͬ]معین مثبت •

٣



اولیه مفاهیم و نیازها پیش .۱۴

. [≤ ۰] b(v, v) ≥ ۰ ،v ∈ V هر برای هرگاه گوییم معین نیم [منفͬ] مثبت •

. v = بدهد۰ نتیجه ،w ∈ V هر برای b(v, w) = ۰ هرگاه گوییم ناتبهͽون و •

که W ⊆ V زیرفضای بزرگترین� بعد از عبارتست V روی b دوخطͬ فرم برای ν اندیس

باشد. معین منفͬ b |W

تانسوری میدان ͷی از عبارتست M هموار خمینه�ی روی g متر تانسور .١.١.١ تعریف

باشد. ثابت اندیس دارای که M روی متقارن و ناتبهͽون (۰,۲) نوع

ضرب ͷی p ∈ M نقطه�ی هر به هموار به�طور M خمینه�ی روی g متر تانسور واقع در

که مͬ�دهد نسبت TpM مماس فضای روی gp ناتبهͽون) و متقارن دوخطͬ اسͺالر(فرم

ͷی g متر تانسور همراه به M هموار خمینه�ی است. یͺسان p ∈ M هر برای gp اندیس

گویند ریمانͬ را (M, g) شبه�ریمانͬ خمینه�ی همچنین مͬ�شود. نامیده شبه�ریمانͬ خمینه�ی

و M شبه�ریمانͬ خمینه�ی از زیرخمینه�ای P اگر باشد. صفر برابر آن اندیس هرگاه

j : P −→ M

ͷی j∗(g)هرگاه Mنامیم شبه�ریمانͬ زیرخمینه�ی را P صورت این در باشد. شمول نͽاشت

ریمانͬ شبه ابررویه�ی ،ͷی بعد نقص با شبه�ریمانͬ زیرخمینه�ها�ی باشد. P روی متر تانسور

مͬ�شوند. نامیده

M از طولپایͬ ͷی باشند، شبه�ریمانͬ خمینه�ی دو (N, gN) و (M, gM) اگر .٢.١.١ تعریف

.ϕ∗(gN) = gM یعنͬ باشد نیز ͷمتری حافظ که ϕ : M −→ N وابرسانͬ از Nعبارتست به

روی برداری میدان M ͷی Mباشد. از شبه�ریمانͬ زیرخمینه�ی ͷی M کنید فرض

. j : M −→ M شمول نͽاشت امتداد در M روی برداری میدان ͷی از عبارتست M

مͬ�دهیم. نشان X(M) رابا M روی برداری Mمیدان�های تمام مجموعه�ی



ریمانی۵ شبه ی خمینه .۱.۱

TpM از W زیرفضای باشد. شبه�ریمانͬ خمینه�ی ͷی (M, g) کنید فرض .٣.١.١ تعریف

w ∈ W هر برای به�طوریͺه باشد موجود v ∈ W ناصفر بردار هرگاه مͬ�شود نامیده تبهͽون

باشد. تبهͽون g |W هرگاه دیͽر عبارت به g(v, w) = ۰،

باشد TpM از زیرفضایͬ W و شبه�ریمانͬ خمینه�ی ͷی (M, g) کنید فرض

W⊥ = {x ∈ TpM : g(x, y) = ۰∀y ∈ W}

W ∩ ) W +W⊥ ̸= TpM اگروتنهااگر است تبهͽون TpM از W زیرفضای .۴.١.١ لم

( W⊥ ̸= ۰

TpM از W فضای زیر باشد. شبه�ریمانͬ خمینه�ی ͷی (M, g) کنید فرض .۵.١.١ تعریف

و ( g(v, w) = ۰ ،∀v, w ∈ W) W ⊆ W⊥ هرگاه مͬ�شود نامیده پوچ •

.W = W⊥ هرگاه مͬ�شود نامیده کلا́پوچ •

است. تبهͽون ناصفر پوچ زیرفضای هر و پوچ صفر زیرفضای هر .۶.١.١ تذکر

باشد. تبهͽون W⊥ اگروتنهااگر است تبهͽون TpM از W زیرفضای .٧.١.١ گزاره

تابع ͷی از عبارتست M هموار خمینه�ی روی ∇ هموستار ͷی .٨.١.١ تعریف

∇ : X(M)× X(M) −→ X(M)

(V,W ) 7−→ ∇VW

بطوریͺه

است. خطͬ −C∞(M) ، V به نسبت ∇VW .i

است. R-خطͬ ، W به نسبت ∇VW .ii



اولیه مفاهیم و نیازها پیش .۱۶

∇V (fW ) = (V f)W + f∇V (W ) ∀f ∈ C∞(M) .iii

هر برای که است موجود ∇ یͺتای هموستار M شبه�ریمانͬ خمینه�ی روی .٩.١.١ قضیه

X,V,W ∈ X(M)

( ∇ بودن تاب (بدون [V,W ] = ∇VW −∇WV .i

(ͷمتری با (سازگاری Xg(V,W ) = g(∇XV,W ) + g(V,∇XW ) .ii

زیر(فرمول فرمول از استفاده با و �مͬ�شود Mنامیده روی لوی-چویتا هموستار هموستار، این

مͬ�شود کزول)مشخص

۲g(∇VW,X) = V g(W,X) +Wg(X,V )−Xg(V,W )− g(V, [W,X])

+ g(W, [X, V ]) + g(X, [V,W ]).

M از نقشه�ای (U, x)و M هموار خمینه�ی روی لوی-چویتا هموستار ∇ کنید فرض

حقیقͬ توابع از عبارتند نقشه این به نسبت ∇ کریستوفل ضرایب صورت این در باشد.

به�طوریͺه U روی Γk
ij مقدار

∇∂j∂i = Γk
ij∂k

(M, g) ریمانͬ شبه خمینه�ی از (U, x) نقشه��ی برای .١٠.١.١ گزاره

Γk
ij =

gkm

۲ (
∂gjm
∂xi

+
∂gim
∂xj

− ∂gij
∂xm

) (١.١)

است. g وارون ماتریس (gij) gو ماتریس (gij) آن در که



ریمانی٧ شبه ی خمینه .۱.۱

از عبارتست M هموار خمینه�ی روی A ,r)−تانسور s) (لوی-چویتا) کواریان مشتق

θj ∈ Λ۱(M) و V,Xi ∈ X(M) هر برای به�طوریͺه ∇A تانسور −(r, s+ ۱)

(∇A)(θ۱, · · · , θr, X۱, · · · , Xs, V ) = (∇VA)(θ۱, · · · , θr, X۱, · · · , Xs) =

V.A(θ۱, · · · , θr, X۱, · · · , Xs)−
r∑

i=۱
A(θ۱, · · · ,∇V θi, · · · , θr, X۱, · · · , Xs)

−
s∑

j=۱
A(θ۱, · · · , θr, X۱, · · · ,∇VXj, · · · , Xs)

(٢.١)

.∇X = هرگاه۰ گویند موازی را X ∈ X(M) برداری میدان .١١.١.١ تعریف

و a ∈ I هموار، خم ͷی α : I −→ M شبه�ریمانͬ، خمینه�ی ͷی M اگر .١٢.١.١ لم

که است موجود α(a) حول α امتداد در X ∈ X(M) موازی میدان باشد، v ∈ Tα(a)M

. X(α(a)) = v

است خوش�تعریف زیر نͽاشت a, b ∈ I هر برای فوق لم به باتوجه

P : P b
a : Tα(a)M −→ Tα(b)M

v 7−→ P (v) = X(α(b))

در موازی انتقال را نͽاشت این .X(α) = v که است موازی�ای برداری میدان X آن در که

گویند. α امتداد

برای و X ∈ X(M)هر برای باشد، M شبه�ریمانͬ زیرخمینه�ی M اگر .١٣.١.١ گزاره

.X|U∩M = X که است Mموجود روی X موضعͬ ومیدان p حول U ͬͽهمسای p ∈ Mهر

زیرخمینه�ی روی القاشده هموستار نͽاشتزیر Mباشد، روی لوی-چویتا ∇هموستار اگر

مͬ�باشد M

X(M)× X(M) −→ X(M)

(V,X) 7−→ ∇VX := ∇VX
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هستند. قبل گزاره�ی مانند V و X گسترش V و X آن در که

است. M روی خوش�تعریف برداری میدان M ͷی ∇VX .١۴.١.١ لم

p ∈ Mهر برای صورت این در باشد. M از شبه�ریمانͬ زیرخمینه�ی ͷی M کنید فرض

(۴.١.١) لم طبق است.بنابراین TpM از ناتبهͽون زیرفضای ͷی TpM

TpM = TpM ⊕ TpM
⊥ (٣.١)

حال است. TpM از ناتبهͽون زیرفضایͬ نیز TpM
⊥ فوق تجزیه�ی (٧.١.١)در به توجه با

داریم را زیر یͺتای نمایش x ∈ TpM هر برای (٣.١) به توجه با

x = tanx+ norx

بردارهای را TpM
⊥ در موجود بردارهای .tanx ∈ TpM و norx ∈ TpM

⊥ آن در که

برداری میدان گویند.همچنین M بر مماس بردارهای را TpM در موجود بردارهای و نرمال

بر نرمال بردار ͷی Zp ،p ∈ M هر ازای به هرگاه گویند M بر نرمال را Z ∈ X(M)

بنابراین مͬ�دهیم. نشان X(M)⊥ با را M بر نرمال برداری میدان�های مجموعه باشدو M

نͽاشت�های

tan : X(M) −→ X(M)

X 7−→ tanX

(tanX)p := tanXp

nor : X(M) −→ X(M)⊥

X 7−→ norX

(norX)p := norXp

هستند. تعریف خوش

هموستار ∇ آن در ،که ∇VW = tan∇VW آن�گاه V,W ∈ X(M) اگر .١۵.١.١ لم

است. M روی لوی-چویتا

تابع .١۶.١.١ لم

II : X(M)× X(M) −→ X(M)⊥
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(V,W ) 7−→ nor∇VW

است. دوخطͬ −C∞(M) و متقارن نͽاشت ͷی

�مͬ�شود. نامیده M ⊆ M بنیادی) فرم دومین شͺل(یا تانسور فوق، لم در II

شبه�ریمانͬ ابررویه�ی ͷیM ⊂ M شبه�ریمانͬ، فرضکنیدMیͷخمینه�ی تعریف١٧.١.١.

به�طوریͺه M روی Sتانسور −(۱,۱) باشد. M روی یͺه نرمال برداری میدان U و

∀V,W ∈ χ(M) g(S(V ),W ) = g(II(V,W ), U)

نامیده�مͬ�شود. U از حاصل M ⊂ M شͺل عملͽر

مͬ�کند. مشخص را S : TpM −→ TpM خطͬ عملͽر p ∈ M هرنقطه�ی در S پس

M روی لوی-چویتا هموستار ∇ و U از ناشͬ M ⊂ M شͺل عملͽر S اگر .١٨.١.١ لم

خودالحاق ،TpM روی S خطͬ عملͽر نقطه هر در و S(v) = −∇vU دراین�صورت باشد

است.

خمیدگͬ ١.١.١

تابع باشد. Mروی لوی-چویتا هموستار ∇ و شبه�ریمانͬ خمینه�ی ͷی M کنید فرض

روی (١،٣)-تانسور ͷیRX,YZ = ∇[X,Y ]Z − [∇X ,∇Y ]Z که R : X(M)۳ → X(M)

نامیده�مͬ�شود. M روی ریمانͬ خمیدگͬ تانسور که است M

آن�گاه x, y, z, v, w ∈ TpM اگر .١٩.١.١ گزاره

Rxy = −Ryx (١

g(Rxyv, w) = −g(Rxyw, v) (٢
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Rxyz +Ryzx+Rzxy = ۰ (٣

g(Rxyv, w) = g(Rvwx, y) (۴

Mروی ریمانͬ خمیدگͬ Rتانسور شبه�ریمانͬ، فرضکنیدMیͷخمینه�ی تعریف٢٠.١.١.

این�صورت در ,xباشند، y, z, t ∈ TpM ,X,Yو Z ∈ X(M) ،

ریچͬ، خمیدگͬ تانسور ρ(X,Y ) = trace{Z 7−→ RX,ZY } •

اسͺالر، خمیدگͬ τ = traceρ •

Π = ناتبهͽون صفحه�ی به نسبت برشͬ خمیدگͬ K(x, y) = g(Rx,yx,y)

g(x,x)g(y,y)−g(x,y)۲ •

، span{x, y}

و اینشتین تانسور G = ρ− ۱
n
τg •

•

W (x, y, z, t) = R(x, y, z, t) +
τ

(n− ۱)(n− ۲){g(x, t)g(y, z)− g(x, z)g(y, t)}

− ۱
n− ۲{g(x, t)ρ(y, z)− ρ(x, z)g(y, t) + ρ(x, t)g(y, z)− g(x, z)ρ(y, t)}

�مͬ�شوند. نامیده ویل تانسورخمیدگͬ

است. Π پایه�ی انتخاب از مستقل K(Π) مقدار .٢١.١.١ تذکر

باشد Gصفر هرگاه نامیم اینشتین را (Mn, g) شبه�ریمانͬ خمینه�ی ([٢١]) تعریف٢٢.١.١.

. ρ = τ
n
g یعنͬ

z ∈ TpM بردار باشد. p ∈ M و شبه�ریمانͬ خمینه�ی ͷی (M, g) کنید فرض

g(z, z) < ۰ هرگاه �مͬ�شود نامیده زمان�گون •


