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چکیده

می�پردازیم. آن ویژگی�هاي بررسی به و کرده معرفی را H∗
dω(M)، لیچنرویچ کوهمولوژي پایان�نامه، این در

طوري به داد، نمایش H∗
cA با را آن و کرد معرفی کوهمولوژي -cA یک را کوهمولوژي این [4] بانیاگا

F∗
cA(M) زیرمجتمع از کوهمولوژي یک این Mاست. منیفلد از M̃ پوشش خودریختی�هاي گروه A که

که طوري به می�باشد M̃ روي α دیفرانسیلی فرم�هاي همه�ي از شده تشکیل M̃ از دورام مجتمع از

که داد خواهیم نشان می�نامند. نیز M از همدیس پایاي -A کوهمولوژي را H∗
cA است. τ ∗α = cτα

کوهمولوژي لیچنرویچ، کوهمولوژي که می�دهد نشان این و است یکریخت H∗
dω(M) با کوهمولوژي -cA

Mاست. متناظر پوشش از همدیس پایاي معمولی دورام
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پیش�گفتار
منیفلد یک روي دیفرانسیلی فرم�هاي از Ω∗(M) زیرمجتمع از کوهمولوژي یک لیچنرویچ کوهمولوژي

می�باشد. زیر دوگان عملگر Mبه�همراه هموار

dω = d+ e(ω)

زیر صورت به α ∈ Ω∗(M) هر به�ازاي e(ω) و بسته 1-فرمی ،یک ω خارجی، مشتق یک d که طوري به

می�آید. دست به

e(ω)(α) = ω ∧ α

است، بافه یک در ضرایب Mبا روي کوهمولوژي همان لیچنرویچ کوهمولوژي که داد نشان [26] وایسمن

پوشش یک از همدیس معمولی دورام کوهمولوژي یک لیچنرویچ کوهمولوژي که داد نشان بانیاگا[4] و

Mاست. مناسب

همدیسموضعی همتافته هندسه با کوهمولوژي این که است تطابقی دلیل به لیچنرویچ کوهمولوژي اهمیت

(lcs)دارد.

dωΩ = ٠ که طوري به Ω ناتباهیده 2-فرمی یک همراه Mبه منیفلد از شده تشکیل (lcs) منیفلد یک

می�شود. تعیین Ω توسط که Mاست روي بسته 1-فرمی یک ω و

منیفلدهاي واقع در هستند. همتافته ساختارهاي از جالبی تعمیم موضعی همدیس همتافته ساختارهاي

است این اصلی هندسی انگیزه باشد. منطبق همیلتونی سیستمهاي از طبیعی فازي فضاي بر می�تواند lcs

هستند. ژاکوبی منیفلد یک از فرد بعد با برگ�هاي ،lcs منیفلدهاي لیچنرویچ[13] از قضیه�اي طبق بر که

در موضعی همدیس همتافته فرم یک از لیچنرویچ کوهمولوژي با Ω همتافته فرم از دورام کوهمولوژي

هندسه در H∗
DR(M) دورام کوهمولوژي مورد در گزاره�ها تمام کلی طور به می�شود. جابجا lcs هندسه

می�شود. جابجا H∗
dω(M) مورد در متناظر گزاره�هاي با همتافته

کوهمولوژي مثال عنوان به دارد، دورام کوهمولوژي با زیادي تفاوت�هاي لیچنرویچ کوهمولوژي اگرچه

ویژگی�هاي از بسیاري که دید خواهیم اما است. بدیهی فشرده n-بعدي یکمنیفلد از صفر درجه�ي لیچنرویچ

است. لیچنرویچ کوهمولوژي در مشابه مدل�هاي داراي همچنان دورام کوهمولوژي

کوهمولوژي براي می�تواند همچنان که است دورام کوهمولوژي از ویژگی�هایی یافتن پایان�نامه این هدف
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باشد. برقرار لیچنرویچ

در می�کنیم. بیان را نیاز مورد اولیه مفاهیم و تعاریف اول فصل می�باشد.در فصل 6 شامل پایان�نامه این

لم هموتوپی، ناوردایی مثل آن ویژگی�هاي برخی بیان به و کرده معرفی را لیچنرویچ کوهمولوژي دوم فصل

سوم فصل در می�پردازیم. دورام کوهمولوژي و ، H∗
dω(M) لیچنرویچ، کوهمولوژي بین روابط و پوآنکاره

قضیه و داده تعمیم را فرمول این سپس می�کنیم، بیان را لیچنرویچ کوهمولوژي براي کنت فرمول اثبات ابتدا

کوهمولوژي از ویژگی�هایی و برگ�بندي نظریه�ي از مقدماتی چهارم فصل در می�کنیم. مطرح را لیري-هرش

معرفی شده برگ�بندي منیفلدهاي براي را لیچنرویچ پایه�اي کوهمولوژي نهایت در و کرده بیان را پایه�اي

و دارد اختصاص آن ویژگی�هاي بیان و همدیس موضعا همتافته�ي هندسه معرفی به پنجم فصل می�کنیم.

می�پردازیم. لیچنرویچ کوهمولوژي محاسبه�ي به مثال�هایی ارائه با فصل آخرین در
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1 فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف



دیفرانسیل�پذیر منیفلد 1.1
همسایگی یک داراي آن نقطه�ي هر هرگاه گوییم. توپولوژیکn-بعدي منیفلد یک را توپولوژیک فضاي یک

است. همئومورف Rn از بازي با که باشد

صورت Mبه توپولوژیک فضاي یک روي موضعی مختصات دستگاه یک یا موضعی کارت یک 1.1.1 تعریف
از همئومورفیسم یک φ : U −→ Rm Mو از بازي مجموعه U آن در که می�شود تعریف (U,φ) زوج

می�باشد. Rm از φ(U) باز مجموعه�ي توي به U

x نقطه مختصات را آن که می�شود معرفی (x١, . . . , xm) = φ(x) -تایی m توسط U روي نقطه هر

می�پوشاند. Mرا آن�ها دامنه�هاي که است موضعی کارت�هاي از مجموعه�اي ،A اطلسm-بعدي می�نامند.

نگاشت آن�گاه U ∩ V ̸= ∅ و باشند A به متعلق موضعی کارت دو (V, ψ) و (U,φ) اگر به�طوري�که

از بازي مجموعه�هاي بین Cr کلاس از دیفئومورفیسم یک ψ ◦ φ−١ : φ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V )

می�شود. نامیده مختصات تغییر نگاشت ψ ◦ φ−١ باشد. Rm

پایه با هاسدورف توپولوژیک فضاي یک n بعد و Cr کلاس از M دیفرانسیل�پذیر منیفلد 2.1.1 تعریف
نمایش Mn با را آن و باشد Cr کلاس از و n-بعدي دیفرانسیل�پذیر ساختار یک به مجهز که شماراست

می�دهیم.

(Uα)α∈A باز پوشش هر براي اگر گوئیم پیرافشرده را هاسدورف توپولوژیک فضاي یک 3.1.1 تعریف
بپوشاند. را فضا که باشد موجود متناهی موضعا (Vβ)|β∈B

باز تظریف یک

( ∀β ∈ B, ∃α ∈ A : Vβ ⊂ Uα : یعنی (تظریف

واحد افراز

باز پوشش یک R = {Ui} و بوده شمارا پایه با یا پیرافشرده منیفلد یک M کنیم فرض 4.1.1 تعریف
زیر شرط 3 در ها Ui روي شده تعریف {φi(p)} ، Ck دیفرانسیل�پذیر توابع از خانواده�اي اگر باشد. آن

می�نامیم. Rپوشش به وابسته واحد افراز را آن کند صدق

، ٠ ≤ φi(p) ≤ ١ .1
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، φi(p) = ٠ آن�گاه p /∈ Ui اگر .2

. ∀p ∈M
∑

i φi(p) = ١ .3

کلاف�ها نظریه 2.1
بسازیم. جدیدي منیفلد منیفلدها، اجتماع با یا دادن قرار هم کنار با که است لازم هندسه در اوقات گاهی

عمل این کنیم. تعریف منیفلدها از خانواده این روي دیفرانسیل�پذیري ساختار یک باید کار این انجام براي

می�نامند. کلافی ساختار را جدید ساختار این و به�یکدیگر منیفلدها از خانواده�اي کردن کلاف را

تاري کلاف 1.2.1

فضاي یک تاري کلاف یک که بگوییم باید کنیم، بیان ساده جمله یک در را تاري کلاف تعریف بخواهیم اگر

است. دیگر توپولوژیک فضاي دو مستقیم حاصل�ضرب مشابه موضعی به�طور که است توپولوژیک

باشد. پوشا Cr نگاشت یک π : E → B و Cr منیفلدهایی F و B ، E کنیم فرض 1.2.1 تعریف
چون B از بازي زیرمجموعه b ∈ B هر براي هرگاه می�نامیم تاري کلاف یک را (E, π,B, F ) چهارتایی

زیر نمودار که به�طوري باشد موجود ϕ : π−١(U) → U × F مانند Cr دیفئومورفیسمی و b حول U

. pr١ ◦ ϕ = π یعنی باشد. جابجایی

E ⊃ π−١(U)
ϕ //

π
%%KK

KKK
KKK

KKK
U × F

pr١
||xx
xx
xx
xx
x

U

را pr١ : U × F −→ U تصویر، نگاشت را π پایه، منیفلد را B کل، فضاي را E تعریف این در

b روي تار را π−١(b) ، b ∈ B هر براي می�نامیم. کلاف تار را F و اول مولفه روي تصویر نگاشت
می�دهیم. نمایش Eb نماد با و نامیده

F و B ابعاد جمع با برابر E منیفلد بعد که است واضح دارد. نام تاري کلاف کارت یک (U, ϕ) زوج

است.

dimE = dimB + dimF
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براي E نماد از تنها یا π : E −→ B نماد از (E, π,B, F ) نماد جاي به نیاید، پیش ابهامی چنانچه

می�کنیم. استفاده تاري کلاف یک معرفی

برداري کلاف 2.2.1

کلاف یک (E, π,B, F ) می�گوییم باشد. تاري کلاف یک (E, π,B, F ) کنیم فرض 2.2.1 تعریف
نگاشت�هاي که باشد اطلسی داراي کلاف این و بوده m بعد به برداري فضاي یک F اگر است برداري

باشند. خطی ایزومورفیسم�هاي نقطه هر در آن کارت تغییر

بندي برگ 3.1
همبند زیرمنیفلدهاي به آن تجزیه ،Mm دیفرانسیل�پذیر منیفلد بعدي n برگ�بندي از منظور ساده بیان به

Rm = Rn×Rm−n از زیرمنیفلدهایی مشابه موضعی طور به زیرمنیفلدها این که برگاست، نام به بعدي n

است Rm = Rn × Rm−n برگ�بندي بعدي، n برگ�بندي مثال ساده�ترین هستند. ثابت دوم مختص با

می�باشند. Rn × {c} ، c ∈ Rm−n بعدي n صفحه�هاي برگ�ها آن در که

موضعی طور به است برگ�بندي این برگ�هاي حافظ که h : U ⊂ Rm −→ V ⊂ Rm دیفئومورفیسم

می�باشد. زیر فرم به

h(x, y) = (h١(x, y), h٢(y)) , (x, y) ∈ Rm = Rn × Rm−n (3.1.1)

کلاس از بعدي n برگ�بندي یک باشد. C∞ کلاس از mبعدي منیفلد Mیک کنیم فرض 1.3.1 تعریف
کند. صدق زیر ویژگی�هاي در Mکه روي F ماکزیمال اطلس از است Mعبارت منیفلد روي Cr

گوي�هاي ترتیب به U٢ و U٢ که φ(U) = U١ × U٢ ⊂ Rn × Rm−n آن�گاه (U,φ) ∈ F اگر .1

هستند. Rm−n و Rn در بازي

باشند، Ui ∩ Uj ̸= ∅ مشترك قلمروهاي با F از دلخواه کارت دو (Uj, φj) و (Ui, φi) اگر .2

3.1.1 صورت به φj ◦ φ−١
i : φi(Ui ∩ Uj) −→ φj(Ui ∩ Uj) مختصات تغییر نگاشت آن�گاه
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Mتوسط گوییم صورت این در .φj ◦φ−١
i (x, y) = (ψij(x, y), γij(y)) که معنی بدین باشد،

و است M روي Cr کلاس از و n بعد از برگ�بندي ساختار یک F یا و است شده برگ�بندي F

می�نامیم. برگ�بندي کارت�هاي را (U,φ) ∈ F کارت�هاي

p-فرمی�ها 4.1

برداري فضاي روي -فرمی p 1.4.1

(یا خارجی فرمی -pیک باشد. K میدان روي n بعد به برداري فضاي یک E کنید فرض 1.4.1 تعریف
می�باشد. زیر صورت به که ω متناوب خطی -p نگاشت از است عبارت ( p درجه از فرم یک

ω : E × · · · × E −→ K

باشیم داشته ٢ ≤ p براي یا p = ١ هرگاه گوییم متناوب را ω خطی -p نگاشت 2.4.1 ملاحظه

ω(X١, · · ·Xi, · · ·Xj, · · ·Xp) = −ω(X١, · · ·Xj, · · ·Xi, · · ·Xp)

دیفرانسیل�پذیر فرم�هاي 2.4.1

هستند. متناهی بعد با برداري فضاهاي روي خارجی فرم�هاي از خاصی حالت دیفرانسیل�پذیر فرم�هاي

تمام برداري فضاي باشد. صحیح عدد یک r و Rn در باز مجموعه�ي یک M کنید فرض 3.4.1 تعریف
به�طور یا r درجه�ي از دیفرانسیل�پذیر فرم یک می�دهیم. نمایش ΛrRn با Mرا روي خارجی r-فرمی�هاي

هر براي این�صورت در است. α : M −→ ΛrRn دیفرانسیل�پذیر نگاشت ،M روي r-فرمی یک خلاصه

برداري فضاي Mیک روي r-فرمی�هاي تمام مجموعه�ي می�باشد. Rn روي فرمی -r یک αx ، x ∈ M

می�دهیم. نمایش ΩrM با آن�را که است
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منیفلدها روي -فرمی p 3.4.1

mاز نقطه هر به که C∞ نگاشت یک از است Mعبارت منیفلد روي فرمی -p میدان یک 4.4.1 تعریف
می�کند. وابسته فرمی -pیکM

ω : m ∈M → ωm ∈ Ωp(TmM)

نمود. معرفی زیر صورت به p-خطی C∞(M) متناوب نگاشت یک توسط را p-فرمی میدان یک می�توان

ω :

︷p−مرتبه ︸︸ ︷
X (M)× · · · × X (M) −→ C∞(M)

نگاشت�ها این خانواده Mاست. منیفلد روي دیفرانسیل�پذیر برداري میدان�هاي مجموعه X (M) این�جا در

می�دهیم. نمایش ΩpM توسط را

باشد موجود زیر C∞ نگاشت اگر Mگوییم از p٠ نقطه در انقباض�پذیر Mرا منیفلد 5.4.1 تعریف
h :M × [٠, ١] −→M

،M در p هر براي که طوري به

h(p, ١) = p

h(p, ٠) = p٠

تعریف زیر صورت به را h تابع می�توانیم زیرا می�باشد، ٠ ∈ Rn نقطه در انقباض�پذیر Rn مثال عنوان به

کنیم.

h : Rn × [٠, ١] −→ Rn

(p, t) 7−→ tp

هر براي �صورت این در dω = ٠ به�طوري�که (p ≥ ١) ، ω ∈ Ωp(M) کنیم فرض (پوآنکاره) 6.4.1 لم
که طوري به است موجود U روي π −p)-فرمی ١) یک Mو در U همسایگی یک m ∈M نقطه

ω|U = dπ
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