
چͺیده

با گروه�هایی ١٩٨٨ سال در که آنجا تا دارد. گروه�ها ساختار روی بر زیادی تأثیر نرمالساز زیرگروه�های وجود

با متناهͬ موضعاً گروه�هایی مورا ٢٠٠٠ سال در کار این ادامه�ی در شد، بررسͬ روماس توسط نرمالساز دو

و سه دو، با زیرگروه�هایی دارای که دلخواه گروه�های ساختار توتا سپس داد. قرار مطالعه مورد را نرمالساز دو

داد. قرار بررسͬ مورد را نرمالسازها این تأثیر و کرد مشخص را باشند نرمالساز چهار

نشان و مͬ�پردازیم آنها نرمالساز زیرگروه�های توسط متناهͬ گروه�های حل�پذیری تأثیر به ما پایان�نامه این در

۵٧ حداکثر با ساده گروه�های همچنین و حل�پذیرند دارند، نرمالساز ٢٠ حداکثر که گروه�هایی که مͬ�دهیم

است. مرجع[١٨]، از دربرگرفته پایان�نامه این کار مͬ�کنیم. مشخص را نرمالساز

حل�پذیر. گروه�های گروه، n-انگل ساده، گروه�های نرمالساز، زیرگروه�های کلیدی: کلمات
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پیشͽفتار

(G ∈ ηn) است، گروه ηn ،G گروه گوییم است. نرمالساز n با گروه�هایی درباره�ی پایان�نامه این بحث

از نرمالساز n اگر است گروه ηc
n ،G گروه همچنین و باشد داشته زیرگروه�هایش از نرمالساز n دقیقاً اگر

١ روماس هستند. ددکیند گروه�های هستند η۱ به متعلق که گروه�هایی باشد. داشته دوری�اش زیرگروه�های

گروه�های به را نتیجه این [۵] در ٢ مورا کامپ و مͬ�کند مشخص را η۲ به متعلق متناهͬ گروه�های [١٣] در

با زیرگروه�هایی دارای که دلخواه گروه�های ساختار [١۶] در ٣ توتا همچنین مͬ�دهد. تعمیم متناهͬ موضعا

مͬ�کنیم: بیان را آمده، بدست تاکنون که نتایجͬ کرد. مشخص را هستند نرمالساز چهار و سه دو،

�باشد. متناهͬ واسطه به مرکز G اگر تنها و اگر دارد نرمالساز متناهͬ تعداد G گروه .١

است. ٣ حداکثر کلاس از پوچ�توان G صورت این در باشد، n = ۳ با گروه ηn ͷی G فرضمͬ�کنیم .٢

است. ٢ حداکثر کلاس از حل�پذیر G صورت این در باشد، n = ۴ با گروه ηn ͷی G مͬ�کنیم فرض .٣

G آنگاه نباشد، متناهͬ موضعا G اگر صورت این در باشد، n = ۴ با گروه ηn ͷی G مͬ�کنیم فرض .۴

است. ٣ حداکثر کلاس از پوچ�توان

به گروه) ηn) گروه�ها ηc
n برای حلͬ قابل معیار ͷی ادامه در و گروه�هاست ηc

n بررسͬ مقاله این در ما هدف

مͬ�آوریم. دست به n وسیله

استفاده آنها از بعدی فصل�های در که مͬ�پردازیم گروه�ها مورد در قضایا و تعاریف بیان به اول فصل در

فصل در و مͬ�دهیم قرار بحث مورد را نرمالساز متناهͬ تعداد با گروه�هایی خواص دوم فصل در مͬ�کنیم.

Ramos١
Camp-Mora٢

Tota٣

١



گروه�هایی مͬ�کند ثابت که را A قضیه فصل این در همچنین و مͬ�کنیم بررسͬ را پذیر حل گروه�های ηn سوم

بالاترین که مͬ�زنیم حدس و مͬ�کنیم بیان را حل�پذیرند دارند دوری زیرگروه�های از نرمالساز ٢٠ حداکثر که

درباره چهارم فصل در دارد. n مقدار به بستگͬ گروه�هایی چنین حل�پذیری مͬ�دهیم نشان و باشد ٢١ کران

حداکثر که G غیرآبلͬ ساده گروه�های همه B قضیه از استفاده با و مͬ�کنیم بحث غیرآبلͬ ساده گروه�های ηn

مͬ�کنیم. مشخص را دارند نرمالساز ۵٧

٢



١ فصل

مقدمه

گروه�ها ساختار ١.١

نمایش ⟨a⟩ با را a توسط شده تشͺیل زیرگروه باشد، a ∈ G و گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .١.١.١ تعریف

مͬ�نامند: دوری زیرگروه را آن و مͬ�دهند

⟨a⟩ = {ak|k ∈ Z}.

Gمͬ�نامند. مولد را a و است Gدوری آنگاه ⟨a⟩ = G که یافتشود Gچنان در a عنصر اگر تعریف٢.١.١.

است). دوری گروهͬ Z)

ازای به یعنͬ مͬ�نامیم، آبلͬ را گروه شوند، تعویض G بر عمل تحت G عناصر همه�ی اگر .٣.١.١ تعریف

y «مزدوج xyx−۱ آن در که مͬ�دهیم نشان xyx−۱ = y با را خاصیت این گاهͬ ما .xy = yx ،x, y ∈ G

هستند). آبلͬ نامتناهͬ و متناهͬ دوری (گروه�های دارد. نام «G در

است همنهشت b با a مͬ�گوییم G در b و a هر ازای به .H ≤ G و گروه ͷی G فرضکنید تعریف١.١.۴.

.ab−۱ ∈ H اگر تنها و اگر a ≡ b(Mod H) مͬ�نویسیم و H پیمانه به

به و است G روی هم�ارزی رابطه ͷی H پیمانه�ی به همنهشتͬ باشد G از زیرگروهͬ H اگر .۵.١.١ تعریف

از است عبارت a همنهشتͬ رده�ی G در a هر ازای

ā = Ha = {ha : h ∈ H}.

٣



مشابه صورت به که bH ،G در b هر ازای به مͬ�نامیم. G در H راست همدسته ͷی را Ha .۶.١.١ تعریف

است. G در H چپ همدسته ͷی مͬ�شود تعریف

در H متمایز راست همدسته�های تعداد باشد. آن از زیرگروهͬ H و گروه ͷی G کنید فرض .٧.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش [G : H] با و نامیده G در H شاخص را G

که مͬ�شود نتیجه سادگͬ به آنگاه باشد آن زیرگروه ͷی H و متناهͬ گروه ͷی G چنانچه .٨.١.١ تبصره

[G : H] =
|G|
|H|

.

آنگاه: باشد، G زیرگروه ͷی H و متناهͬ گروه ͷی G چنانچه (لاگرانژ). ٩.١.١ قضیه

|H|
∣∣∣|G|.

.١.٣.٣ قضیه [١۴] به رجوع اثبات.

Gاست نرمال زیرگروه ͷیN مͬ�گوییم باشد. آن از Nزیرگروهͬ و گروه ͷیG فرضکنید .١٠.١.١ قضیه

.g−۱ng ∈ N باشیم داشته N در n هر و G در g هر ازای به اگر N E G مͬ�نویسیم و

.١.۴.٣ قضیه [١۴] به رجوع اثبات.

صورت این در باشد G نرمال زیرگروه ͷی N کنید فرض .١١.١.١ تعریف

G

N
= {Ng, g ∈ G}

ͷی به aN · bN = (ab)N عمل با G
N
مجموعه است. G در (چپ) راست همدسته�های مجموعه G

N
یعنͬ

مͬ�نامیم. N بر G خارج�قسمتͬ گروه را آن که مͬ�شود تبدیل گروه

اکنون است. نرمال آن زیرگروه هر پس است آبلͬ Z چون مͬ�گیریم. نظر در را Z جمعͬ گروه .١٢.١.١ مثال

همدسته�های از عبارتند Z

kZ
خارج�قسمتͬ گروه عناصر بͽیریم نظر در را k ∈ N ∪ {۰} ،kZ زیرگروه اگر

گروه k = ۰ حالت در بنابراین باشد مͬ�تواند ۰,۱,۲, . . . , k − ۱ اعداد از ͬͺی x مقدار که x + kZ

۴



Z

kZ
= ⟨۱ + kZ⟩ چون حال عضو، k دارای و متناهͬ Z

kZ
گروه k ≥ ۱ حالت در و است Z همان Z

kZ
= Z

۰

. Z
kZ

∼= Zk پس است k مرتبه از دوری Z

kZ
پس

است K
N
صورت به G

N
گروه زیر هر صورت این در باشد G نرمال گروه زیر N کنید فرض .١٣.١.١ قضیه

K اگر تنها و اگر است G
N
از نرمال زیرگروه ͷی K

N
همچنین است. N شامل و G از زیرگروهͬ K آن در که

باشد. G نرمال زیرگروه ͷی

.١.۴.۵ قضیه [١۴] به رجوع اثبات.

زیر صورت به و مͬ�دهیم نمایش Z(G) با را G گروه مرکز باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١۴.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف

Z(G) = {x ∈ G : xg = gx ∀g ∈ G}.

(Z(G) E G) است. G نرمال زیرگروه ͷی G گروه مرکز .١۵.١.١ قضیه

هر ازای به پس باشند G در x, g مͬ�کنیم فرض .Z(G) = {x ∈ G : xg = gx ∀g ∈ G} داریم اثبات.

داریم: G در g

xg = gx, gg = gg → (xg)g = g(xg);

نیز: و xg ∈ Z(G) لذا

xg = gx → x−۱(xg)x−۱ = x−۱(gx)x−۱ → gx−۱ = x−۱g

داریم: باشد دلخواه Z(G) در x و G در g مͬ�کنیم فرض حال .Z(G) ≤ G پس x−۱ ∈ Z(G) بنابراین

gxg−۱ = gg−۱x = x ∈ Z(G)

.Z(G) E G نتیجه در

۵



نرمالساز صورت این در (H ≤ G) باشد G از زیرگروهͬ H و گروه ͷی G کنید فرض .١۶.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را G در H

NG(H) = {g ∈ G|gH = Hg} = {g ∈ G|Hg = H}.

بستار را مͬ�باشند H شامل که G نرمال زیرگروه�های همه آنگاه ،H ≤ G مͬ�کنیم فرض .١٧.١.١ تعریف

مͬ�دهند. نمایش HG با و مͬ�گویند G در H نرمال

است. H شامل که G نرمال گروه زیر کوچͺترین ،HG (i)

.HG = {g−۱hg : g ∈ G, h ∈ H} (ii)

.HG = H[H, G] E G (iii)

صورت: این در باشد آن زیرگروه H و گروه ͷی G کنید فرض .١٨.١.١ تعریف

CG(H) = {g ∈ G : gh = hg,∀h ∈ H}

مͬ�باشد. G از زیرگروهͬ که گویند G در H مرکزساز را

صورت: این در باشد G از زیرگروهͬ H کنید فرض .١٩.١.١ قضیه

Core(H) = ∩g∈GgHg−۱ E G

G در N بودن زیرگروه اثبات برای .N ⊆ H وضوح به N = ∩g∈GgHg−۱ و H ≤ G داریم اثبات.

داریم: gHg−۱ ≤ G باید g ∈ G هر ازای به که مͬ�دهیم نشان

x, y ∈ gHg−۱ → x = gh۱g
−۱, y = gh۲g

−۱, h۱, h۲ ∈ H

xy = gh۱g
−۱gh۲g

−۱ = g(h۱h۲)g
−۱ ∈ gHg−۱

نیز و

x−۱ = (gh۱g
−۱)−۱ = gh−۱

۱ g−۱ ∈ gHg−۱

۶



تعریف به بنا مͬ�داریم، نگه ثابت را آن کرده، انتخاب Gرا در x دلخواه Gعنصر Nدر بودن نرمال اثبات برای

که دهیم نشان باید
∀g ∈ G, n ∈ N : g−۱ng ∈ N
یا
∀g ∈ G : N g = N

N = ∩g۰∈Gg−۱
۰ Hg۰ ⇒ N g =

(
∩g۰∈Gg−۱

۰ Hg۰

)g

= ∩x∈Gx−۱Hx = N ⇒ N g = N ∀g ∈ G

یͷهمریختͬ Ḡ گروه Gبه گروه نگاشتφاز مͬ�گوییم باشند، گروه دو Ḡ Gو فرضکنید تعریف٢٠.١.١.

باشند. ͷی به ͷی φ همریختͬ اگر .φ(ab) = φ(a)φ(b) باشیم: داشته G در b و a هر ازای به اگر است،

نگاشت (تحت Ḡ و G گروه دو مͬ�گوییم باشد پوشا و ͷی به ͷی φ اگر و است تکریختͬ ͷی φ مͬ�گوییم

.G ∼= Ḡ مͬ�نویسیم و یͺریختند (φ

صورت به φ هسته باشد. Ḡ گروه به G گروه از همریختͬ ͷی φ : G → Ḡ کنید فرض .٢١.١.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر

ker φ = {g ∈ G : φ(g) = ē}.

آنگاه: باشد گروهͬ همریختͬ ͷی φ : G → Ḡ چنانچه .٢٢.١.١ قضیه

.ker φ E G الف)

.ker φ = (e) اگر تنها و اگر است ͷی به ͷی φ ب)

.٢.۵.١ قضیه [١۴] به رجوع اثبات.

(خودریختͬ) φیͷخودسانͬ : G → G همریختͬ مͬ�گوییم باشد، Gیͷگروه فرضکنید تعریف٢٣.١.١.

مͬ�دهیم. Aut(G)نمایش با Gرا گروه خودسانͬ�های همه مجموعه باشد. پوشا و ͷی به ͷی φ اگر Gاست

٧



Ia با را a توسط آمده پدید داخلͬ خودسانͬ باشد. G در a و گروه ͷی G کنید فرض .٢۴.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به G در g هر ازای به و داده نمایش

Ia(g) = a−۱ga

مͬ�دهیم. نمایش Inn(G) با را G گروه داخلͬ خودسانͬ�های همه مجموعه

است. گروه ͷی توابع ترکیب عمل با Aut(G) مجموعه�ی الف) .٢۵.١.١ قضیه

است. Aut(G) نرمال زیرگروه ͷی G داخلͬ خودسانͬ�های مجموعه ب)

Inn(G) E Aut(G).

.١.۵.۴ قضیه [١۴] به رجوع اثبات.

G داخلͬ خودسانͬ�های گروه Inn(G) و G گروه مرکز Z(G) و گروه ͷی G کنید فرض .٢۶.١.١ قضیه

آنگاه: باشد

G

Z(G)
∼= Inn(G).

.١.۵.٣ قضیه [١۴] به رجوع اثبات.

ͷی را S به S از پوشا و ͷی به ͷی تابع هر باشد، ناتهͬ مجموعه ͷی S کنید فرض .٢٧.١.١ تعریف

وارون و ترکیب چون مͬ�دهیم. نمایش A(S) یا را S جایشͽت�های همه�ی مجموعه و مͬ�نامیم S جایͽشت

A(S) پس است شرکتپذیر توابع ترکیب اینکه به توجه با و پوشاست و ͷی به ͷی باز پوشا و ͷی به ͷی توابع

در که A(S) از خاص حالت است. IS همانͬ تابع آن همانͬ عضو که است گروه ͷی توابع ترکیب عمل با

است. توجه مورد بسیار (S = {۱,۲, . . . , n} مͬ�کنند فرض (معمولا˟ مͬ�باشد عضوی n مجموعه�ی S آن

مͬ�نامیم. حرف n روی متقارن گروه را آن و مͬ�دهیم نمایش Sn با صرفاً را A(S) حالت این در

ar به را a۱ که است (n ≥ r) Sn از جایͽشتͬ (a۱, a۲, . . . , ar) بعدی r دور از منظور .٢٨.١.١ تعریف

مͬ�دارد. نگه ثابت را {۱,۲, . . . , n} مجموعه�ی عناصر بقیه و مͬ�برد a۱ به را ar و . . . ،a۳ به را a۲ و
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مͬ�نامیم. ترانهش ͷی را Sn در (a, b) بعدی دو دور هر .٢٩.١.١ تعریف

در شود، تجزیه ترانهش از زوجͬ تعداد به α اگر است زوج α ∈ Sn جایͽشت مͬ�گوییم .٣٠.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. فرد را آن صورت این غیر

Anنمایش با را زیرگروه این است، Sn زیرگروه ͷی Sn زوج جایͽشت�های همه مجموعه�ی تعریف٣١.١.١.

مͬ�نامند. n درجه از متناوب گروه را آن و مͬ�دهند

نتیجه در (|An| = n!
۲ (لذا است. ۲ شاخص با Sn از نرمالͬ گروه زیر An متناوب گروه .٣٢.١.١ قضیه

.An E Sn

.١.۶.٣ قضیه [١۴] به رجوع اثبات.

|a| = n آن در که b و a توسط شده تولید گروه باشد. طبیعͬ عدد ͷی n ≥ ۳ فرضکنید تعریف٣٣.١.١.

مͬ�دهند. نمایش Dn با و نامیده (n درجه (از دووجهͬ گروه ba = a−۱b و |b| = ۲ و

Dn = ⟨a, b : |a| = n, |b| = ۲, ba = a−۱b = an−۱b⟩.

Z(Dn) = (a
n
۲ ) = آنگاه باشد زوج n اگر است ناآبلͬ گروه ͷی Dnکه دووجهͬ گروه در .٣۴.١.١ تبصره

.Z(Dn) = (e) باشد فرد n اگر و {e, an
۲ }

[x, y] = x−۱y−۱xy صورت این در x, y ∈ G و باشد گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .٣۵.١.١ تعریف

مشتق یا جابه�جاگر زیرگروه مͬ�آید، پدید ,x]ها y] تمام توسط که G زیرگروه مͬ�نامیم. y و x جابه�جاگر را

مͬ�دهیم: نمایش G′ با که مͬ�نامیم

G′ = ⟨[x, y]|x, y ∈ G⟩.

اینکه برای کافͬ و لازم شرط رو این از a−۱b−۱ab = e آنگاه شوند جابه�جا هم با b و a اگر .٣۶.١.١ مثال

.G′ = (e) که است این باشد آبلͬ G گروه
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است. آبلͬ G
G′ و G′ E G صورت این در باشد، گروه ͷی G کنید فرض .٣٧.١.١ قضیه

به کنیم، ثابت است کافͬ G در G′ بودن نرمال اثبات برای G′ = ⟨aba−۱b−۱|a, b ∈ G⟩ داریم اثبات.

داریم: g ∈ G هر و aba−۱b−۱ جابه�جاگر هر ازای

g(aba−۱b−۱)g−۱ ∈ G′

داریم:

g(aba−۱b−۱)g−۱ = (gag−۱)(gbg−۱)(ga−۱g−۱)(gb−۱g−۱)

= (gag−۱)(gbg−۱)(gag−۱)−۱ → (gbg−۱)−۱ ∈ G′

چون: باشند G در b و a مͬ�کنیم فرض ، G
G′ بودن آبلͬ اثبات برای و

(aG′)(bG′) = (bG′)(aG′) ⇔ abG′ = baG′.

.G′ ⊆ N آنگاه باشد، آبلͬ G
N
و G نرمال زیرگروه ͷی N کنید فرض .٣٨.١.١ قضیه

داریم: باشد G جابه�جاگر ͷی aba−۱b−۱ و آبلͬ G
N
و N E G مͬ�کنیم فرض اثبات.

abN = (aNbN) = (bN)(aN) = baN

.G′ ⊆ N نتیجه در aba−۱b−۱ ∈ N لذا و

گروه با S۳

A۳
و A۳ E S۳ مͬ�دانیم کنیم. محاسبه را S۳ مشتق گروه مͬ�خواهیم کنید فرض .٣٩.١.١ مثال

مرتبه از گروهͬ A۳ اما S ′
۳ ≤ A۳ باشیم داشته باید قبل قضیه به بنا رو این از است یͺریخت ٢ مرتبه دوری

.A۳ = S ′
۳ نتیجه در و S ′

۳ ̸= ۱ پس نیست آبلͬ S۳ چون .A۳ و ۱ یعنͬ دارد زیرگروه دو تنها و است ۳
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خواصجابه�جاگرها

برقرارند: زیر موارد صورت این در x, y, z ∈ G کنید فرض

.[x, y] = [y, x]−۱ (i)

.[xy, z] = [x, z]y · [y, z] (ii)

.[x, y−۱] = ([x, y]y
−۱

)−۱ = [y, x]y
−۱

(iii)

.[x, y−۱, z]y[y, z−۱, x]z[z, x−۱, y]x = ۱ (iv)

نباشد. غیربدیهͬ نرمال زیرگروه دارای G گاه هر گوییم، ساده را G گروه .۴٠.١.١ تعریف

(A۵ و n ̸= ۱,۲,۴)

(Sn و n ≥ ۵) نباشد. آبلͬ نرمال زیرگروه هیچ دارای G هرگاه گوییم نیم�ساده را G گروه .۴١.١.١ تعریف

نیست. درست آن عکس اما است، نیم�ساده ساده، گروه هر .۴٢.١.١ تذکر

آن شده تولید متناهیاً گروه زیر هر هرگاه مͬ�گوییم، متناهͬ موضعاً گروه ͷی را G گروه .۴٣.١.١ تعریف

حل�پذیر) (گروه�های باشد. متناهͬ

از: عبارتند متناهͬ موضعا گروه�های خواص برخͬ

است. متناهͬ موضعا متناهͬ، گروه هر .١

است. متناهͬ موضعا متناهͬ، موضعا گروه از زیرگروه هر .٢

گروه�های (همه باشد. نرمال G در ،G از زیرگروه هر اگر مͬ�نامیم، گروه ددکیند را G گروه .۴۴.١.١ تعریف

هستند.) گروه ددکیند آبلͬ
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Z(G) شامل Gکه از زیرگروه�هایی تعداد گاه هر مͬ�گوییم متناهͬ واسطه به مرکز Gرا گروه تعریف١.١.۴۵.

باشند. متناهͬ ∣∣∣∣هستند G

Z(G)

∣∣∣∣ < ∞.

گوییم گروه عنصر FC ͷی Gرا از g عنصر صورت این در باشد، گروه ͷیG فرضکنید تعریف١.١.۴۶.

یعنͬ: باشد، متناهͬ G در مزدوجات تعداد هرگاه،

|G : C
(g)
G | < ∞.

همه توسط شده تولید که G از زیرگروهͬ صورت این در باشد، گروه ͷی G کنید فرض .۴٧.١.١ تعریف

یعنͬ: گوییم مرکز FC را FC-عنصرهاست

FC(G) = ⟨{g ∈ G : |xg| < ∞}⟩.

(مساوی) هم�ارز اگر است FC-گروه ،G صورت این در باشد، گروه ͷی G کنید فرض .۴٨.١.١ تعریف

باشد. خودش FC-مرکز

و متناهͬ واسطه به مرکز که گروه�هایی متناهͬ، آبلͬ گروه�های مهم، گروه�های FC جمله از .۴٩.١.١ نکته

هستند متناهͬ گروه�های

است. متناهͬ موضعاً متناوب، گروه FC هر و است گروه FC ،ͷی گروه FC ͷی زیرگروه˼ هر
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خطͬ تبدیل با گروه�هایی ٢.١

درایه�هایی ماتریس�هایn×nبا همه�ی مجموعه باشد، طبیعͬ nعدد و Rیͷحلقه فرضکنید تعریف١.٢.١.

تشͺیل Mn(R) در (۰ (دترمینان≠ وارون�پذیر عناصر همه مجموعه�ی مͬ�دهیم. نمایش Mn(R) با را R در

ماتریس�هایی تمام مجموعه و GLn(R)نمایشمͬ�دهیم با و مͬ�نامیم عام خطͬ گروه را آن که مͬ�دهد یͷگروه

مͬ�دهیم. نشان SLn(R) نماد با و گوییم خاص خطͬ گروه را ١ دترمینان با GLn(R) در

تبدیلات همه مجموعه باشد، F میدان روی n بعد با برداری فضای ͷی V مͬ�کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف

باشیم: داشته مͬ�توانیم که مͬ�دهیم، نمایش GL(V ) با را معکوس�پذیر خطͬ

GL(V ) ∼= GL(n, F )

این در است اول عدد ͷی از مثبتͬ توان صورت به q که ،|F | = q و باشد متناهͬ میدان ͷی F اگر حال

مͬ�دهیم. نمایش SL(n, q) و GL(n, q) با را SL(n, F ) و GL(n, F ) گروه�های صورت

SLn(R) و GLn(R) گروه�های و باشد C یا R و Q مجموعه�های از ͬͺی R مͬ�کنیم فرض .٣.٢.١ قضیه

و Q∗ ضربی گروه R∗ (که .GLn(R)
SLn(R)

∼= R∗ و SLn(R) E GLn(R) صورت این در مͬ�گیریم نظر در را

است) C∗ یا R∗

.٢.۶.٢ قضیه [١۴] به رجوع اثبات.

SL(n,R) مرکز و نمایشمͬ�دهیم a۱n با استکه غیرصفر ,GL(nیͷماتریساسͺالر R) مرکز .۴.٢.١ لم

.an = ۱ که طوری به است a۱n اسͺالر ماتریس ͷی

.٣.٣.١ لم [١۴] به رجوع اثبات.

از عام خطͬ گروه GL(n,R) و باشد C یا R و Q مجموعه�های از ͬͺی R مͬ�کنیم فرض .۵.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف R روی را n درجه از عام خطͬ گروه تصویر صورت این در باشد n درجه

PGL(n,R) =
GL(n, R)

Z(GL(n,R))
.
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کنیم: تعریف را خاص خطͬ گروه تصویر مͬ�توانیم بالا تعریف اساس بر

PSL(n,R) =
SL(n, R)

Z(SL(n,R))
=

SL(n,R)

SL(n, R) ∩ Z(GL(n,R))
.

است. ساده PSL(n, F ) آنگاه (|F | > ۳ و n = ۲) یا n > ۲ اگر .۶.٢.١ تذکر

گروه مرتبه صورت این در باشد، اول عدد ͷی از مثبتͬ توان q و طبیعͬ عدد ͷی n فرضمͬ�کنیم .٧.٢.١ لم

با: است برابر خاص و عام خطͬ

|GL(n, q)| = (qn − ۱)(qn − q) · · · (qn − qn−۱).

|SL(n, q)| = |GL(n, q)|/(q − ۱) = |PGL(n, q)|.

|PSL(n, q)| = |GL(n, q)|/(q − ۱)(n, q − ۱).

.٣.۵.٢ لم [١۴] به رجوع اثبات.
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مجموعه بر گروه عمل ٣.١

و g ∈ G هر ازای به کنیم فرض باشد. غیرتهͬ مجموعه X و گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .١.٣.١ تعریف

که: طوری به باشد داشته وجود مͬ�دهیم نشان x · g علامت با را آن که X از یͺتایی عضو x ∈ X هر

،x · ۱ = x ،X از هر ازای به .١

X از x هر و G از g۲ و g۱ ازای به .٢

x · (g۱g۲) = (x · g۱) · g۲

جای به نوشتن در سهولت (برای گویند. X بر G عمل را · و مͬ�کند عمل X بر G گوییم صورت این در

(xg نوشت خواهیم x · g

عنوان به یا است G خنثͬ عضو e آن در که مͬ�کند عمل خودش روی G گروه مثال عنوان به .٢.٣.١ مثال

به یعنͬ مͬ�کند. عمل G در H راست همدسته�های تمام مجموعه�ی روی G آنگاه ،H ≤ G اگر دیͽر مثال

مͬ�شود. ′Hggمتناظر عضو ،G از g′ عضو هر Gو Hدر راست همدسته�های مجموعه� Hgاز عضو هر ازای

را ϕg : X → X تابع G از g هر ازای به کند عمل X مجموعه بر G گروه کنیم فرض .٣.٣.١ قضیه

ضابطه با را φ : G → SX نگاشت و ϕg ∈ SX صورت این در مͬ�کنیم تعریف xϕg = xg ضابطه با

است. برابر عمل هسته با آن هسته که است همریختͬ ͷی g 7→ φg

.١.۶.١ قضیه [١۴] به رجوع اثبات.

K ▹ G صورت این در باشد عمل هسته K و کند عمل X مجموعه بر G گروه کنیم فرض .۴.٣.١ نتیجه

است. یͺریخت SX از گروه ͷی با G
K
و

مجموعه صورت این در x ∈ X و کند عمل X غیرتهͬ مجموعه بر G گروه کنیم فرض .۵.٣.١ تعریف

مختصراً که مͬ�دهیم نشان StG(x) علامت با را آن و مͬ�نامیم G در x پایدارساز را {g ∈ G|xg = x}

.St(x) مͬ�نویسیم
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.St(x) ≤ G صورت این در باشد گروه G مͬ�کنیم فرض .۶.٣.١ قضیه

.١.۶.١٠ قضیه [١۴] به رجوع اثبات.

S۵ از زیرگروهͬ عنوان Gبه که است معلوم t = (۱,۲,۳)(۴,۵) Gو = ⟨t⟩ فرضمͬ�کنیم .٧.٣.١ مثال

که مͬ�کند عمل طبیعͬ طور به ،{۱,۲,۳,۴,۵} مجموعه بر

St(۱) = {۱, t۲}, St(۴) = {۱, t۲, t۴}.

و گروه عمل با متناظر G جایͽشتͬ نمایش φ و کند عمل X مجموعه بر G گروه کنیم فرض .٨.٣.١ قضیه

صورت: این در باشد، عمل هسته K

K = ker φ = ∩x∈XSt(x).

.١.۶.۶ قضیه [١۴] به رجوع اثبات.

صورت این در ،x ∈ G و کند Gعمل بر تزویج عمل با G کنیم فرض .٩.٣.١ قضیه

آنگاه: باشد عمل با متناظر G جایͽشتͬ نمایش φ و عمل هسته K اگر نتیجه در .St(x) = C(x)

K = ker φ = ∩x∈GC(x) = Z(G)

. G
Z(G)

∼= Inn(G) و Imφ = Inn(G) که مͬ�شود محقق آسانͬ به G
Z(G)

→ SG بنابراین

.٢.۶.۶ قضیه [١۴] به رجوع اثبات.

این در ،g ∈ G و باشد G از تهͬ غیر زیرمجموعه�ای S و گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .١٠.٣.١ تعریف

صورت:

Sg = g−۱Sg = {g−۱xg|x ∈ S}

مͬ�نامیم. S مجموعه مزدوج را
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صورت این در Gباشد غیرتهͬ زیرمجموعه�های همه مجموعه χ و گروه ͷیG فرضکنیم تعریف١١.٣.١.

بر عمل ͷی Xg = Xg ضابطه G از g هر و χ از X هر ازای به دیͽر عبارت به مͬ�کند عمل χ تزویج با G

داریم: باشد χ از دلخواهͬ عضو u هرگاه حال مͬ�کند. تعریف χ

St(u) = {g ∈ G|ug = u}

مͬ�دهیم). نمایش NG(u) با و مͬ�نامیم G در u نرمالساز دوم طرف (مجموعه

صورت این در H ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض (نرمالساز-مرکزساز). ١٢.٣.١ قضیه

CG(H) ▹ NG(H).

کنیم: فرض مͬ�کند عمل H بر تزویج با NG(H) گروه که مͬ�شود معلوم آسانͬ به اثبات.

φ : NG(H) → SH

باشد. عمل با متناظر NG(H) گروه جایͽشتͬ نمایش

٨.٣.١ قضیه به بنا

ker φ = ∩h∈HSt(h) = ∩{g ∈ NG(H)|hg = h}

CN(H)(H) = CG(H) ∩ NG(H) = CG(H)

.CG(H) ≤ NG(H) همواره زیرا
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سیلو قضایای ۴.١

مرتبه� هرگاه مͬ�گوییم p-گروه Gرا متناهͬ گروه باشد، اول عدد ͷی p فرضکنید (p-گروه). تعریف١.۴.١

دووجهͬ (گروه�های .∀g ∈ G |g| = pα که α ∈ N ∪ {۰} یعنͬ باشد p اول عدد از توانͬ آن عضو هر

(٨ مرتبه

Nزیرگروه و باشد Gیpͷ-گروه اگر کلͬ طور به است. نابدیهͬ p-گروه مرکز گروه). p (مرکز ٢.۴.١ گزاره

است. نابدیهͬ N ∩ Z(G) آنگاه باشد G نابدیهͬ و نرمال

.١.۶.١۴ گزاره [١۴] به رجوع اثبات.

هرگاه مͬ�شود، نامیده ماکسیمال زیرگروه ͷیM صورت این در باشد Gیͷگروه فرضکنید تعریف١.۴.٣.

جز به و بوده G از سره�ای زیرگروه M یعنͬ .H = G یا H = M آنگاه M ≤ H ≤ G اگر و M ̸= G

باشد. نداشته وجود G و M بین سره�ای زیرگروه M

M EGصورت این در Gباشد ماکسیمال زیرگروه ͷیM و باشد Gیpͷ-گروه فرضکنید .۴.۴.١ گزاره

.[G : M ] = p و

.١.۶.١۶ گزاره [١۴] به رجوع اثبات.

نوشت مͬ�توان باشد. G اول علیه مقسوم p و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .۵.۴.١ تعریف

از G زیرگروه هر صورت این در (p,m) = ۱ که طوری به هستند طبیعͬ اعداد n و m که |G| = pn · m

نمایش Sylp(G) به را G سیلو زیرگروه�های p تمام مجموعه�ی مͬ�نامند. G سیلوی p-زیرگروه ͷی pn مرتبه

مͬ�دهیم.

باشد. p از توانͬ |G| اگر تنها و اگر است، p-گروه ،G متناهͬ گروه .۶.۴.١ قضیه

است. p از توانͬ آن عضو هر مرتبه ١.۴.١ تعریف طبق پس باشد. متناهͬ p-گروه ،G مͬ�کنیم فرض اثبات.

باشد متناهͬ گروه G (هرگاه کشͬ قضیه طبق پس مͬ�شمارد را |G| که باشد اولͬ عدد q مͬ�کنیم فرض حال

١٨


