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  :دهیچک
مقیـد  رو پانـل توسـط سـازه    از این. شوندمی متصلها هاي فلزي پانلی شکلی هستند که به این سازه، پروفیلهاهاي تقویت سازهی از راهیک
 اي اسـتوانه  هـاي طرفـه پانـل  کمـانش یـک  نامـه  انی ـدر ایـن پا .  شود که فقط در یک سوي خـارج از سـطح اعمـال نیـرو کمـانش کنـد      می

 يروهایخته شده با نیبدون کشش، برانگ یکیون الاستیفونداس يمحدود بر رو يه با شعاع انحنایلاهیمرکب لاو  همگن همسانگرداي دایره
و با اعمال اصل  تئوري کلاسیک فرضیات براساست حاکم، معادلا. ز شده استیآنال ریتز-ریلی، به روش ییسطح و گرمادرون یکیمکان

. کـار رفتـه اسـت   متمرکـز بـه   يمتشـکل از فنرهـا   ياون، شـبکه یفونداس يسازهیشب يبرا .، استخراج شده استيبر معادله انرژ يکار مجاز
شـبکه  و به انجام شده است  از فنرها )شبکه مرجع(اي مناسببراي تعیین شبکهاز در واحد طول ین تعداد فنر مورد نییتع ییمطالعات همگرا

همگن همسانگرد  يهاپانل یکیهاي کمانش الاستمنحنی .داده شده استبراساس این شبکه مقدار  طیطول به مح هاي هندسیسایر نسبت
سطح و درون  یکیمکان يروهایخته شده با نیک بدون کشش برانگیاي بر روي فونداسیون الاستاي دایرهاستوانه لایهمرکب لایه يهاو پانل
ط سـازه در زاویـه   یکمانش را بـا نسـبت هندسـی طـول بـه مح ـ      یبحران ياین نمودارها رابطه بین بار بحرانی و دما. ارائه شده است ییگرما

چون تعداد تأثیر پارامترهایی هم .دهندنشان می يکمانش را با زاوبه مرکز یبحران ين بار بحرانی و دمایمرکزي مشخصی از پانل و رابطه ب
بـر    گاهی، زاویه الیافت، شرایط تکیها در ضخامت ثابت، نسبت هندسی طول به محیط، نسبت هندسی شعاع به ضخامهو نوع چینش لایه

طرفه پانل با سنجی روش حاضر، کمانش یکبراي ارائه درست .طرفه و دوطرفه بررسی شده استبار بحرانی و دماي بحرانی کمانش یک
نسبت هندسـی طـول   افزایش سطح پانل در اثر افزایش ها نشان دادندکه نتیجه. یسه شده استنهایت با کارهاي موجود مقاشعاع انحناي بی

رو الگوهـاي متفـاوتی در   از این. شودلزوماً منجر به افزایش سطح تماس بین پانل و فونداسیون و در نتیجه بار بحرانی کمانش نمیبه محیط 
با کـاهش نسـبت هندسـی     توان نتیجه گرفت کههاي انجام شده میاز بررسی. شدطرفه دیده تغییر بار بحرانی و دماي بحرانی کمانش یک

. یابـد طرفه بر بار بحرانی و دماي بحرانی کاهش مـی شعاع به ضخامت، برخلاف افزایش بار بحرانی و دماي بحرانی کمانش، تأثیر قید یک
 .یابدش میطرفه کاهها در ضخامت ثابت تأثیر قید یکچنین با افزایش تعداد لایههم
 

، فونداسیون ریتز، تئوري کلاسیک-طرفه، روش ریلی، کمانش یککمانش دوطرفه،پایداريیز آنال: يدیکل واژگان
  ايهاي استوانهالاستیک، پانل
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  فصل اول

  مقدمه                      
  مقدمه :فصل اول                  1

 

 

 

 

  مقدمه 1-1

 تــرین و از جملــه مهــم. هســتند هــاي مهندســی هــا یکــی از پرکــاربردترین اجــزاء و قطعــات در ســازهپوســته

هـاي  هایی نظیـر هواپیماهـا، فضـاپیماها و سـازه    ساخت سازه ،ها در مهندسی سازه و مکانیککاربرد آن ترينگسترده
ها استفاده نشـده  پوسته توان یافت که در ساخت آن از ي باربر و یا مکانیکی را میدریایی است و کمتر سیستم سازه

هایی که در مقابل بارهاي مختلفی قرار دارنـد ممانعـت از ایجـاد پدیـده     از نکات مهم طراحی چنین سازه یکی. باشد
کمانش کلی و موضعی است و در واقع کنترل این پدیده یکی از معیارهاي اصلی و اساسی در طی روند طراحی این 

از . شـود کردن ظرفیت بار کمانشی توصیه میهایی بیشینهاز این رو در روند طراحی قطعات چنین سازه. ها استسازه
اي تغییـر کنـد کـه    گونـه ، بـه قرار دارداي که تحت اثر نیروي غشایی یا درون صفحه وقتی رفتار پوسته ،نظر مکانیکی

این رفتار متـأثر   هد؛دپوسته مورد نظر، تمایل به خارج شدن از سطح اعمال نیرو را داشته باشد پدیده کمانش رخ می
  .از تغییرشکل بزرگ پوسته است

 هــاي ســختی يدارا هــاســازههــا، ایــن هــا و پوســتهصــفحه ،رفتــار تیرهــا زیدر آنــالبــا نحــوه نگــرش ســختی 

بر سـختی   یشکاه يهاي فشاري اثرصفحه یا تنشي درونهانیرو. هستندصفحه خود در رفتار برون) هندسی(ايویژه
هـا  مقـدار کـاهش در سـختی   . بـر سـختی دارنـد    یش ـفزایا يهاي کششی اثریا تنش هادر صورتی که نیرو دارند سازه
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اي خـاص بـه   با افزایش مقـدار ایـن تـنش، سـختی در لحظـه     . متناسب با میزان اعمال بار یا تنش غشایی فشاري است
بل اعمـال بـار از خـود نشـان دهـد و      گونه سختی اضافی در مقاتواند هیچدیگر نمی سازهیابد که اي کاهش میاندازه

که عضو را در آستانه دوشاخگی  مقدار نیروي غشایی یا تنش فشاري ها،در اصطلاح پایداري سازه .کندیکمانش م
  .شوددهد بار بحرانی کمانش نامیده میدر وضعیت تعادل قرار می

 هـاي خـاص کمـانش و از جملـه کمـانش      هـاي عـددي تحلیـل کمـانش، وضـعیت     به مـوازات توسـعه روش  

نـام   هـا پوسـته  هـا صفحه طرفهتوان از کمانش یکن قرار گرفت که به عنوان مثال میاطرفه نیز مورد توجه محققیک
در آستانه  ياصفحهدرون يروهایتحت اعمال نیا پوسته در مجاورت یک سطح قرار گرفته باشد و  صفحهوقتی  .برد

هـاي سینوسـی سـاده کمـانش کنـد و ایـن چنـین        توانـد در مـوج  دلیل حضـور سـطح، نمـی   ، بهردیگ یکمانش قرار م
ایـن نـوع   . یا پوسته هستند تمایل بـه دور شـدن از سـطح تمـاس را دارنـد      صفحههایی که ناشی از کمانش تغییرشکل

طرفـه،  در کمانش یـک . شودطرفه نامیده مییا پوسته است و کمانش یک صفحهکمانش متفاوت با کمانش معمولی 
هاي اعمال شده، سختی بیشتري از خـود  یا پوسته در مقابل بار صفحهتري داشته و هاي کوتاهمود کمانشی طول موج

  . دهدنشان می

  هاتوسعه و تکامل تئوري پوسته 1-2

هـا بـر اسـاس تئـوري الاستیسـیته خطـی       اولین محققی بود که توانست تئوري کامل و موفقی براي پوسته لاو
ایـن تئـوري   . هـا را معرفـی کـرد   ، تئوري خطی کلاسیک پوسته1او با توسعه فرضیات کرشهاف. کند کلاسیک ارائه

شد کـه منجـر   مرتبه میهاي کوچک و هماي بود که با عبارتها برخورد دوگانهیکی از این نقص. هایی داشتنقص
دیگـر سـعی بـر مرتفـع کـردن ایـن        همین خاطر دانشمندانبه. گردیدبه ایجاد ناسازگاري در معادلات دیفرانسیل می

هاي همگن و همسـانگرد نـازك بـر اسـاس     هاي کلاسیک ارائه شده براي پوستهبسیاري از تئوري  .مشکلات کردند
این فرضیات  .شودگفته می2(    )هاي با تقریب مرتبه اول لاو ها تئوريلاو هستند که به آن-فرضیات کرشهاف

  :عبارتند از
 .پوسته نازك است -1

 .ها کوچک هستندتغییرشکل -2

 .هاي تنش ناچیز استسطح در مقایسه با دیگرمؤلفهتنش عمود بر میان -3

                                                 
  Kirchoff ١  

٢ Love First order Approximation Theory  
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 .مانندسطح باقی میچنان مستقیم و عمود بر میانسطح، بعد از تغییرشکل همخطوط مستقیم عمود بر میان -4

نسبت ضخامت به شـعاع در  که وجود ندارد اما زمانی) فرض اول(هااگرچه تعریف دقیقی براي نازکی پوسته
هـاي بـا تقریـب مرتبـه اول لاو از دقـت      دست آمده از تئـوري هاي بهبرابر عدد یک ناچیز است انتظار است که پاسخ

شـود کـه   این فرض باعث می. دارد معادلاتمشتقات در  محاسبه فرض دوم تأثیر مستقیمی بر. کافی برخوردار باشند
. جز نقـاطی کـه در نزدیکـی بـار متمرکـز قـرار دارنـد، معتبـر اسـت         ر کلی بهطوفرض سوم نیز به. تئوري خطی باشد

 ک یس ـتئـوري کلا . سـطح نـاچیز هسـتند   هاي کرنش برشی در راستاي عمود بـر میـان  براساس فرض چهارم نیز مؤلفه
 1956سال  در[1]   ينقد. گذاري شده استفرضیات پایهشود بر مبناي همین نشان داده می (   )اي نیز که بالایه

  .ک پرداختیسهاي کلابه صورت کامل به بررسی تئوري
 هـاي الاسـتیک همگـن و همسـانگرد بـراي      هـا، دسـته دوم از تئـوري   در ادامه توسعه وتکامل تئـوري پوسـته  

هایی که در ایـن دسـته قـرار    تئوري. شوند ارائه شدندنشان داده می1 (    )هاي نازك و نسبتاً ضخیم که باپوسته
در سـال   [3]، لـور  1934در سـال   [2] عنـوان مثـال فلـوگ   بـه . لاو نیستند-گیرند بر اساس همه فرضیات کرشهافمی

طـور جداگانـه، بـه    فـرض نـازك بـودن، بـه    به جز لاو -بر اساس فرضیات کرشهاف 1944در سال  [4] و بیرین 1940
 علاوه بر نادیـده گـرفتن فـرض نـازك بـودن، اثرهـاي تغییرشـکل برشـی و تـنش عمـود بـر            . توسعه تئوري پرداختند

. در نظـر گرفتـه شـدند    1949در سـال   [5] ده توسـط هیلدبرانـد، ریزنـر وتومـاس    سطح  نیـز در تئـوري ارائـه ش ـ   میان
هـایی خطـی، بـر مبنـاي فرضـیات      بـا ارائـه تئـوري   نیـز   [8] یلـو نوژو  [7] کویتر، [6]چون دانل دانشمندان دیگري هم

 سـندرز  غیرخطـی  تئـوري  ،باید دانست که تنهااما . کردندلاو  تئوري لاو، سعی بر مرتفع کردن مشکلات-کرشهاف
  .هاي تئوري لاو را برطرف کندطور موفق توانست ناسازگاريبود که به 1959در سال  [9]

. اي تحت بار فشـاري محـوري انجـام گردیـده اسـت     هاي استوانهایداري پوستهکنون تحقیقات بسیاري بر پتا
اي تحـت بـار فشـاري    هـاي اسـتوانه  از اولین محققانی بودند که کمانش الاستیکی پوسته [11]و تیموشنکو [10] لورنز

هـاي  تغییـر شـکل  اي دراز را بـا معرفـی تئـوري    هاي استوانهکمانش پوسته [12] فون کارمن. محوري را آنالیز کردند
اي نازك تحت بار فشاري محـوري را  هاي استوانهنیز کمانش پوسته [13] و همکاران بتدورف  .بزرگ، بررسی کرد

 خطـی  هـاي غیـر  داد کـه در تحلیـل کمـانش، تئـوري    تجربـی نشـان مـی    يهاجهنتی .خطی حل کردند بر اساس تئوري
 بـراي مطالعـه بیشـتر دربـاره تاریخچـه کمـانش       . رخوردارنـد خطـی از دقـت بـالاتري ب   هـاي  ها نسبت به تئوريپوسته
  .را ببینید  [14]ايهاي استوانهپوسته

                                                 
١ Love Second order Approximation Theory  
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  لایهاي مرکب لایهاي دایرههاي استوانهتاریخچه کمانش مکانیکی پوسته 1-3

 نیدر ع ـگـردد و  ، باعث بهتـر شـدن خاصـیت مهندسـی مـواد مـی      مرکبکننده هاي تقویتاستفاده از رشته 
هـاي پرکـاربرد در   تـرین سـازه  لایه یکی از مهـم هاي مرکب لایهپانل. دهدمیش یرا افزاها سختی سازه ،کاهش وزن

اسـتفاده   رهی ـو غاي، نیـرو  چون هوافضا، زیردریـا، هسـته  صنایع مهندسی هستند و به صورت پرکاربرد در صنایعی هم
گیرند که ممکن است پایداري سازه قرار میچون بار فشاري محوري ها تحت بارهاي متفاوتی هماین سازه. شوندمی

  .استها بسیار با اهمیت رو بررسی رفتار کمانشی آناز این. را به چالش بکشانند
اي همگـن  هـاي اسـتوانه  اولین محققانی بودند که به آنـالیز پایـداري پوسـته    1945همکارش در سال  ومارچ 

تحـت بارگـذاري    را بررسی مشـابهی  1956چنین در سال ها همآن. وعمودسانگرد تحت بارگذاري پیچشی پرداختند
  .[15] محوري فشاري ارائه کردند

لایه با شعاع انحناي محدود هاي مرکب لایهبه بررسی کمانش اولیه پانل 1983در سال  [16]وس ژانگ و متی
لاو -فرضیات کرشهافها معادلات تعادل را براساس آن. تحت بارگذاري ترکیبی محوري فشاري و برشی پرداختند

هـا  لایـه ، چیـنش  ) رشـته هـا  (استخراج کردند و سپس بار بحرانی کمانش را ارائه کردند و تأثیر انحنـا، زاویـه الیـاف   
اي بین بـار بحرانـی محـوري و    چنین رابطهها همآن. هاي هندسی پانل را بر بار بحرانی کمانش بررسی کردندونسبت

هاي دست آمده را با نتیجههاي بهدر پایان نیز نتیجه. لایه متقارن ارائه کردندلایههاي مرکب نیروهاي برشی براي پانل
  .آزمایشگاهی مقایسه کردند

هـاي  هاي تحلیلی را براي کمانش، ارتعاش و خمش پوسـته حل 1989در سال  [17] کخدیر، ردي و فردری 
هـا و بـا   ییرشکل برشی مرتبه اول و سوم پوستههاي کلاسیک، تغلایه عمودچین براساس تئورياي مرکب لایهاستوانه

ها و اثر تغییرشکل برشی گاهی، تعداد لایهدر چند مثال تأثیر شرایط تکیه. ارائه کردند1 استفاده از روش فضاي حالت
ها نشان دادند که تئوري کلاسیک بـار  آن. ها، فرکانس و بار بحرانی کمانش بررسی شده استها، تنشبر تغییرشکل

بینی هاي تغییرشکل برشی مرتبه اول وسوم پیشتر از تئوريها را کمبحرانی کمانش و فرکانس را بیشتر و تغییرشکل
تر است؛ دست آمده از تئوري مرتبه اول نسبت به تئوري کلاسیک، به تئوري مرتبه سوم نزدیکهاي بهنتیجه. کندمی

ها را بیشتر از تئوري مرتبه سـوم پـیش بینـی    تر و تغییرشکلکم اما به مقداري جزیی بار بحرانی کمانش و فرکانس را
گـرفتن  ها در توجیه اختلاف بین دو تئوري مرتبه اول و سوم بیان کردند که تئوري مرتبه سوم بـا در نظـر  آن. کندمی

نیـازي  هاي بالایی و پایینی پوسته صفر هستند، دیگر هاي برشی در راستاي ضخامت که در سطحتوزیع سهموي تنش
  .به استفاده از ضریب تصحیح برشی ندارد

                                                 
١ State Space Aproach  
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لایه را با هدف افزایش ظرفیت هاي مرکب لایههاي پانلزاویه الیاف لایه 1990در سال  [18]رائو و تریپاتی  
درجـه آزادي مـورد    48قـارن دوجـه دوم   تلایـه نام به روش اجزاي محدود و با استفاده از المان پوسـته لایـه   کمانشی

هـاي بـا زاویـه    ها نشان دادند که بهترین راه براي افزایش بار بحرانـی کمـانش اسـتفاده از لایـه    آن. بررسی قرار دادند
    −یـا      +هاي فقط با زاویـه  چنین استفاده از لایهها همآن. است    یا    زاویهبه جاي     ±الیاف 

بحرانـی  خمشـی، باعـث کـاهش بـار     -چرخشـی  1گیـرش دلیل ایجاد اثـر درهـم  که به    یا    هاي زاویهبه جاي 
  .د را توصیه نکردندنشوکمانش می

 2هـاي از دو سـو انحنـادار   بـراي پوسـته  تحلیل پایداري و ارتعـاش آزاد را  معادلات  1990در سال  [19] کررا
ان ایش. هاي تغییرشکل برشی ارائه کردندئوري فلوگ و با در نظر گرفتن اثرلایه عمودچین براساس تناهمسانگرد لایه

هـا  سـپس بـا ارائـه نتیجـه    . هاي کلاسیک لاو وکلاسیک دانل نیز به دسـت آورد چنین معادلات را براساس تئوريهم
  .ها با توجه به پارامترهاي هندسی متفاوت پرداختاي و کروي به مقایسه تئوريهاي استوانهبراي پوسته

مقادیر ویژه مسایل پایداري و ارتعاش  روش تحلیلی جدیدي را براي تعیین 1991در سال  [20] نوزیر و ردي
بـراي ارائـه روش، از تئـوري تغییرشـکل برشـی دانـل و تئـوري        . لایه عمـودچین معرفـی کردنـد   هاي لایهآزاد پوسته

گـاهی متفـاوتی را بررسـی کردنـد و در پایـان روش تحلیلـی       هـا شـرایط تکیـه   آن. کلاسیک دانل استفاده شده است
لایـه بـا معـادلات    هـاي مرکـب لایـه   ها و پانـل صفحهمسایل پایداري و ارتعاش ) لوي از نوع(جدیدشان را براي حل 

  .پیشنهاد کردند 8و  3دیفرانسیل داراي تعداد و مرتبه بیشتر از به ترتیب 
لایه همگن اي مرکب  لایهاي دایرههاي استوانهبه مقایسه بار کمانش پانل 1998در سال  [21] جانکی و نایت

و دانـل   1927، لاو 1959کـویتر  -مرتبـه اول سـندرز   یبرش ـ همسانگرد براساس سه تئـوري تغییرشـکل  همسانگرد و نا
ها نشـان  آن. گاهی متفاوت پرداختندریتز تحت بار محوري فشاري در شرایط تکیه-و با استفاده از روش ریلی 1957

چـون  مواد و پارامترهاي هندسـی هـم   دادند که تئوري دانل در مقایسه با تئوري سندرز وابسته به درجه ناهمسانگردي
هـاي تئـوري لاو بـه    اما نتیجـه . هاي با شعاع انحناي محدود دچار خطا استشعاع به ضخامت و طول به شعاع در پانل

ها بیان کردنـد کـه نادیـده گـرفتن نیـروي برشـی محیطـی در اسـتخراج         آن. تر استهاي تئوري سندرز نزدیکنتیجه
گرفتن سهم جابجایی در راستاي ضخامت و طـولی پانـل   محیطی در تئوري دانل و نادیدهمعادلات تعادل در راستاي 

 )تـرین تئـوري پوسـته اسـت    کـه کامـل  (هاي چرخشی در تئوري لاو عامل اصلی اختلاف با تئوري سندرز در عبارت
  .باشدمی

                                                 
١ Coupling  
٢ Doubly curved shell  
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لایـه  لایـه اي مرکـب  رهاي دای ـهـاي اسـتوانه  سازي کمانش پانلبه آنالیز بهینه 2006در سال  [22]هو و یانگ 
نویسـی  ها با تغییر زاویه الیـاف بـا اسـتفاده از روش برنامـه    آن. تحت بار محوري فشاري پرداختند 1شدهقویتتمتقارن 

       افـزار  دوشاخگی کمانش نرم مده از تحلیلدست آبه دنبال افزایش بار بحرانی کمانش به 2مداوم خطی
ها در ایـن  آن. ارائه شد 2010اشاره کرد که توسط ژانگ و خان در سال  [23] توان بهمیاز کارهاي اخیر نیز . بودند

طـور خـاص در صـنعت    هایی که بهصفحهها و مقاله با استفاده از روش اجزاي محدود به بحث در زمینه کمانش پانل
  . شوند، پرداختندسازي استفاده میکشتی

در سـال   [24] هاي مرکب، مقالات ارائه شده توسط آمبارتسـمیان براي مطالعه بیشتر تاریخچه کمانش پوسته
 .را ببینید 1986در سال  [25]و اسمیت  1975در سال   [15]، تنیسان1974

 لایهاي مرکب لایهاي دایرههاي استوانهتاریخچه کمانش گرمایی پوسته 1-4

صـورت گسـترده در سـاخت    خاطر مزایایی که در تقویت و افزایش مقاومت مـاده دارنـد بـه    مواد مرکب به
اي کـه در طراحـی   هـاي اسـتوانه  از جمله پوسته. شوندهاي با دماي بالا قرار دارند استفاده میهایی که در محیطسازه

هـا، خطـوط لولـه    ها، مـاهواره ها، راکت، موشک4صوتیو فرا 3چون هواپیماهاي مافوق صوتاي همهاي سازهسیستم
 یکـی از  . هاي گرمـایی، مخـازن تحـت فشـار و غیـره کـاربرد دارنـد       ، مبدل5جوشانهاي اي، دیگهاي هستهنیروگاه

هاي رو مطالعه و بررسی تنشاز این. ها، رخداد کمانش در اثر تغییرات دمایی استگونه سازهترین مشکلات اینمهم
ربري، اهمیـت بـالایی   وري و قابلیـت تحمـل بـا   هاي ناشی از این پدیده در راستاي افزایش بهـره گرمایی و تغییرشکل

  .دارد
لایـه محـدود   هاي مرکب لایـه صفحهها و کمانش گرمایی کارهاي موجود به کمانش مکانیکی پوسته اغلب
یکـی از اولـین مطالعـات در زمینـه کمـانش گرمـایی       . ها پرداخته شده استگرمایی پوستهتر به کمانش هستند و کم
 زوك. اي نازك پرداختتحلیل کمانش گرمایی یک پوسته استوانهاو به . انجام شد 1957در سال  [26] توسط هاف

گـاه گیـردار را بـا اسـتفاده از روش     اي بـر روي تکیـه  آنالیز کمانش گرمایی یک پوسـته اسـتوانه   1957در سال  [27]
  .گالرکین ارائه کرد

                                                 
١ Fiber-reinforced  
٢ Sequential linear programming  
٣ Supersonic  
٤ Hypersonic  
٥ Boiler  
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در  [31]و  [30] و راس و همکـاران  1964در سـال   [29] ، هـاف و همکـاران  1959در سـال   [28] ابیر وناردو
ها و مطالعات بـه  همه این بررسی. هاي دمایی متفاوت پرداختندهاي مشابهی در محیطنیز به تحلیل 1966 و1965سال 

  .مواد همگن همسانگرد محدود بودند
اي عمودسـانگرد  هـاي اسـتوانه  اولین محققانی بودند که به بررسی ناپایداري پوسته 1971در سال  [32]گاپتا و وانگ 

سال  [33] رادهامون و ون کاتارامانا. ریتز پرداختند-حت توزیع بار گرمایی محوري متقارن با استفاده از روش ریلیت
نظـر کـردن از   هاي عمودسانگرد با صـرف هم مانند گاپتا و همکارش به بحث در زمینه کمانش گرمایی پوسته 1975

  .ضریب انبساط گرمایی برشی پرداختند
لایه نامتقارن تحت اي مرکب لایههاي استوانهبه آنالیز کمانش گرمایی پانل 1990در سال  [34] چانگ و چو

تئوري تغییرشکل برشی مرتبه بالا و با اسـتفاده از  گاه لولایی، براساس افزایش دمایی گسترده یکنواخت بر روي تکیه
اي تئوري تغییرشکل برشی مرتبه اول ارائه ههاي به دست آمده را با نتیجهها نتیجهآن. روش اجزاي محدود پرداختند

هـاي در راسـتاي   دانیم اثر تغییرشکل برشی ناشی از مؤلفـه که میطورهمان(میدلاین مقایسه کردند-شده توسط ریزنر
ضخامت در هر دو تئوري و اثر تغییرشکل عمود در راستاي ضخامت فقط در تئوري تغییرشکل برشی مرتبـه بـالا در   

 دسـت آمـده از تئـوري مرتبـه اول بیشـتر از دمـاي       ها نشان دادند که دماي بحرانی کمانش بهآن). شودنظر گرفته می

هـا  آن. ها تئوري مرتبه بالا را براي تحلیـل مسـأله پیشـنهاد کردنـد    بنابراین آن. دست آمده از تئوري مرتبه بالا استبه
ها، تعـداد  و مدول الاستیسیته، زاویه الیاف لایهاي چون ضریب انبساط گرمایی هاي درون صفحهچنین تأثیر نسبتهم
  .ها و غیره را بر دماي بحرانی کمانش بررسی کردندلایه

بعـدي مطالعـات پـارامتري در    با استفاده از روش اجزاي محـدود سـه   1993در سال  [35] گوتسیس وگاپتیل
 هـا،  ضـخامت متفـاوت در لایـه   چـون طـول، ضـخامت، فشـار هیدرواسـتاتیک داخلـی،       بررسی تأثیر پارامترهایی هـم 

ها نشـان  آن. اي انجام دادندهاي استوانهها و غیره بر پوستههاي دمایی متفاوت در راستاي ضخامت، چینش لایهمحیط
  . ها و زاویه الیاف بر دماي بحرانی کمانش اثر قابل توجهی دارددادند که ضخامت لایه
هـاي  صـفحه اي و هاي اسـتوانه کمانش و پس از کمانش پوستهتأثیر دما بر  1993در سال  [36] بیرمان و برت

زمـان  طـور هـم  ها معادلات تعادل یک پوسته کـه بـه  در ابتدا آن. نشده را بررسی کردندمرکب تقویت شده و تقویت
دسـت  سپس از این معادلات براي به. تحت بارگذاري مکانیکی محوري و میدان دمایی قرار دارد را استخراج کردند

در پایـان  . کننده پاسخ پس از کمانش یک پوسته استفاده کردنـد ن یک شکل کلی از معادلات جبري توصیفآورد
نهایـت تحـت بارگـذاري    بینی رفتار پس از کمانش یـک پانـل بـا شـعاع انحنـاي بـی      شان را براي پیشها معادلاتآن

  .کار بردندترمومکانیکی به
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لایه نازك اي مرکب لایهاي دایرههاي استوانهز کمانش پوستهبه آنالی 1999در سال  [37]اسلامی و جواهري 
ها معادلات پایداري خطـی را براسـاس تئـوري تغییرشـکل برشـی      آن. تحت بارگذاري مکانیکی و گرمایی پرداختند

ارائه شده این معادلات با معادلات پایداري . دست آوردندجابجایی سندرز به-مرتبه بالا و با استفاده از روابط کرنش
ها نشان داد که این معادلات نسبت به معادلات پایداري دانل از دقت بیشتري در تعیـین  نتیجه. توسط دانل مقایسه شد

  .بار بحرانی کمانش برخوردارند
لایه عمودچین بـا  اي مرکب لایههاي استوانههاي پایداري پوستهویژگی 2003در سال  [38] پاتل و همکاران

اي شکل و بیضی شکل تحت توزیع دمایی گسترده یکنواخت را براساس آنالیز غیرخطی استاتیکی و هاي دایرهمقطع
چنین تـأثیر پارامترهـاي مختلفـی چـون پـارامتر خـروج از       ها همآن. با استفاده از روش اجزاي محدود بررسی کردند

  .دها ، خواص مواد و غیره را بر پایداري پوسته نشان دادن، تعداد لایه 1مرکز
لایـه  اي مرکب لایـه هاي استوانهسازي کمانش گرمایی پوستهبه آنالیز بهینه 2008در سال  [39] توپال و ازمن

گاهی را بـر دمـاي بحرانـی    به شعاع و شرایط تکیه ها، نسبت طولچنین اثر تعداد لایهها همآن. پرداختند2     چــین تحــت توزیــع دمــایی گســترده یکنواخــت براســاس تغییرشــکل برشــی مرتبــه اول و بــا اســتفاده از روش  اریــب
  .بهینه بررسی کردند
به طور خلاصه به بررسی کارهاي انجام شده در زمینه کمانش و پس از گرمایی  1993در سال  [40] تورنتون

رد و اي و مخروطی همگـن همسـانگ  هاي استوانههاي با شعاع انحناي محدود، پوستههاي کوتاه، پانلها، پوستهصفحه
دسـت آوردن  چنین معادلات حاکم بر کمانش گرمایی چند مسأله کاربردي ویژه را در بهایشان هم. مرکب پرداخت

که  [41] توانید درمرور بیشتر بر کارهاي انجام شده در زمینه کمانش گرمایی را می. دماي بحرانی کمانش ارائه کرد
 .  ببینید است، ارائه شده 1992توسط نور و برتون در سال 

 طرفهتاریخچه کمانش یک 1-5

سازه در معرض پدیده کمـانش   حال اگر .گیرندقرار می دیگرياجزاي مجاورت با در ها سازه گاهی اوقات
شـود کـه   مقید مـی  ايگونهجزء دیگر بهکه عضو کمانش کننده توسط قرار گیرد، به این نوع از کمانش به خاطر این

طرفـه از  کمـانش یـک  . شـود طرفه گفته میکمانش یک ،ال نیرو کمانش کندفقط در یک سوي خارج از سطح اعم

                                                 
١ Non-circularity  
٢ Modified feasible direction method  
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این گونه مسائل را با این فرض که یکی از دو عضـو در حـال   تاکنون محققان زیادي . باشدهاي تماسی مینوع مسأله

  .اندتماس به عنوان فونداسیون دیگري باشد، تحلیل کرده
سـطح   از کـلاس متفـاوت  دو کششـی در  قیـد  ز نظـر تـأثیر   ا سطح تماس بین دو عضو در حال تماسدر کل 

همـین دلیـل سـطح تمـاس بـین دو      بـه . قید کششی همانند قید فشاري وجود دارد ،در نوع اول. شودبررسی می تماس
گـاهی اوقـات   . شـود بنابراین با حل یک دستگاه معادلات خطی مسأله کمـانش، تحلیـل مـی   . باشدعضو مشخص می

عبـارت دیگـر   بـه . اسـت بنابراین سطح تماس فقط شامل قید فشاري . سطح تماس، توانایی اعمال قید کششی را ندارد
ایـن  . دهـد کـه عضـو در حـال فـرو رفـتن در آن باشـد       کننده پاسخ میون زمانی به تغییر شکل عضو کمانشفونداسی

به طرفه در مسأله کمانش یکنامه در این پایان. شودماس میویژگی دوگانه فونداسیون باعث نامشخص بودن سطح ت
  .مورد توجه قرار گرفته است 1970که از سال پردازیم بررسی سطح تماس نوع دوم می

 نـوع از  سـطح تمـاس  حل تحلیلی براي مسائلی که داراي بود که  محققیاولین  1970در سال  [42] ویتسمن 
بـا  ه مدل فیزیکی جدید فونداسیون، از دو مدل ارائه شده توسط وینکلر و ریزنـر  ارائ وي در. باشند ارائه کرددوم می

چنـین در توسـعه ایـن    هـم . وجـود نـدارد، اسـتفاده کـرد     بـین دو عضـو  که تـنش کششـی در سـطح تمـاس     فرض این
انـد،  قرار گرفتهي بدون وزن، که تحت تأثیر بار متمرکز اصفحههایی تیري و هایی از سازهفونداسیون، به بررسی مثال

   .پرداخت
 هـا  آن. مدلی براي کمانش خطوط لوله تحت فشار داخلـی ارائـه کردنـد    1985در سال  [43] یان و همکاران

سنگین که بر روي یک فونداسیون و تحـت بـار محـوري قـرار      تیریک خطوط لوله مورد بررسی را با ارائه مدلی از 
هـا هـر دو نـوع فونداسـیون      آن. دوم بـود  نـوع از  سـطح تمـاس  اي فونداسیون مورد بررسی، دار .مدل کردند داشت،

  . الاستیک و صلب را بررسی کردند
با استفاده از روش گالرکین و بر اساس تئوري کلاسیک به بررسـی رفتـار    1994در سال  [44] وان و واساش

هـا بـراي مـدل     آن. وسیله فونداسیون مقیـد شـده اسـت، پرداختنـد    مستطیلی که از یک طرف به صفحهکمانشی یک 
هـا بـه بررسـی تـأثیر شـرایط       چنـین آن هـم . اي متشکل از فنرهاي غیرخطی استفاده کردندکردن فونداسیون، از شبکه

در سـال   [45] هـا عـلاوه بـر آن، آن  . نیز پرداختند صفحهمرزي متفاوت و عمودسانگردي مواد بر کمانش یک طرفه 
لایـه کـه بـه    مسـتطیلی لایـه   صفحهبا استفاده از دو روش تحلیلی و آزمایشگاهی به بررسی رفتار کمانشی یک  1998

بـراي بررسـی تحلیلـی از روش گـالرکین و بـر      . طرفه توسط یک فونداسیون مقید شده است، پرداختنـد صورت یک
  .لاو استفاده کردند-اساس تئوري کلاسیک با توجه به فرضیات کرشهاف
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طرفه مقید شده اسـت را  مستطیلی که به صورت یک صفحهپایداري یک  1999در سال  و همکاران اسمیت
ها فونداسـیونی  آن [47]و  [46]ریتز مطالعه کردند-متفاوت بر اساس روش ریلی یگاههیتکتحت بار برشی با شرایط 

مسـتطیلی کـه    صـفحه هاي مشابهی بـراي یـک   چنین بررسیها همآن. اي داشترا در نظر گرفتند که ویژگی دوگانه
  تحت بارگذاري محوري فشاري، برشی و خمشی قرار دارد

که به صـورت تجربـی بـه دسـت آمـده، مقایسـه و تأییـد         [50] را با هاجهو نتی را نیز انجام دادند [49]و  [48]
  .کردند

هاي بتنی تحت بارگذاري فشـاري محـوري و خمشـی را بـا     چارچوبکمانش  2007 در سال [51] ثباترور
هاي نامحدود دوسانگرد صفحهها به صورت در این تحقیق چارچوب. تحلیل کردند  استفاده از روش اجزاي محدود

هـا  ایشان نشان دادند که بـار کمانشـی بـتن بـا اسـتفاده از چـارچوب      . اندمدل شده صلبو بتن به صورت فونداسیون 
  .روندکار میها بهها براي افزایش قدرت باربري تیرها وستونرو چارچوباز این. یابدیش میافزا

ها بـراي  باشند که تحلیل آنطرفه میکننده تیرهاي بتنی توع خاصی از مسأله کمانش یکهاي تقویتصفحه
کمـانش موضـعی    1999در سـال   [49] بـراي مثـال اسـمیت و همکـاران    . باشدمحققان از اهمیت بالایی برخوردار می

. ریتـز مـورد بررسـی قـرار دادنـد     -تیرهاي بتنی تحت بار فشاري محوري، خمشی و برشی را با استفاده از روش ریلی
به بررسی کمـانش موضـعی    2007در سال  [.Error! Reference source not found هدایتی و همکاران

تحلیـل مسـأله از     بـراي  . مستطیلی که با پیچ شدن به یک فونداسیون بتنی تقویت شده اسـت، پرداختنـد   صفحهیک 
  .کار گرفتندضرایب لاگرانژ را به ریتز استفاده کردند و براي اعمال قیدها روش-روش ریلی

هاي لایه که لایهمرکب لایه صفحهبا نوشتن معادلات دیفرانسیل براي یک  2007در سال  [53] ما وهمکاران
. به آنالیز کمانش تماسی تحت بـار محـوري فشـاري پرداختنـد     هایی از هم جدا شده بودندمورد نظر در ناحیه صفحه

  ینچنها همآن
هاي نازك که بر روي دیوارهـاي کـامپوزیتی پـانلی شـکل قـرار      به تحلیل رفتار پروفیل 2008در سال   [54]

ــراي شــبیهآن. دارنــد، پرداختنــد ــا  هــا ب ــازك و هــاي بــیصــفحهســازي مســأله تماســی، پروفیــل را ب نهایــت دراز، ن
سـپس بـا نوشـتن معـادلات دیفرانسـیل      . عمودسانگردي که بر روي فونداسیون بدون کشش قرار دارند، مدل کردند

شان در ایـن اسـت کـه در دومـی     تفاوت این کار با کار قبلی. حاکم، بار بحرانی کمانش موضعی را به دست آوردند
  .بر روي فونداسیون مورد نظر بوده است اما در اولی فونداسیونی وجود ندارد صفحه

-وري فـون مسـتطیلی بـر اسـاس تئ ـ    صـفحه به بررسی کمـانش یـک    2009در سال   [55]مورادوا و همکاران
این فونداسیون به دو صورت وینکلر و فونداسـیون  . کارمن که از دو سو توسط فونداسیون مقید شده است، پرداختند
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گاه مفصلی بود که تحت بارگـذاري کششـی و فشـاري محـوري     داراي تکیه صفحه. بدون کشش در نظر گرفته شد
ها براي چنین آنهم. روش طیفی استفاده کردند و تغییراتهاي عددي براساس اصل ها از تکنیکآن. قرار گرفته بود

  . کار بردندتشخیص ناحیه تماس یک پارامتر تعریف شده را  به

  اهمیت موضوع و هدف 1-6

رو تحلیـل  از ایـن . باشـند هاي مهندسـی مـی  ها از پرکاربردترین قطعات در سازهگونه که بیان شد پوستههمان
سازه باید . استها بسیار با اهمیت تلف در شرایط مرزي متفاوت در طراحی سازههاي مخها تحت بارگذاريرفتار آن

هـایی کـه در مقابـل    نکات مهم طراحـی چنـین سـازه    یکی از. باربري و پایداري لازم تحت بارگذاري را داشته باشد
این پدیده یکی از بارهاي مختلفی قرار دارند ممانعت از ایجاد پدیده کمانش کلی و موضعی است و در واقع کنترل 

  .ها استمعیارهاي اصلی و اساسی در طی روند طراحی این سازه
هـاي  هاي پانلی شکلی مورد نظر بوده است که بـر روي اجـزا یـا سـازه    طور خاص پروفیلنامه بهدر این پایان

ت و اجـزاي مکـانیکی   ها و تیرهاي بتنی یـا فلـزي، اتصـالا   ها، ستونهایی که براي تقویت سازهپانل. دیگر قرار دارند
تـوان بـا فونداسـیون    را مـی  هایی که رفتارشانسازه. شوندکار برده میکشی صنعتی بههاي لولههمانند مخازن وسیستم

لایه بوده که تحت هاي مورد بررسی از جنس همگن همسانگرد و مرکب لایهپانل. الاستیکی بدون کشش مدل کرد
شـوند کـه فقـط در    کنند؛ اما توسط فونداسیون بدون کشش مقیـد مـی  ینش مر نیروهاي مکانیکی و گرمایی کمایتأث

تـاکنون  . شـود طرفه نامیـده مـی  این نوع از کمانش، کمانش یک. دنیک سوي خارج از سطح اعمال نیرو کمانش کن
 .ها تحلیل شده استصفحهاین نوع از کمانش، فقط بر روي تیرها و 

  

  روش حل 1-7

 طرفه به عنوان یک مسأله تماسی شـناخته شـده اسـت لـذا بـراي حـل کمـانش        با توجه به اینکه کمانش یک
محـدود، تفاضـل    يهـاي عـددي هـم چـون اجـزا     روش. استفاده نمـود  هاي عدديتوان از روشطرفه پوسته مییک

باشـند کـه   هاي تقریبی مـی ریتز از جمله روش-یلیرهاي مرزي، روش گالرکین و روش محدود، نوار محدود، المان
ریتـز بـراي تحلیـل    -یل ـیرنامـه از روش  در این پایـان  .اندطرفه استفاده شدهون جهت بررسی مسأله کمانش یکاکنت

  . مسأله مورد نظر استفاده شده است
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از  طرفهیک شوند و تأثیر قیدهاي سختی و هندسی تشکیل میها با روند تکرار، ماتریسدر تمامی این روش
طـور  طرفـه، بـه  وضعیت قید یـک . شودضرایب لاگرانژ در حل مسأله منظور می طریق یک تابع افزوده و یا به کمک

مود کمانشی پوسـته بـا اعمـال تـدریجی     . استالاستیکی  ونیفونداسرفتار  مستقیم، دلیل موجهی براي غیرخطی بودن
در چگونگی این سـختی بـا درجـات آزادي ناشـی از تمـاس یـا تـداخل        . آیدیک تابع سختی به سیستم به دست می

هـاي  که قادر به تحمـل تـنش   دشونطرفه با این ویژگی تعریف میقیدهاي یک. باشدالاستیکی مرتبط می ونیفونداس
الاسـتیکی   ونیفونداس ـناحیه تماس به نحوه بارگذاري، سـختی پوسـته و سـختی    . کششی عمود بر سطح تماس نیستند

 کـه یهنگـام  امـا .باشـد متقارن است مسـأله سـاده مـی   سطح، وقتی بارگذاري بر میاندر بارگذاري عمود. بستگی دارد
یک روند حل تکراري براي تعیین ناحیه تماس  نیبنابراتوان مسأله را صریحاً حل نمود ارن است نمیقبارگذاري نامت

  .باشدنیاز می

  هاي بعديمحتواي فصل 1-8

 یمقـدمات  يهـا فی ـتعر نخست در فصل دوماند؛ نامه به این صورت تنظیم شدهبعدي در این پایانهاي فصل 
ه ی ـلاهی ـلا يهـا مورد استفاده، مواد مرکب وسـازه  ي، روش عدديل، اصل کار مجازیپتانس ينه انرژیدرباره اصل کم
ف ی ـروهـا وگشـتاورها تعر  ی، ني، معادلات ساختاریکینماتی، روابط سنازك يهاپوستهدر فصل سوم . داده شده است

در . آمـده اسـت   یبراساس روش تعـادل  کوچک يهار شکلییار آن در تغل حاکم بر رفتیفرانسیو معادلات د اندشده
پرداخته شده  یگاههیط تکیح درباره نگاشت دستگاه مختصات، توابع شکل مورد استفاده و شرایفصل چهارم به توض

بـا  ختـه شـده   یبرانگه ی ـلاهی ـپانل مرکـب لا  يداریمعادلات پا ون،یف مدل فونداسیعلاوه بر تعر در فصل پنجم. است
 ز ی ـندر فصـل ششـم   . اسـتخراج شـده اسـت    يبراساس اصـل کـار مجـاز    ییوگرما ياصفحهدرون یکیمکان يروهاین

  .شده است ارائه هايریگجهیو نت هیلاهیطرفه پانل مرکب لاکیحل شده کمانش  يهامثال



  فصل دوم
  یمقدمات يهافیتعر

   یمقدمات يهافیتعر: ومدفصل 2

 
  

  مقدمه 2-1

گـردد و  ناپایـدار مـی   مقـدار بـار بحرانـی    بـه  دیـک ، نزشودکه پوسته در سطح میانی خود فشرده میهنگامی
حل دقیق معادله کمانش مستلزم دشواري و دقت زیادي است و شرایطی که منجر بـه یـافتن کمینـه     .کندکمانش می

ویـژه در مـورد   این مطلب بـه . ها واضح و آشکار نیستموقعیتشود، در بسیاري از مقدار ویژه یا بار حقیقی کمانش 
هـاي هندسـی پیچیـده    هایی که داراي شـکل اند و یا پوستهطرفه واقع شدهالاستیکی یک ونیفونداسهایی که بر پوسته
فراوانـی یافتـه   کاربرد  ها،رایانه به موازات توسعه يو عدد هاي تقریبیاستفاده از روش رونیاز ا .صادق است ،هستند
 ییهـا بـه روش هـاي عـددي   روشو از ریتـز و گـالرکین   -ریلی چون ییهاروشبه  هاي تقریبیاز جمله روش. است
ریتز جهت -ریلیحاضر از روش  نامهدر پایان. توان اشاره کردیم المان محدود، نوار محدود و تفاضل محدود چون

  .استاصل کار مجازي  اساسبر  یحل مسأله کمانش استفاده شده است که روش
آنالیز تغییر شـکل و آنـالیز تـنش     ،1هاي تعادلیهاي انرژي به عنوان روش جایگزین روشبا استفاده از روش

 هـاي نیـوتنی و   هـاي تعـادلی بـه روش   روشم کـه  یدان ـیم ـ طـور همـان  .توان انجـام داد در یک جسم الاستیک را می
که معادلات  هستندلاگرانژي بر این اصل استوار  يهاروش ،هستندهاي لاگرانژي معروف هاي انرژي به روشروش

سازي انرژي پتانسیل کل مربـوط بـه تغییـر شـکل و بارگـذاري      یافته با کمینهحاکم بر یک جسم الاستیک تغییرشکل
  . قابل استخراج است

                                                 
١ Equilibrium methods  
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هاي متغیـر  مقطع رهاي غیریکنواخت، سطحهاي نامنظم، بامسایلی که داراي شکلز یآنال هاي انرژي درروش
اصـل  مقدماتی در مورد اصـل کـار مجـازي و     يهادر این فصل تعریف .است، بسیار مؤثر هستندمواد ناهمسانگرد  و

 . شده استارائه  کمینه انرژي پتانسیل

  اصل کمینه انرژي پتانسیل 2-2

  :شودیر تعریف میزقضیه انرژي پتانسیل ایستا به صورت 
گونـه تغییـري در   ی هـیچ ی ـدر حال تعادل است که در اثـر تغییـر مکـان جز    یهنگام) خطی و یا غیرخطی(یک سازه"

  ".مقدار انرژي پتانسیل کل ایجاد نشود
و انرژي پتانسیل نیروهاي خـارجی وارد بـر   ) انرژي کرنشی(به ترتیب نشان دهنده انرژي تغییر شکل سازه  و  راگ

  :نامندمیΠ  سازه باشند، مجموع این دو کمیت را انرژي پتانسیل کل سازه
  
) 2-1(  Π =  −  

  
  :شودبیان ریاضی قضیه ایستایی انرژي پتانسیل به صورت زیر نشان داده می

) 2-2(   Π =  ( − ) = 0 
  

دهنده مقدار تغییري است که تحـت اثـر یـک تغییـر مکـان      نشان است ویک کمیت 1 گر تغییراتبیانز ین  گر عمل
قضیه انرژي ایستا که نخستین بار توسط کرشهاف در مکانیک  .آیدوجود میی اختیاري یا تغییر مکان مجازي بهیجز
معناست که تعادل سازه در حالتی برقرار خواهـد   نیابهشود کار برده شد و گاهی به نام قضیه کرشهاف خوانده میبه

اگر بـراي ایجـاد تغییـر شـکل در سـازه، افـزودن       . باشد) کمینه، بیشینه و یا خنثی(شد که انرژي پتانسیل کل آن ایستا
خـودش   از چه سازه ضمن تغییر شـکل و چنان استدل پایدار و انرژي پتانسیل کل کمینه اانرژي به آن لازم باشد، تع

اگر تغییر شکل سازه بدون جذب و . دل ناپایدار و انرژي پتانسیل کل بیشینه استاآزاد کند در این صورت تعانرژي 
محاسبه بار بحرانی، تعیین باري است کـه تحـت اثـر آن تعـادل خنثـی      . دل خنثی استاباشد، تع یا آزاد نمودن انرژي

  .فته سازه امکان پذیر استثر آن تعادل وضعیت تغییر شکل یااممکن باشد، یعنی باري که در 
  

                                                 
١ Variation  
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  اصل کار مجازي 2-3

. نمو جابجایی دلخواه یا به اصطلاح تغییر مکان مجازي قرار گیرد فرض کنید که یک جسم الاستیک تحت
امـا اگـر کـار انجـام شـده بـر روي       . اندازه کوچک باشندها نیازي نیست که واقعاً اتفاق بیافتند و یا بیاین تغییر مکان

روي جسـم ثابـت    اندازه کوچک ایجاد کند، منطقی است که سیستم نیروهاي عمل کننـده بـر  بی جسم، تغییر مکانی
یـک جسـم،    معادلات تعادل حاکم بـر  ، دیگر تغییري درجاد شدهیااین صورت به واسطه تغییر مکان  در. فرض شود
  .شودایجاد نمی

اولیه  تعادل رمکان مجازي از یک حالتفرآیند تغیی واحد سطح جسم در بر  کار انجام شده توسط نیروهاي سطحی
  :شودیف میتعربه صورت زیر گر یدبه یک حالت تعادل 

  

) 2-3(  δ =       +     +       Ω   

  
 ییدان جابجـا ی ـمهاي مؤلفه    و    ،  و  هاي سطحیهاي نیرومؤلفه   و    ،     المان سطح Ω  جادر این
دست آمده توسط یک جسـم الاسـتیک بـه    به  δ انرژي کرنشین یچنهم. هستند   و    ،  هايراستا درب یبه ترت
 :به عنوان نتیجه جابجایی مجازي عبارتست از  V  حجم

) 2-4(  
δ =          +        +        +        +          +        )   

کل کـار  . شودکه کار داخلی نیز نامیده می استهاي داخلی انرژي کرنشی در واقع همان کار انجام شده توسط نیرو
  :باشدانجام شده در طی جابجایی مجازي صفر می

   Π =  ( − ) = 0 
  

صورت زیر گر تساوي کار داخلی و کار خارجی است بهبنابراین اصل کار مجازي براي یک جسم الاستیک که بیان
  :است  قابل ارائه

 
) 2-5(    =    


