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  فصل اول
  حرکت تصادفی

  
  مقدمه ١- ١

ممکن است حرکت براو نی یک ذره غوطه ور در یک سیال،انتشار گرما،پراکندگی یک حرکت تصادفی 
  .قطره رنگ در یک لیوان آب  ساکن و انواع دیگر انتقال هاي زیستی باشد

  
  .رومی با مطالعه اجسام طبیعی جزییات شگفت انگیزي  از حرکت ذرات در هوا را مشاهده کرد ١کریتیوسلا

  اما حرکت  براو نی  با کشف.توضیح داده شد  1785نا منظم ذرات زغال در سطح الکل در سال   حرکت
هاي عجیبی را در براون مشاهده کرد که ذرات گرده حرکت. ایجاد شد  1827در ٢گیاه شناس رابرت براون 

مایعات نشان می دهند و تکرار آزمایش با ذرات گردو خاك نشان داد که حرکت عجیب ذرات گرده از 
  .حرکت نامنظم ذرات مایع ایجاد می شود 

  
  تحقیقات مستقل خود را با نگاه فیزیکی بر ریاضیات حاکم بر حرکت براونی و ٣آلبرت اینشتین 1905در سال 

در آن زمان طبیعت اتمی ماده یک عقیده بحث (تقیم تایید شده وجود اتم و مولکول شکلهاي بطور غیر مس 
در ادامه خواهیم دید که طرح اصلی ریاضی حرکت براونی یک ابزار ریاضی مفید براي .آغاز کرد) انگیز بود

  .تحلیل بسیاري از پدیده هاي طبیعی است 

                                                   
١ Lucretius 
٢ Robert Brown 
٣ Albert Eintein 
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ل شد و نشان داده شد که مولکول هاي آب به صورت دنبا٤ انآزمایش هاي زیادي به وسیله اینشتین و ماری
یک ذره کوچک معلق در سیال تعدادي ضربه هاي تصادفی از نیرو هاي تصادفی  . تصادفی حرکت می کنند

نتیجه این حرکت منحصر به فرد و بی قاعده که به . با جهت گیري هایی در زمان کوتاه را نشان می دهد 
اثر متقابل اجزا با محیط و یا هر جز با اجزاي دیگر ایجاد می شود پخش صورت میکروسکوپیکی و به وسیله 

 [1] . می توان گفت از حرکت براونی هم معنی با پخش استفاده می شود. می باشد

 ت تصادفی ذرات معلق در یک سیالکه چگونه حرک نکته از مشاهده هاي براون از حرکت نامنظم و اینپس 
  .بعد قرار دادن هر دوي اینها در یک مدل ریاضی استتوان تفسیر کرد مرحله  - میار

تئوري حرکت تصادفی . در واقع یک مدل مناسب براي حرکت براونی با حرکتهاي تصادفی ایجاد می شود
مفید  )در مدلهاي نوسان بازار (در علوم ترمودینامیک ، بلور شناسی ،نجوم ،زیست شناسی  و حتی در اقتصاد

  .است
  

  ادهحرکت تصادفی س ٢- ١
 به زمان رییمتغ معمول طور به که است شبکه نقاط در شده نییتع یتصادف ندآیفر کی یتصادف حرکت کی

 گرید یکی به ییابتدا مکان از را ییها گام متحرك زمان بخش هر در. شود یم گرفته نظر در گسسته صورت
  .ستین ابستهو یقبل حرکت به طرح نیا که کند یم یط یتصادف طرح کی با شبکه يها مکان از

 در  يمساو يا شبکه يگذار فاصله با يبعد d شبکه کی در ،حرکت یتصادف حرکت شینما نیتر ساده در
 با خود مجاور يها مکان نیکترینزد به کوچک یپرش ،متحرك زمان گام هر در که شود یم گرفته نظر

زیر  در شکل d= 2 يعدب دو شبکه کی در ساده یتصادف حرکت چند. دهد یم انجام کسانی يها احتمال
   نشان داده شده است

 
  [٢]یحرکت های تصادفی دو بعد)  ١-١(شکل

                                                   
٤ Marian  
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                                                                   گام جا به جایی خالص به صورت زیر است  nبعد از

   )١-٢-١   (                                                                                   ∑
n

=i
ie=r(n)

1
                                                                  

    
  ل این که داریمبه دلی. گام حرکت را نشان می دهد  i و است مجاور مکان نیکترینزد به يا کهی بردارie که

 0e i                                       میانگین جا به جایی به صورت زیر است      

)1-2-2 (                                                                                                                               0r(n)                                                                                                        
ijjiداریم  از طرف دیگر چون گامها غیر وابسته اند δ=ee .    

   به دست می آید به صورت زیر نیز یمیانگین  مربعی  جابه جای 

)٣- ٢- ١                         (                                      ( ) n>=ee<+n=)e(=nr ∑∑
n

j>i
ji

n

=i
i .22

1

2                                

  
ت در آن صور τn=tقرار دهیم که    و هر گام زمان را برابر aاي را  با تعمیم بیشتر اگر فاصله هاي شبکه

             خواهیم داشت 

 )٤-٢-١ (                                                                                                 Dt)d(=
τ

ta
=na=)t(r 2

2
22                                                                                      

که 
τd)(

a
=D 2

2
توجه داریم که سرعت متحرك با زمان .ضریب پخش است که در پخش عادي مهم است   

  رابطه داردبه صورت زیر 
                                               

2
1
12

1
2
1

22
1

2

t

≈
t

t]D)d[(
≈

t

r
≈v                                                                   

احتمال آن است  ,p(r(t. محاسبه کرد  ,r)t)pمیانگین مربعی جابه جایی را می توان به وسیله چگالی احتمال 
  منتقل شده باشد                                          r به مکان tکه متحرك بعد از زمان 

)٥- ٢- ١(   ∫ rd)t,r(pr=>)t(r< d22                               
  . ]2[دسادگی محاسبه کر را می توان به  ,t)p(xدر یک بعد
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اگر . اتفاق می افتد  p-1و به سمت چپ با احتمال pفرض می کنیم که پرش ها به سمت راست با احتمال
به جایی  در سمت چپ حرکت کند جا m-tدر سمت راست و در مدت زمان mمتحرك در مدت زمان 

t-m=m)-(t-m=xآن به صورت  احتمال براي این حالت به وسیله بسط دو جمله اي زیر  .خواهد بود  2
  :به دست می آید

  )٦-٢-١(                                                                                                       mtm pp  )1(t)p(m, t
m                                                                                         

2که با قرار دادن 
1

=p (tو استفاده از تقریب استرلینگ    
e
t

(t)π(≈t! 2
1

                 خواهیم داشت txو براي   2
  

)٧- ٢- ١(                                                                                         dxe
t)π(

≈t)dxp(x, t
x-

2

2
1

2

2

1                                            

  
  چگالی های احتمال و رفتار تابع های مشخصه ١-٢-١

p)(ممکن است در بسیاري از حالت هاي عمومی مشتقات  n r )چگالی احتمال در نقطهr  بعد ازnمورد ) گام
اتفاق می افتد در نظر می گیریم و گام هایی را که با ) فضاي پیوسته(   dRحرکتی را که در . نظر باشد 

)rp(چگالی احتمال    شود در نظر می گیریم و فرض می کنیم که متحرك از مبدا شروع به  ایجاد می
  با در نظر گرفتن حرکت تصادفی ساده در حالت خاص داریم  . حرکت می کند 

 )٨-٢-١(                                                                                                      ( )∑
i

iae-r′δ)(=) r′p(
d2
1    

  
   )٩-٢-١(                                                                                                       rde)r(p=)k(F dr.ik

nn ∫    
                                                                                                           

Fn)(که تابع  k  تابع مشخصه چگالی احتمال  نامیده می شودو در واقع تبدیل فوریهp   است و به طور مشابه
  تابع مشخصه چگالی احتمال گام به صورت زیر است      

 )١٠-٢-١(                                                                                                         rde drik   .)rp((k)       
                                                                                                 

   ٥ فچون گامها غیر وابسته اند این تابع از خاصیت مارکو. که به صورت تابع ساختاري گام شناخته می شود 
  

                                                   
٥ Markov 
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  پیروي می کندورت زیر است که به ص
   
 )١١-٢-١(                                                                                               rdrrprpr d

n )()()(p 1n                                                                                    
  خواهیم داشت بردن تبدیلات فوریه با به کار

  
)١٢- ٢- ١(                                                                                                              )()()(F 1n kkFk n                                                                                      

  که رابطه بازگشتی به صورت زیر است    
)١٣- ٢- ١(                                                                                                                          nkk )()(Fn                                              

 چگالی احتمال با استفاده از تبدیلات معکوس به صورت زیر به دست می آید   

    

)١٤- ٢- ١(                                                                                        kde)k(F
d)π(

1
==)r(p dr.ik-

nn ∫2                                                       

     یعنیفرض می کنیم که تابع احتمال گام داراي میانگین صفر و واریانس متناهی باشد

         
 )١٥-٢-١(                                                 ∞<a=rd)r(pr d∫ 22                                 0rp(r)dd  r                                          

p)(در طول زمان پراکندگی  n r  حال می خواهیم ببینیم که چگونه این موارد . به سمت گوسی میل می کند
ممکن است که ما با متغییر هاي نرده اي به . اتفاق می افتد d=1در یک حالت خاص و ساده در یک بعد 

است و ) ١٥- ٢- ١( و  )١٠-٢-١(مطابق رابطه هاي تابع ساختاري. کار کنیم kو   rبعدي  dجاي بردار هاي 
 داریم

      

)١٦- ٢- ١(                                                                                                        )k(o+ak-=(k)λ 222
2
11                                                            

   تابع مشخصه به صورت زیر استکه 

 )١٧-٢-١(                                                                                                              )k(no+
ank-

n e=)k(F
2

22

2                                                                                    

n)<<(براي زمان هاي طولانی  Fn)(نقش اصلی 1 k  براي
2
1

n

1
<k  است و داریم

2
1

2 1

n
≈)no(k        
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  بنابراین. که می توان از آن صرفنظر کرد 

)١٨- ٢- ١(                                                                    )na(
r-∞+

-∞

r.ik-
ank-

n e
naπ

1
=dke

π
1

=)r(p ∫
2

222

2
2

2

22       

ntکه با توجه به متغییر زمان    و رابطه
τ

a
=D 2

2
tD=Dτn=naخواهیم داشت    222                                                                                                                             

  به صورت زیر نوشته می شود) ١٨-٢-١(در این صورت رابطه 

)١٩- ٢- ١       (                                                                                       )Dt(
r-

e
Dtπ

1
=t)p(r, 4

2

4                                                            

تفاوت آن در این است که فاکتور نرمالیزه کردن  به  نیز به همین صورت است تنها dچگالی احتمال در بعد 

24صورت 
-d

Dt)π(  است. 

اگر  .می دهد نشان  tمقادیر متفاوت با حرکت هاي یک بعدي براي  rرا بر حسب ,p(r(tمنحنی  )2- 1(شکل 

t,r(pt(شکل را به صورت  2
1

حسب بر  
2
1

t

rی هاي متفاوت یک شکل این منحن، ) 3- 1(  شکل، رسم کنیم

این که به جاي همه منحنی ها یک منحنی را قرار دهیم با توجه به رابطه بین فاصله با  .می دهند  نشان کلی را 

α(t∝r=(زمان که به صورت  α

2
  .است امکان پذیر می باشد 1

 
 ]٢[هزيع احتمال يک حرکت تصادفی سادتابع تو) ٢-١(شکل

 



٨ 
 

 
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  

به  xمنحنی های متفاوت به يک منحنی کلی تبديل می شود در صورتی که) ٣-١(شکل
2
1

t

x ٢[تبديل شود[ 

  یکلاسيکحرکت تصادفی  رکت براونی تفسير شده همچون يکح١-٣   
 تصادفی ایجاد شده در حرکت براونی با یک مثال ساده شروع می کنیم براي ایجاد پایه هاي فرآیند

  
حرکت تصادفی در يک بعد در راستای محور عمودی به صورت تابعی از زمان در راستای محور ) ٤-١(شکل

  [١]افقی
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ادفی بوده و تص zΔفرض می کنیم گامهاي ذرات  . ما یک حرکت تصادفی در یک بعد را مشاهده می کنیم
شروع   z0=0یک ذره که با  Nzمکان  . را دارند در دو طرف راست و چپ یکسان هستند طول ثابت 

  صورت زیر استه مرحله ب Nمی شود بعد از 

)١- ٣- ١   (                                                                  ∑
n

=i
iNNN zΔ=zΔ++zΔ+zΔ=z

1
11-                                                   

  بنابراین مربع جا به جایی برابر است با 
         

)٢- ٣- ١(  
 

k

N

k≠j=k,j
jk

N

k≠j=k,j
j

N

j=k,=j
jk

N

=k,j
j

N

=k
k

N

=j
jN zΔzΔ+N=zΔzΔ+zΔ=zΔzΔ=)zΔ)(zΔ(=z ∑∑∑∑∑∑

1

2

11

2

111

2 
  

  
  صورت زیر استه با میانگین گیري بر روي تعداد زیادي ذره میانگین مربعی جا به جایی ب

)٣- ٣- ١            (                                                                        k

N

k≠j,=k,j
jN zΔzΔ+N=z ∑

1

22                                                             

  .یک متغییر تصادفی با میانگین صفر است izΔهر گام در سمت راست و چپ یکسان است بنابراین جابجایی 
kjحاصل zΔzΔ   نیز یک متغییر تصادفی است و از آنجایی که فرض کردیمkzΔ وjzΔ  بهم وابسته نیستند

  غیر مساوي در معادله  k,jحالتهاي  یمقدار چشم داشت . مقدار میانگین حاصل ضرب آنها صفر است
  بنابراین می باشد صفر  نیز )٣- ٣- ١(
)٤- ٣- ١        (                                                                                                       22 N=z                                            

  خواهد بودصورت زیره ب مرحله در طول ثابت  Nبعد از  جابه جاییو جذر میانگین مربعی 

)٥- ٣- ١ (                                                                                                   N=z=R N
2                                                                                               

  
تعداد گامهایی را که یک فوتون از هسته خورشید تا رسیدن به سطح زمین طی می کند به این روش می توان 

(2 یعنی )٥-٣-١(با توجه به معادله  .ن زدتخمی
R

(=N


است و  cm1010دانستن شعاع خورشید که تقریبا  
گام  2010نتیجه می گیریم که فوتون ) است cm1که با محاسبه چگالی داخلی خورشید تقریبا (مشخصه گامها  

در نتیجه سوالهایی مشابه به این که اگر هسته خورشید تولید .  خارج شدن از سطح خورشید طی کند را قبل از
  .این تغییر را احساس کنیم می توان پاسخ داد انرژي را متوقف کند چقدر طول خواهد کشید که ما



١٠ 
 

حرکت کند  vرا نیز می توان با یک مدل ساده حدس زد اگر یک ذره در گاز با سرعت متوسط میانگین 
را  aاگر ذرات شعاع   . ان برخورد استزم τاست که  τv=و مسافت طی شده بین دو برخورد متوالی

Lnaπطی کنند پس   nرا در یک گاز با چگالی  Lداشته باشند و مسافت  تعداد  (برخورد انجام می شود 24
Laπ4ذرات در حجم  14نیز با توجه به رابطه  دهمسیر طی شمیانگین  ). است 2 2 =naπ   تعیین می شود که 

  مسافت طی شده اي است که در طول آن یک برخورد رخ می دهد       

)٦- ٣- ١ (                                                                                                                                 
naπ

= 24
1

                                                                                                      
طی می کند به صورت  tبنابراین نتیجه می گیریم که تعداد گام هایی که یک ذره در یک گاز در زمان 

τ
t

=N و رابطه ) ٤-٣-١(است و با توجه به رابطهτv=  به میانگین مربعی جا به جایی به صورت زیر
  دست می آید

   

  )٧- ٣-١(                                                                                              tv=)τv)(
τ
t

(=N=z 22                                                                              
  بعد اتفاق می افتد و گاز در حالت تعادل و همسانگرد باشد داریم 3اگر فرض کنیم که حرکت تصادفی در 

3
2

222 r
=z=y=x  

  بعد به صورت زیر است 3و میانگین مربعی جا به جایی در 
  )٨- ٣-١(                                                                                                                  Dt=tv=r 32                                                                                          

v=Dکه  است و ضریب پخش نامیده می شود و پارامتري مفید در مشخص کردن پخش در حالت  3
  .است tو زمان  2r نکته مهم در این رابطه توجه کردن به رابطه خطی بین. [1] عادي است

  
 يفی حرکت تصادفی کلاسيکیفرم توص  ١-٣-١

مکان  یک ذره را در یک ،دو وسه بعد مشاهده کردیم و فرض کردیم که تغییر مکان در گام هاي مکرر و 
 ایجاد می شود را ثابت فرض کردیم که بین دو گام پی در پی tΔهمچنین  زمان . ایجاد می شود rΔتصادفی 
nrمکان . واقع یک نقش ساختگی را ایفا می کند و در حقیقت یک شمارنده ساده است  زمان در

  یک ذره
tΔn=tگام که در زمان  nبعد از n  طی شده است را به صورت زیر در نظر می گیریم        

)٩- ٣- ١(                                                                            0nnnn r+rΔ++rΔ+rΔ+rΔ=r





12-1-                                                          
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0r که
 ابتدایی است و مکانirΔ

  گامi  مکان . ام استnr
  به خوبی با فواصل کوچکirΔ

  که همگی
rΔ(q(براي حل کامل مساله مجبور هستیم توزیع احتمال. متغییرهاي تصادفی هستند مشخص می شود  rΔ


  را

 -را می irΔه گام مشخص تعیین کنیم که حاصل آن احتمال براي ذراتی است ک irΔبراي فواصل کوچک 
rΔ(q(نوشتن ) . با طول و جهت داده شده (سازند  rΔ


   به این روش این فرض را ایجاد می کند که همه

ده دا irΔمقدار (فواصل کوچک همان توزیع احتمال را دارند و این فواصل کوچک به یکدیگر وابسته نیستند
irΔ-1شده به طور کامل از مقادیر مراحل قبلی داده شده 

  تعمیم به گام هاي پخش وابسته به ). مستقل است
 .  [1]زمان و یا وابستگی گام ها به یکدیگر امکان پذیر است 

nrبا توجه به این که
 صادفی به دنبال آن هستیم در فرم یک متغییر تصادفی است راه حلی که براي حرکت ت

)t,rp(توزیع احتمال n
 می باشدکه حاصل احتمال وجود یک ذره در موقعیتr

  و در زمان
tΔn=t=t n اگر به میانگین مربعی جا به جایی علاقمند هستیم می توانیم فقط با مربع کردن رابطه . است
  بنویسیم r0=0 براي)  ٢-٣-١(و به همان روش رابطه    )٩- ٣- ١(

 )١٠-٣-١    (                                                             ∑∑
n

k≠j=k,j
kj

n

k=j,=j
jn >rΔrΔ<+>rΔ<>=r<

11

22 .   
  

2عبارت اول در سمت راست فقط جمع روي واریانس 
rj


Δσو)rΔ(q rΔ


 ت که به صورت زیر تعریف اس  
  می شود

                                             rΔd)rΔ(qrΔ>=rΔ=<σ rΔjrΔ ∫



222                                                      

  
rΔ(q(اگر میانگین  rΔ


  صفر باشد و رابطه دوم در سمت راست کوواریانس)rΔ,rΔ( kj

  گام هاي حرکت
  .تصادفی است که این مقدار نیز در صورتی که گام هاي ذرات به یکدیگر وابسته نباشند صفر است

  را به صورت زیر بنویسیم) ١٠- ٣- ١(در این صورت می توانیم  رابطه  

 )١١-٣-١(                                                       )rΔ,rΔcov(+σ=r k

N

k≠j=k,j
j

N

)k=j(=j
rΔn ∑∑ j




11

22                                     
                                        

  
-٣- ١(مشاهده کردیم  می توان بر اساس رابطه 3-1بنابر این خاصیت حرکت تصادفی را که در بخش 

22با ایجاد حالت خاصی که در آن کو واریانس صفر و واریانس برابر.  درك کرد)١١  =σ
jrΔ  که از (است

  .می رسیم)٤-٣-١(ما به میانگین مربعی جا به جایی در رابطه ) طول ثابت گام ایجاد می شود
  


