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چͺیده
حلقه�ها کلاساز چند بررسͬ سپسبه کنیم. مͬ معرفͬ را آرمنداریز حلقه�های مفهوم ابتدا پایان�نامه این در
α-صلباست ،R حلقه دهیم مͬ نشان پردازیم. مͬ هستند آرمنداریز شبه و آرمنداریز حلقه�های از تعمیمͬ که
R[x;α]کاهشͬ اگروتنهااگر a = ۰ آن�گاه ،αn(a)a = ۰ ،nمثبت صحیح عدد و a ∈ R هر برای اگروتنهااگر
اگروتنهااگر α-آرمنداریز و کاهشͬ R اگروتنهااگر کج α-آرمنداریز و کاهشͬ R ،ͷی به ͷی α اگروتنهااگر
،R[x]/(xn) اگروتنهااگر کج α-آرمنداریز ،Vn(R) ،n ≥ ۲ برای اگروتنهااگر کج α-آرمنداریز ،T (R,R)
Sn(R) ، n ≥ ۲ برای آن�گاه باشد نیم�اول حلقه R اگر است شده داده نشان هم�چنین باشد. کج α-آرمنداریز
و کنیم مͬ معرفͬ را آرمنداریز شبه و آرمنداریز مدول�های نهایت در هستند. ضعیف آرمنداریز شبه Vn(R) و
این�صورت در باشد. αl = IR ،lمثبت صحیح عدد برای Rو حلقه از درون�ریختͬ ͷی α اگر دهیم مͬ نشان
کج α-آرمنداریز ،R[x]/(xn) حلقه Mروی [x]/M [x](xn) ،n ≥ برای۲ اگروتنهااگر است α-کاهشͬ ،M

باشد. (α-نیم�جابه�جایی)
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و نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بی�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به

دوست تو که آن�چنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ

مͬ�داری.

تنها تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

چشمان در امید برق که توست رهایی امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت

خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف

از من، نگاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانگیختن

آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

فداکاری بی�پاداش، کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به

گستاخͬ بی�نمود، خوبی بی�ریا، ایمان بی�نان، خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین سͺوت، در

روزی بداند، دوست بی�آن�که داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایی بی�هوس، عشق بی�غرور، قناعت بی�خامͬ،

کن.
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شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ
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آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

تشͺر صمیمانه نی�ͷمهر، دکتر آقای جناب خود راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و

این سازی آماده در و فرمودند تقبل را پایان�نامه این مشاوره� و مطالعه زحمت که قلندرزاده دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به پایان�نامه،

تقبل را پایان�نامه این داوری زحمت که عقیق دکتر و موسوی دکتر آقای جناب گرانقدر اساتید از هم�چنین

مͬ�کنم. قدردانͬ و تشͺر فرمودند

وجود مͬ�کنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر مهربانͬ، و مهر خداوندگار دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در

این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم برادران از مͬ�کنم تشͺر و را مقدسش

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین

فا બ � ૐه ق࢕ ی ਖ ࣓ ൊح د لا ی ঃ
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مقدمه

و مطالعه مورد پایان�نامه این در که مطالبی شود. مͬ گرفته نظر در یͺدار و شرکت�پذیر R حلقه پایان�نامه این در

آرمنداریز حلقه�های مفهوم باشد. مͬ [٣١] و [١٧] ،[١۴] ،[۵] ،[۴] ،[١] مراجع از برگرفته گیرد مͬ قرار بررسͬ

مورد دیͽر نویسنده�های توسط سپس و شده معرفͬ [٢٨] مرجع در ١٩٩٧ سال در ٢ چاوچاریا و رگ توسط ابتدا

کردند. معرفͬ زیر صورت به را آرمنداریز حلقه�های چاوچاریا و رگ است. گرفته قرار مطالعه

R[x] در g(x) =
∑m

j=۰ bjx
j و f(x) =

∑n
i=۰ aix

i چندجمله�ای�های برای هرگاه گویند آرمنداریز را R حلقه

[٣] در آرمنداریز٣ ١٩٧۴ سال در .aibj = ۰ گرفت نتیجه بتوان i, j هر برای آن�گاه f(x)g(x) = ۰ باشیم داشته

رگ حلقه�های شده تعریف ویژگͬ ناصفر) پوچ�توان عناصر بدون (حلقه�های کاهشͬ حلقه�های بود کرده ثابت

پایان�نامه این دادند. قرار حلقه�ها این روی را آرمنداریز نام چاوچاریا و رگ دلیل همین به دارند را چاوچاریا و

مͬ استفاده پایان�نامه این در که جدیدی تعاریف و نیاز مورد اولیه مفاهیم اول فصل در است. فصل چهار شامل

بیان گزاره ͷی قالب در را آن به وابسته حلقه�های و آرمنداریز حلقه�های بین ارتباط سپس دهیم، مͬ ارائه را شود

حلقه�های دوم فصل در ببینید. بعد صفحه دیاگرام در توانید مͬ را اول فصل از خلا�صه�ای هم�چنین کنیم. مͬ

حلقه هر دهیم مͬ نشان و کرده معرفͬ را است آرمنداریز حلقه�های از تعمیمͬ که کج α-آرمنداریز و α-آرمنداریز

به و نیست درست کلͬ حالت در فوق عکسمطلب دهیم مͬ نشان مثالͬ با است. کج α-آرمنداریز α-آرمنداریز،

فصل از دیͽری بخش در دهیم. مͬ پاسخ کردند مطرح [١۴] در ٢٠٠٣ سال در همͺارانش ۴و هانگ که سؤالͬ

اصلͬ بحث به سوم فصل در کنیم. مͬ بیان را کج α-آرمنداریز و α-نیم�جابه�جایی حلقه�های بین ارتباط دوم

معرفͬ [۴] در همͺارانش ۵و بشر توسط ٢٠١١ سال در که ضعیف آرمنداریز شبه حلقه�های بررسͬ پایان�نامه این

به که ضعیف آرمنداریز و آرمنداریز شبه حلقه�های از تعمیمͬ ضعیف آرمنداریز شبه حلقه�های پردازیم. مͬ شد

از مشخصه�هایی فصل این اول بخش در شده�اند. معرفͬ [٢۴] در ٧ ونگ و لͬ و [١٣] در ۶ هیرانو توسط ترتیب

α-شبه و آرمنداریز α-شبه حلقه�های سوم فصل دوم بخش در کنیم. مͬ بیان را ضعیف آرمنداریز شبه حلقه�های
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تا هستیم شرایطͬ دنبال فصل این در شوند. مͬ معرفͬ هستند آرمنداریز شبه حلقه�های از تعمیمͬ که کج آرمنداریز

فصل در معادلند. کج آرمنداریز α-شبه آرمنداریز، α-شبه کج، α-آرمنداریز α-آرمنداریز، حلقه�های دهیم نشان

این ویژگͬ�های از برخͬ و کرده معرفͬ را متقارن و نیم�جابه�جایی کاهشͬ، آرمنداریز، آبلͬ، مدول�های ابتدا چهارم

مͬ بیان گزاره ͷی قالب در را مدول�ها نوع این بین ارتباط بخش این پایان در کنیم. مͬ بیان را مدول�ها نوع

و کنیم مͬ تعریف آرمنداریز شبه حلقه�های اساس بر را �آرمنداریز شبه مدول�های فصل این دوم بخش در کنیم.

کج آرمنداریز α-شبه و کج α-آرمنداریز مدول�های فصل این پایان در کنیم. مͬ بیان را آنها از خصوصیت چند

پردازیم. مͬ مدول�ها نوع این از خصوصیت چند بیان به و کرده معرفͬ را
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١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

و تعاریف برای لازم مقدمات و پردازیم مͬ آن به وابسته حلقه�های و آرمنداریز حلقه�های مطالعه به فصل این در

نظر در یͺدار و پذیر شرکت را R حلقه پایان�نامه این در کنیم. مͬ فراهم را پایان�نامه این کلیدی و اساسͬ قضایای

گیریم. مͬ

آن به وابسته حلقه�های و آرمنداریز حلقه�های ١.١

حلقه ابتدا لذا است، چندجمله�ای�ها حلقه پایه بر آرمنداریز حلقه�های کار اساس که مطلب این به توجه با

کنیم. مͬ یادآوری را چندجمله�ای�ها

شود مͬ تعریف زیر صوری جمع صورت به عبارتͬ R حلقه روی x (مجهول) متغیر حسب بر جمله�ای چند ͷی

ضرایبf(x)مͬ به موسوم R از عناصری ،۰ ≤ i ≤ n ،ai و n ≥ ۰ آن در که f(x) = a۰ + a۱x+ · · ·+ anx
n

دیͽر عبارت به دهیم، مͬ نشان R[x] با را R روی جمله�ای�ها چند همه مجموعه باشند.

R[x] = {a۰ + a۱x+ · · ·+ anx
n | n ∈ N ∪ {۰}, ai ∈ R}.

f(x) = g(x) گوییم آن�گاه باشد، R روی x متغیر از چندجمله�ای ͷی نیز g(x) = b۰ + b۱x+ · · ·+ bmx
m اگر

زیر صورت به معمولͬ قوانین مطابق چندجمله�ای�ها وضرب جمع باشند. مساوی نظیر به نظیر آنها ضرایب اگر

شوند: مͬ تعریف

آن�گاه باشند، بالا در ذکرشده چندجمله�ای دو g(x) و f(x) اگر

f(x) + g(x) = (a۰ + b۰) + (a۱ + b۱)x+ (a۲ + b۲)x
۲ + · · ·

f(x)g(x) = a۰b۰ + (a۰b۱ + a۱b۰)x+ · · · =
∑n+m

k=۱ ckx
k.

١



اولیه مفاهیم و تعاریف .١٢

است حلقه ͷی R[x] داد نشان و کرد استفاده توان مͬ تعاریف این از .ck = a۰bk + a۱bk−۱ + · · · + akb۰ که

است. R بودن یͺدار و جابه�جایی به مشروط آن بودن یͺدار و جابه�جایی که

هر برای هرگاه نامند ١ همریختͬ ͷی را f : R −→ S تابع باشند حلقه دو S و R کنید فرض .١.١.١ تعریف

،x, y ∈ R

+f(x؛ y) = f(x) + f(y) (۱)

.f(xy) = f(x)f(y) (۲)

باشد. پوشا f هرگاه نامند ٢ بروریختͬ را f همریختͬ

باشد. ͷبه�ی�ͷی f هرگاه نامند ٣ تکریختͬ را f همریختͬ

باشد. پوشا و ͷبه�ی�ͷی f هرگاه نامند ۴ یͺریختͬ را f همریختͬ

.R = S هرگاه نامند ۵ درون�ریختͬ را f همریختͬ

باشد. یͺریختͬ f و R = S هرگاه نامند ۶ خودریختͬ را f همریختͬ

٧ �کج چندجمله�ای�های حلقه این�صورت در باشد. R حلقه از درون�ریختͬ ͷی α کنید فرض .٢.١.١ تعریف

آن جمع که (ai ∈ R,n ∈ N ∪ {۰})
∑n

i=۰ aix
i چندجمله�ای�های شامل �شود مͬ داده نمایش R[x;α] با Rکه

از دلخواه عضو دو هر حاصل�ضرب لذا است. xa = α(a)x صورت به a ∈ R هر برای آن ضرب و معمولͬ

شود مͬ تعریف زیر صورت به R[x;α]

(
∑
i

aix
i)(

∑
j

bjx
j) =

∑
i,j

aiα
i(bj)x

i+j =
∑
k

(
∑

i+j=k

aiα
i(bj))x

k.

.R[x;α] = R[x] آن�گاه است، R حلقه از ٨ همانͬ درون�ریختͬ IR آن در که α = IR اگر است واضح

ͷی را δ : R −→ R نگاشت این�صورت در باشد. R حلقه از درون�ریختͬ ͷی α کنید فرض .٣.١.١ تعریف

،a, b ∈ R هر برای گاه هر نامند ٩ α-مشتق

باشد؛ جمعͬ نگاشت ͷی δ (۱)

.δ(ab) = δ(a)b+ α(a)δ(b) (۲)

١homomorphism
٢epimorphism
٣monomorphism
۴isomorphism
۵endomorphism
۶automorphism
٧skew polynomial
٨identity
٩derivation



آن به وابسته حلقه�های و آرمنداریز حلقه�های .١.١٣

اور توسیع این�صورت در باشد. α-مشتق ͷی δ و R حلقه از درون�ریختͬ ͷی α کنید فرض .۴.١.١ تعریف

(ai ∈ R,n ∈ N ∪ {۰})
∑n

i=۰ aix
i چندجمله�ای�های شامل �شود مͬ داده نمایش R[x;α, δ] با که R حلقه ١٠

آن�گاه ،α = IR و δ = ۰ اگر است واضح �باشد. مͬ xa = α(a)x + δ(a) آن ضرب و معمولͬ آن جمع که

.R[x;α, δ] = R[x]

R حلقه ١٢ بدیهͬ توسیع این�صورت در باشد. ١١ مدول (R,R)-دو ͷی M و حلقه ͷی R کنید فرض

این و دهند مͬ نمایش T (R,M) = R ⊕ M = {(a, x) | a ∈ R, x ∈ M} صورت به را M به�و�سیله

و a۱, a۲ ∈ R هر برای (a۱, x۱)(a۲, x۲) = (a۱a۲, a۱x۲ + x۱a۲) ضرب عمل و معمولͬ جمع عمل با مجموعه

به توجه با
{(

a x
۰ a

)
| a ∈ R, x ∈M

}
ماتریس�های حلقه با حلقه این باشد. مͬ حلقه ͷی x۱, x۲ ∈ M

است. یͺریخت
(
a x
۰ a

)
−→ (a, x) ضابطه

نگاشت این�صورت در باشد. R حلقه از درون�ریختͬ ͷی α و n×n ماتریس�های Mn(R)حلقه فرضکنید

Mn(R)است. حلقه از درون�ریختͬ α((aij)) = (α(aij)) ضابطه با α :Mn(R) −→Mn(R)

برقرارند: زیر شرایط �صورت این در باشد. R حلقه از درون�ریختͬ ͷی α کنید فرض .۵.١.١ لم

Mn(R[x;α])؛ ∼=Mn(R)[x;α] (۱)

Mn(R[x]) ∼=Mn(R)[x] (۲)

تابع (۱) برهان.

φ :Mn(R[x;α]) −→Mn(R)[x;α]

بͽیرید نظر در زیر ضابطه با

(

m∑
k=۰

a
(k)
ij x

k) −→
m∑
k=۰

(a
(k)
ij )xk.

است. ضرب و جمع حافظ و سویی دو φ که است واضح

� است. حاصل نتیجه (۱) در α = IR قراردادن با (۲)

آن�گاه باشد، آن از تهͬ غیر زیرمجموعه ͷی X و حلقه ͷی R اگر .۶.١.١ تعریف

rR(X) = {a ∈ R |Xa = ۰}, lR(X) = {a ∈ R | aX = ۰}

گویند. مͬ R در X ١۴ چپ پوچ�ساز و راست١٣ پوچ�ساز ترتیب به را

١٠extension Ore
١١bimodule
١٢trivial extension
١٣right annihilator
١۴left annihilator
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c مانند ناصفری عنصر هرگاه نامند R ١۵ راست صفر علیه مقسوم ͷی را R حلقه از a عنصر .٧.١.١ تعریف

عنصر کرد. تعریف را چپ صفر علیه مقسوم توان مͬ مشابه طور به .ca = ۰ طوری�که به باشد موجود R عضو

باشد. چپ صفر علیه مقسوم یا راست صفر علیه مقسوم یا a هرگاه نامند صفر علیه مقسوم را R حلقه از a

معادل طور به یا نباشد صفر علیه مقسوم a عنصر هرگاه نامند ١۶ منظم را R حلقه از a عنصر .٨.١.١ تعریف

.lR(a) = ۰ و rR(a) = ۰ ،R حلقه از a عنصر هر برای

کنیم. مͬ استفاده آن از ١۵.١.١ مثال در که کنیم مͬ بیان را ١٧ چینͬ باقیمانده قضیه بعد گزاره در

ازای به �طوری�که به باشند R حلقه در ایده�آل�هایی I۱, . . . , In فرضکنید ( چینͬ باقͬ�مانده (قضیه .٩.١.١ گزاره

این�صورت در .Ii + Ij = R ،i ̸= j هر

/R؛
∩n

i=۱ Ii
∼= R/I۱ ⊕R/I۲ ⊕ · · · ⊕R/In (۱)

.
∩n

i=۱ Ii =
∏n

i=۱ Ii آن�گاه باشد، جابه�جایی R اگر (۲)

� ببینید. را [٣٣] از ١٢.٢.١ گزاره برهان.

باشد. نداشته ١٩ پوچ�توان ناصفر عنصر R حلقه گاه هر نامند ١٨ کاهشͬ حلقه� ͷی را R حلقه .١٠.١.١ تعریف

معادلند: زیر شرایط این�صورت در باشد. حلقه ͷی R کنید فرض .١١.١.١ لم

نیست؛ ناصفر پوچ�توان عنصر دارای R (۱)

.a = ۰ آن�گاه ،a۲ = ۰ اگر ،a ∈ R هر برای (۲)

که است R در ناصفری پوچ�توان عنصر a آن�گاه ،a ̸= ۰ اگر .a۲ = ۰ و a ∈ R کنید فرض (۱) ⇒ (۲) برهان.

.a = ۰ بنابراین است. تناقض ͷی

،n ̸= ۰ و an = ۰ nای، مثبت صحیح عدد ازای به که باشد گونه�ای به a ∈ R کنید فرض (۲) ⇒ (۱)

صحیح عدد ازای به یعنͬ باشد زوج n کنید فرض هم�چنین .an = ۰ که باشد مثبتͬ صحیح عدد کوچͺترین

حال است. nانتخاب با تناقض در که am = ۰ لذا و (am)۲ = a۲m = ۰ این�صورت در .n = ۲m mای، مثبت

مͬ ایجاب این .a۲m+۲ = a۲m+۱a = ana = ۰ بنابراین .m+ ۱ < nاین�صورت در .n = ۲m+ ۱ کنید فرض

ناصفری پوچ�توان عنصر هیچ دارای R رو این از باشد. مͬ nانتخاب با تناقض در مجدداً که am+۱ = ۰ که کند

� نیست.
١۵right zero devisor
١۶regular
١٧chinese remainder theorem
١٨reduced
١٩nilpotent
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آن�گاه a۲ = ۰ اگر ،a ∈ R هر برای اگروتنهااگر است کاهشͬ R حلقه ١١.١.١ لم به توجه با .١٢.١.١ ملاحظه

کنیم. مͬ استفاده R کاهشͬ حلقه برای معادل تعریف از پایان�نامه این ادامه در .a = ۰

و f(x) =
∑n

i=۰ aix
i چندجمله�ای دو هر برای گاه هر نامند ٢٠ آرمنداریز حلقه ͷی را R حلقه .١٣.١.١ تعریف

وضوح به مطلب این (عکس .aibj = ۰ ،i, j هر برای آن�گاه ،f(x)g(x) = ۰ اگر R[x] در g(x) =
∑m

j=۰ bjx
j

است.) برقرار

آوریم. مͬ را کرد ثابت [٣] در آرمنداریز که حͺمͬ زیر در

است. آرمنداریز کاهشͬ، حلقه هر .١۴.١.١ گزاره

طوری�که به باشند R[x] در چندجمله�ای�هایی g(x) =
∑m

j=۰ bjx
j و f(x) =

∑n
i=۰ aix

i کنید فرض برهان.

داریم این�صورت در .f(x)g(x) = ۰

a۰b۰ = ۰; (١.١)

a۰b۱ + a۱b۰ = ۰; (٢.١)

a۰b۲ + a۱b۱ + a۲b۰ = ۰; (٣.١)
...

anbm = ۰. (۴.١)

معادله منظور این برای .aibj = ۰ دهیم نشان باید .b۰a۰ = ۰ اگروتنهااگر a۰b۰ = ۰ است کاهشͬ R چون

: داریم این�صورت در کنیم. مͬ� ضرب b۰ در چپ از را (٢.١)

b۰a۰b۱ + b۰a۱b۰ = ۰ ⇒ b۰a۱b۰ = ۰ ⇒ (a۱b۰)
۲ = ۰.

حال .a۰b۱ = ۰ داریم (٢.١) معادله به توجه با حال .a۱b۰ = ۰ لذا است کاهشͬ R فرضحلقه به توجه با طرفͬ از

داریم: این�صورت در �کنیم. مͬ ضرب a۰ در راست از را (٣.١) معادله

a۰b۲a۰ + a۱b۱a۰ + a۲b۰a۰ = ۰ ⇒ a۰b۲a۰ = ۰ ⇒ a۰b۲ = ۰.

به توجه با حال .a۲b۰ = ۰ �گیریم مͬ نتیجه آن�گاه کنیم ضرب b۰ در چپ از را (٣.١) معادله اگر مشابه �طور به و

آرمنداریز R بنابراین �شود، مͬ صفر ضرایب تمام �ضرب حاصل روند این ادامه با .a۱b۱ = ۰ داریم (٣.١) معادله

� است.

�باشد. نمͬ قرار بر کلͬ حالت در ١۴.١.١ گزاره عکس که مͬ�دهد نشان زیر مثال
٢٠Armendariz
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Z/nZ حلقه دهیم مͬ نشان و است آرمنداریز حلقه ͷی Z/nZ (∼= Zn) ،n صحیح عدد هر برای .١۵.١.١ مثال

ͷی p که �گیریم، مͬ نظر در را n = pm ابتدا باشد. ٢١ مربعͬ آزاد صحیح عدد ͷی n اگروتنهااگر است کاهشͬ

باشند Z/pmZ[x] از عناصری g(x) = g(x)+ pmZ[x] و f(x) = f(x)+ pmZ[x] فرضکنید است. اول عدد

داریم: نتیجه در .f(x) g(x) = ۰ طوری�که به

(f(x) + pmZ[x])(g(x) + pmZ[x]) = f(x)g(x) + pmZ[x] = pmZ[x].

و f(x) = prf ′(x) بنابراین است اول عدد ͷی p چون . pm|f(x)g(x) یعنͬ f(x)g(x) ∈ pmZ[x] لذا

آنها مشترکضرایب مقسوم�علیه بزرگترین و �کند مͬ صدق شرط این در که g′(x) و f ′(x) برای g(x) = psg′(x)

: داریم بنابراین .r + s ≥ m �وضوح به نیست. بخش�پذیر p بر

f(x) =
n∑
i=۰

(pra′i + pm)xi =
n∑
i=۰

aix
i, g(x) =

m∑
j=۰

(psb′j + pm)xj =
m∑
j=۰

bjx
j .

نتیجه در

aibj = (pra′i + pm)(psb′j + pm) = pr+sa′ib
′
j + pm = ۰+ pm = ۰.

است. آرمنداریز Z/pmZ �دهد مͬ نشان این که .aibj = ۰ ،i, j هر برای یعنͬ

قضیه بنابر لذا باشند. مͬ اول pkها که n = pe۱۱ p
e۲
۲ · · · peii این�صورت در باشد. طبیعͬ عدد ͷی n فرضکنید

داریم: �چینͬ �باقͬ�مانده

Z/nZ ∼= Z/pe۱۱ Z⊕ Z/pe۲۲ Z⊕ · · · ⊕ Z/peii Z

است. آرمنداریز حلقه ͷی Z/nZ که �شود مͬ نتیجه است، آرمنداریز حلقه ͷی Z/pekk Z هر چون

اعداد pi ،i هر برای آن در که ،n = p۱p۲ · · · pk یعنͬ است، مربعͬ آزاد صحیح عدد n که کنید فرض حال

،m صحیح عدد ازای به این�صورت در باشد. Z/nZ در ناصفر پوچ�توان عنصر a = a + nZ و متمایز اول

.pi|am ،i = ۱, ۲, . . . , k هر ازای به لذا کند. مͬ عاد را am عدد p۱p۲ · · · pk لذا و am عدد n این�رو از .am = ۰

در .a = ۰ لذا و n|a یعنͬ ،p۱p۲ · · · pk|a بنابراین .pi|a ،i = ۱, ۲, . . . , k هر ازای به لذا هستند اول ها pi چون

است. کاهشͬ Z/nZ حلقه نتیجه

قرار .mi ≥ ۱ و متمایز اول اعداد ها pi آن در که n = pm۱
۱ pm۲

۲ · · · pmk
k و Z/nZکاهشͬ فرضکنید بالعکس،

.p۱p۲ · · · pkm = pm۱ p
m
۲ · · · pmk = ۰ لذا n|pm۱ pm۲ · · · pmk این�صورتچون در .m = max{m۱, . . . ,mk} دهید

.pm۱
۱ pm۲

۲ · · · pmk
k |p۱p۲ · · · pk لذا و n|p۱p۲ · · · pk بنابراین .p۱p۲ · · · pk = ۰ لذا است کاهشͬ Z/nZ طرفͬ از

عدد ͷی n لذا و mi = ۱ ،i = ۱, ۲, . . . , k هر ازای به این�رو از .mi 6 ۱ ،i = ۱, ۲, . . . , k هر ازای به بنابراین

است. مربعͬ آزاد صحیح

٢١square free
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است. آرمنداریز آرمنداریز، حلقه هر حلقه زیر (۱) .١۶.١.١ گزاره

باشد. کاهشͬ R[x] حلقه اگروتنهااگر است کاهشͬ R حلقه (۲)

است. بدیهͬ (۱) برهان.

بنابراین است، کاهشͬ R چون این�صورت در .(f(x))۲ = ۰ و f(x) =
∑n

i=۰ aix
i ∈ R[x] کنید فرض (۲)

.ai = ۰ داریم ،i هر برای R بودن کاهشͬ به توجه با لذا .a۲i = ۰ ،۰ ≤ i ≤ n هر برای نتیجه در است آرمنداریز

� است. واضح مطلب عکس است. کاهشͬ R[x] نتیجه در .f(x) = ۰ پس

و iام سطر درایه Mn(R)که حلقه از ماتریسͬ Eij و R روی n× n ماتریس�های Mn(R)حلقه کنید فرض

باشند. نمͬ آرمنداریز که دهیم مͬ ارائه حلقه�هایی از مثال�هایی حال باشد. صفر مابقͬ و ͷی آن jام ستون

چندجمله�ای�های برای چون نیست. آرمنداریز یͺدار، حلقه هر روی M۲(R) ماتریس�های حلقه .١٧.١.١ مثال

.E۱۱E۱۱ ̸= ۰ اما f(x)g(x) = ۰ M۲(R)[x]داریم در g(x) = E۱۱x−E۲۱ و f(x) = E۱۲x+ E۱۱ خطͬ

آرمنداریز اما است جابه�جایی Z۸ ⊕ Z۸ حلقه زیرا نیستند. آرمنداریز لزوماً جابه�جایی حلقه�های .١٨.١.١ مثال

اما (f(x))۲ = ۰ داریم f(x) = (۴, ۰) + (۴, ۱)x ∈ (Z۸ ⊕ Z۸)[x] خطͬ چندجمله�ای� برای چون نیست.

.(۴, ۰)(۴, ۱) ̸= ۰

نمایش Tn(R) با که n× n بالامثلثͬ ماتریس�های �کنیم مͬ ثابت باشد. حلقه ͷی R کنید فرض .١٩.١.١ مثال

روی ۲× ۲ بالامثلثͬ ماتریس�های که کنیم ثابت است کافͬ نیستند. آرمنداریز R حلقه روی n ≥ ۲ برای دهیم مͬ

بالامثلثͬ های ماتریس S فرضکنید است. آرمنداریز آرمنداریز، حلقه هر زیرحلقه زیرا نیستند. آرمنداریز R حلقه

چندجمله�ای دو g(x) =
(
۰ ۰
۰ ۱

)
+

(
۰ ۱
۰ ۱

)
x و f(x) =

(
۱ ۰
۰ ۰

)
+

(
۱ −۱
۰ ۰

)
x و باشد R حلقه روی ۲ × ۲

حلقه روی n × n بالامثلثͬ ماتریس�های لذا .
(
۱ ۰
۰ ۰

)(
۰ ۱
۰ ۱

)
̸= ۰ اما f(x)g(x) = ۰ بنابراین باشند. S[x] در

نیست. آرمنداریز R

باشد. آرمنداریز R[x] اگروتنهااگر است آرمنداریز R حلقه که �دهیم مͬ نشان بعد گزاره در

باشد. آرمنداریز R[x] حلقه اگروتنهااگر است آرمنداریز R حلقه .٢٠.١.١ گزاره

است. آرمنداریز آرمنداریز، حلقه� هر زیرحلقه چون است، بدیهͬ (⇒) برهان.

g(y) = g۰+g۱y+ · · ·+gmym و f(y) = f۰+f۱y+ · · ·+fnyn و آرمنداریز Rیͷحلقه فرضکنید (⇐)

دهیم مͬ نشان این�صورت در .fi, gj ∈ R[x] که f(y)g(y) = ۰ طوری�که به باشند R[x][y] از چندجمله�ای�هایی

درجه deg که k = degf۰+degf۱+ · · ·+degfn+degg۰+ · · ·+deggm دهید قرار .figj = ۰ ،i, j هر برای

.y = xk دهید قرار هم�چنین مͬ�گیریم. نظر در صفر را صفر چندجمله�ای درجه و x متغیر با چندجمله�ای ͷی
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مͬ R[x] عضو g(xk) = g۰ + g۱x
k + · · · + gmx

km و f(xk) = f۰ + f۱x
k + · · · + fnx

kn این�صورت در

چون است. (g(xk)) f(xk) ضرایب مجموعه با است برابر ترتیب به (gj)ها fiها ضرایب مجموعه و �باشند

است، آرمنداریز حلقه ͷی R چون .f(xk)g(xk) = پس۰ شود، مͬ جابه�جا R عناصر همه با x و f(y)g(y) = ۰

bj و ai از خطͬ ترکیب figj ضرایب طرفͬ از و aibj = ۰ یعنͬ شوند مͬ صفر gj و fi ضرایب ،i, j هر برای لذا

� .figj = ۰ ،i, j هر برای نتیجه در هستند

آرمنداریز حلقه چندجمله�ای�هایکجR[x;α]روی حلقه که استحدسبزنید ممͺن ٢٠.١.١ گزاره به توجه با

چندجمله�ای�های حلقه اما است آرمنداریز که دارد Rوجود حلقه� که �دهد مͬ نشان زیر مثال اما است. آرمنداریز ،R

نیست. آرمنداریز R[x;α] کج

را معمولͬ ضرب و جمع با R = Z۲ ⊕Z۲ حلقه و ۲ پیمانه به صحیح اعداد حلقه Z۲ کنید فرض .٢١.١.١ مثال

فرض هم�چنین است. آرمنداریز ١۴.١.١ گزاره به توجه با و کاهشͬ جابه�جایی، R است واضح بͽیرید. نظر در

آرمنداریز R[x;α] �دهیم مͬ نشان این�صورت در باشد. α((a, b)) = (b, a) با R حلقه از درون�ریختͬ ͷی α کنید

R[x;α][y] در g(y) = (۰, ۱)+ [(۱, ۰)x]y و f(y) = (۱, ۰)+ [(۱, ۰)x]y چندجمله�ای�های منظور این برای نیست.

نیست. آرمنداریز R[x;α] �دهد مͬ نشان این که (۱, ۰)[(۱, ۰)x] ̸= ۰ اما f(y)g(y) = ۰ بنابراین بͽیرید. نظر در

زیر صورت به را است آرمنداریز حلقه�های از تعمیمͬ که ضعیف آرمنداریز حلقه�های [٢۴] در ونگ و لͬ

کردند. تعریف

و f(x) = a۰ + a۱x چند�جمله�ای�های برای هرگاه نامند ٢٢ ضعیف آرمنداریز را R حلقه .٢٢.١.١ تعریف

.aibj = ۰ ،i, j = ۰, ۱ برای آن�گاه f(x)g(x) = ۰ اگر R[x] در g(x) = b۰ + b۱x

آرمنداریز آرمنداریز، حلقه هر و است ضعیف آرمنداریز ضعیف، آرمنداریز حلقه هر حلقه زیر است واضح

نیستند. آرمندایز کلͬ حالت در ضعیف آرمنداریز حلقه�های که دهیم مͬ نشان زیر مثال در اما است. ضعیف

ابتدا نیست. آرمنداریز اما است ضعیف آرمنداریز حلقه ͷی R = Z۳[x, y]/(x
۳, x۲y۲, y۳) حلقه .٢٣.١.١ مثال

،h(x, y) ∈ Z۳[x, y] برای و I = (x۳, x۲y۲, y۳) کنید فرض نیست آرمنداریز نظر مورد حلقه دهیم مͬ نشان

زیرا (x+ yt)۳ = ۰ است واضح .h(x, y) = h(x, y) + I ∈ R

(x+ yt)۳ =

۰︷︸︸︷
x۳ +

۰︷︸︸︷
۳x۲y t+

۰︷ ︸︸ ︷
۳x y۲ t۲ +

۰︷︸︸︷
y۳ t۳ = ۰.

نیست. آرمنداریز R لذا .x y۲ ̸= ۰ اما (x+ yt)(x۲ + ۲x yt+ y۲t۲) = ۰ بنابراین
٢٢weak Armendariz
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فرض دهیم. مͬ ارائه زیر صورت به را کلͬ ایده ͷی ابتدا است. ضعیف آرمنداریز R که دهیم مͬ نشان اکنون

کنید

f = ax+ by + · · · , g = cx۲ + dxy + ey۲ + · · · ∈ Z۳[x, y]. (۵.١)

تک�جمله�ای هر و است دو مساوی یا بزرگتر درجه�اش گیرد مͬ قرار by از بعد f در که تک�جمله�ای هر طوری�که به

کنید فرض هم�چنین .a, b, c, d, e ∈ Z۳ و است سه مساوی یا بزرگتر درجه�اش گیرد مͬ قرار ey۲ از بعد g در که

داریم: را زیر نتایج مستقیم محاسبات انجام با این�صورت در .fg ∈ I که

(ax+ by + · · · )(cx۲ + dxy + ey۲ + · · · ) + I = I ⇒ (acx۳ + adx۲y + aexy۲ + · · · )+

(bcyx۲ + bdxy۲ + bey۳ + · · · ) + I = I ⇒ (ad+ bc)x۲y + (bd+ ae)xy۲ + I = I.

: داریم لذا

ad+ bc = ۰; (۶.١)

bd+ ae = ۰. (٧.١)

داشت: خواهیم را زیر حالات بنابراین

a = ۰ = b (۱)

bd = ۰ شود مͬ نتیجه (٧.١) از هم�چنین .c = ۰ لذا bc = ۰ شود مͬ نتیجه (۶.١) معادله از ،b ̸= ۰ و a = ۰ (۲)

.(d, c, e) ∈ (۰, ۰, e) لذا .d = ۰ نتیجه در

.(d, c, e) ∈ (۰, c, ۰) شود مͬ نتیجه (٢) مشابه ،b = ۰ و a ̸= ۰ (۳)

ضرب با هم�چنین .bad+ b۲c = ۰ شود مͬ نتیجه b در چپ طرف از (۶.١) معادله ضرب با ،b ̸= ۰ و a ̸= ۰ (۴)

پس a, b ∈ {۱, ۲} اما .b۲c = a۲e بنابراین .−abd− a۲e = ۰ شود مͬ نتیجه −a در چپ طرف از (٧.١) معادله

دادیم نشان لذا .a۲, b۲ ∈ {۱,−۱}

(d, c, e) ∈ {(۰, c, ۰), (۰, ۰, e), (۱, ۱, ۱), (۱,−۱,−۱), (−۱, ۱, ۱), (−۱,−۱,−۱)}. (٨.١)

داریم: این�صورت در .f۰, g۰, f۱, g۱ ∈ Z۳[x, y]\I که (f ۰ + f ۱t)(g۰ + g۱t) = ۰ ،R[t] در کنید فرض حال

f۰g۰ ∈ I, f۱g۱ ∈ I, f۰g۱ + f۱g۰ ∈ I. (٩.١)

شود مͬ نتیجه I = (x۳, x۲y۲, y۳) و (٩.١) از باشد. مͬ Z۳[x, y] ماکسیمال ایده�آل (x, y) و I ⊆ (x, y) چون

f۰, g۰, f۱, g۱ در که تک�جمله�ای هر اگر باشد. مͬ (۵.١) در شده ارائه صورت به f۱, g۱ و f۰, g۰ زوج دو هر که
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غیر در شود. مͬ ثابت حͺم مورد این در لذا f۰g۱ + f۱g۰ ∈ I آن�گاه باشد دو از بزرگتر درجه از کنیم مͬ انتخاب

باشد: زیر زوج�های از ͬͺی صورت به باید (f۱, g۱) و (f۰, g۰) ،(٨.١) بنابر صورت این

(y + · · · , y۲ + · · · ), (x− y + · · · , x۲ + xy + y۲ + · · · ),

(x+ · · · , x۲ + · · · ), (x+ y + · · · , x۲ − xy + y۲ + · · · )

آسانͬ به لذا شد. معرفͬ بالا در گیرند مͬ قرار ey۲ از بعد g در هم�چنین و by از بعد f در که عباراتͬ درجه که

کند. مͬ کامل را اثبات این و است تناقض ͷی این .f۰g۱ + f۱g۰ /∈ I که شود مͬ دیده

تعریف زیر صورت به را است آرمنداریز حلقه�های از تعمیمͬ که آرمنداریز شبه حلقه�های هیرانو [١٣] در

کرد.

و f(x) =
∑n

i=۰ aix
i چندجمله�ای� دو هر برای هرگاه نامند ٢٣ آرمنداریز شبه را R حلقه .٢۴.١.١ تعریف

.aiRbj = ۰ ،i, j هر برای آن�گاه ،f(x)R[x]g(x) = ۰ اگر R[x] در g(x) =
∑m

j=۰ bjx
j

.acb = ۰ آن�گاه ،abc = ۰ اگر R در a, b, c هر برای گاه هر نامند، ٢۴ متقارن را R حلقه .٢۵.١.١ تعریف

است. متقارن کاهشͬ، حلقه هر .٢۶.١.١ لم

نتیجه در aba(cab)ac = ۰ لذا .cab = ۰ داریم فرض بنابر نتیجه در c(abc)ab = ۰ آن�گاه ،abc = ۰ اگر برهان.

نتیجه در ac(bacba)cb = ۰ سرانجام .bacba = ۰ نتیجه در .bacb(abac)ba = ۰ این�صورت در .abac = ۰

� .acb = ۰

داشته ab = ۰ این�که از a, b ∈ R هر برای گاه هر نامند ٢۵ نیم�جابه�جایی حلقه ͷی را R حلقه .٢٧.١.١ تعریف

.aRb = ۰ باشیم

است. نیم�جابه�جایی متقارن، حلقه هر .٢٨.١.١ لم

� است. بدیهͬ برهان.

هستند. نیم�جابه�جایی کاهشͬ، حلقه�های .٢٩.١.١ لم

برای پس ba = ۰ نتیجه در است کاهشͬ R چون طرفͬ از ab = ۰ ،a, b ∈ R هر برای کنید فرض برهان.

R نتیجه در .arb = ۰ بنابراین است کاهشͬ R چون (arb)۲ = ar(bar)b = ۰ لذا .bar = ۰ ،r ∈ R هر

� است. نیم�جابه�جایی

٢٣quasi-Armendariz
٢۴symmetric
٢۵semi-commutative
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باشند. مرکزی R حلقه خودتوان٢٧ عناصر تمام گاه هر نامند آبل٢۶ͬ حلقه ͷی را R حلقه .٣٠.١.١ تعریف

هر نامند، مͬ� (چپ) راست ٢٨ ( p.p. مختصر طور به (یا اصلͬ پروژکتیو حلقه ͷی را R حلقه .٣١.١.١ تعریف

شود. تولید R حلقه خودتوان عنصر ͷی توسط آن، عنصر هر (چپ) راست پوچ�ساز گاه

p.p. حلقه ͷی R که است درست زمانͬ مطلب عکس است. آبلͬ نیم�جابه�جایی، حلقه هر .٣٢.١.١ گزاره

باشد. راست

در باشد. R حلقه از خودتوانͬ عضو e کنید فرض است. مرکزی خودتوان عضو هر کنیم ثابت باید برهان.

،r ∈ R هر برای بنابراین است نیم�جابه�جایی حلقه R چون طرفͬ از .e(۱− e) = ۰ نتیجه در و e۲ = eاین�صورت

،r ∈ R هر برای یعنͬ ،re = ere ترتیب همین به ،(۱ − e)e = ۰ هم�چنین .er = ere یعنͬ er(۱ − e) = ۰

است. آبلͬ R حلقه بنابراین .er = re

e خودتوان عنصر برای بنابراین .ab = ۰ ،R در a, b هر برای و راست p.p. و آبلͬ R کنید فرض بالعکس،

،r ∈ R دلخواه عنصر برای پس است آبلͬ R چون .a = ea و be = ۰ لذا .a ∈ rR(b) = eR داریم R در

� است. نیم�جابه�جایی R لذا .aRb = ۰ نتیجه در .arb = earb = arbe = ۰

و آبلͬ حلقه ͷی R کنید فرض .٣٣.١.١ گزاره

Sn(R) =




a a۱۲ a۱۳ · · · a۱n
۰ a a۲۳ · · · a۲n
۰ ۰ a · · · a۳n
... ... ... . . . ...
۰ ۰ ۰ · · · a

 | a, aij ∈ R


.

صورت به a۲ = a ∈ R هر برای Sn(R) حلقه خودتوان هر این�صورت در
a ۰ ۰ · · · ۰
۰ a ۰ · · · ۰
۰ ۰ a · · · ۰
... ... ... . . . ...
۰ ۰ ۰ · · · a


است. آبلͬ Sn(R) هم�چنین است

را n = حالت۲ ابتدا بالاست. شͺل به Sn(R) در خودتوان هر دهیم مͬ نشان n روی استقرا از استفاده با برهان.

.
(
c d
۰ c

)(
c d
۰ c

)
=

(
c d
۰ c

)
بنابراین باشد خودتوان یͷعضو

(
c d
۰ c

)
∈ S۲(R) فرضکنید بͽیرید. نظر در

.cd+cdc = c۲d+cdc = cd داریم c در طرفچپ از قبل عبارت ضرب با لذا .cd+dc = d و c = c۲ نتیجه در

٢۶abelian
٢٧idempotent
٢٨principally projective
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شͺل به S۲(R) در خودتوان هر لذا .d = ۰ پس ۰ = cdc = c۲d = cd = dc داریم بنابراین است آبلͬ R چون

کنید فرض .c۲ = c ∈ R که است
(
c ۰
۰ c

)

A =


a a۱۲ a۱۳ · · · a۱n
۰ a a۲۳ · · · a۲n
۰ ۰ a · · · a۳n
... ... ... . . . ...
۰ ۰ ۰ · · · a


عناصر است واضح باشد. Sn(R) در خودتوان عنصری

a a۱۲ a۱۳ · · · a۱(n−۱)
۰ a a۲۳ · · · a۲(n−۱)
۰ ۰ a · · · a۳(n−۱)
... ... ... . . . ...
۰ ۰ ۰ · · · a

 ,


a a۲۳ a۲۴ · · · a۲n
۰ a a۳۴ · · · a۳n
۰ ۰ a · · · a۴n
... ... ... . . . ...
۰ ۰ ۰ · · · a


و aij = ۰ ،۰ ≤ i, j ≤ n − ۱ هر برای داریم استقرا فرض از استفاده با پس هستند خودتوان نیز Sn−۱(R) از

داریم نتیجه در .a۲ = a

A =



a ۰ ۰ · · · ۰ a۱n
۰ a ۰ · · · ۰ ۰
۰ ۰ a · · · ۰ ۰
... ... ... . . . ... ...
۰ ۰ ۰ ۰ a ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ a


داریم a در چپ طرف از قبل عبارت ضرب با بنابراین .aa۱n + a۱na = a۱n و a۲ = a با

aa۱n + aa۱na = a۲a۱n + aa۱na = aa۱n.

به Sn(R) خودتوان هر درنتیجه .a۱n = ۰ بنابراین .۰ = aa۱na = a۲a۱n = aa۱n = a۱na لذا است آبلͬ R چون

شͺل

A =


a ۰ ۰ · · · ۰
۰ a ۰ · · · ۰
۰ ۰ a · · · ۰
... ... ... . . . ...
۰ ۰ ۰ · · · a


� است. آبلͬ نیز Sn(R) لذا است آبلͬ R حلقه چون بنابراین .a۲ = a ∈ R آن در که

نیست. درست کلͬ حالت در ٣٢.١.١ گزاره عکس که دهد مͬ نشان زیر مثال

و باشد آبلͬ حلقه ͷی R کنید فرض .٣۴.١.١ مثال


