


و ابتکارات مطالعات، نتایج بر مترتب مادي حقوق کلیه
پایان�نامه این موضوع تحقیق از ناشی نوآوري�هاي

است. رازي دانشگاه به متعلق



پایه علوم دانشده
آمار گروه

ارشد ͳکارشناس درجه اخذ جهت پایان�نامه
ͳریاض آمار رشته

: عنوان

گانه چند پواسن رگرسیون مدل برای طرح�هایD-بهینه
ͳضرایبتصادف با

راهنما: استاد

نیاپرست مهرداد دکتر

نΎارش:

نادری داریوش

١٣٩٢ شهریور



پایه علوم دانشده
آمار گروه

ارشد ͳکارشناس درجه اخذ جهت پایان�نامه
آمار رشته

دانشجو: نام
نادري داریوش

: عنوان تحت

ضرایب با گانه چند پواسن رگرسیون مدل برای طرح�هایD-بهینه
ͳتصادف

رسيد. ͳنهاي تصويب به ͳعال درجه با و ͳبررس زير داوران هيأت توسط ٩٢/٠۶/٢۶ تاري در

امضاء: استادیار ͳعلم مرتبه�ی با نیاپرست مهرداد دکتر پایان�نامه راهنمای استاد -١

امضاء: استادیار ͳعلم مرتبه�ی با جعفری حبیب دکتر گروه داخل داور استاد -٢

امضاء: استادیار ͳعلم مرتبه�ی با مرادی محمد دکتر گروه داخل داور استاد -٣



... یا دا ೯

و نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای ب�ͳثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا ͳزیستن من به

دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بΎذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا ͳمˇردن

م�ͳداری.

لذت تنها تو پای به بردن رن; و تو بخاطر کشیدن ͳزندان تو، بخاطر دیدن شنجه که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو

چشمان در امید برق که توست ͳرهای امید از م�ͳخندم، دل در من که توست شادی از است، من ͳزندگ بزرگ

خوب نم�ͳتوانم م�ͳکنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست ͳخوشبخت از و م�ͳدرخشد خسته�ام

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را ͳفتΎش نیروی بزنم. حرف

برانΎیختن از من، نΎاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از ͳزندگ که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو

است. عاجز من، دل در ͳشعف موج

آموخت. خواهم خود را مردن چΎونه بیاموز، من به را زیستن چΎونه تو،

در فداکاری ب�ͳپاداش، کار ب�ͳسلاح، جهاد ب�ͳهمراه، رفتن نومیدی، در صبر شست، در تلاش توفیق من به

،ͳخام�ͳب ͳگستاخ ب�ͳنمود، ͳخوب ب�ͳریا، ایمان ب�ͳنان، خدمت ب�ͳنام، عظمت ب�ͳعوام، مذهب ب�ͳدنیا، دین سوت،

کن. روزی بداند، دوست ب�ͳآنه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در ͳتنهای ب�ͳهوس، عشق ب�ͳغرور، قناعت

ت ࡣ  دا ೯ ز ا ب ، م و ॴ ھا ඛ  ن ଌୃ ھا� ඛ  ඟ ໋ ا
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ی... ر චا ໋ س� پا ণ

آراست. عقل زیور را ͳآدم خود، ب�ͳکران لطف با که را حیم خداوندگار سپاس

، نیاپرست مهرداد دکتر آقایان جناب خود، راهنمای اساتید ب�ͳدری΅ زحمات از م�ͳدانم خود وظیفه� آغاز در

از و نم�ͳرسید انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمای�ͳهای بدون قطعاً که کنم ͳقدردان و تشر صمیمانه

م�ͳکنم. تشر نمودند، یاری را بنده تحصیل دوران طول در که نیامرادی دکتر و ͳابوالقاسم دکتر

عاطفه پاس به ͳهمت عباس و ͳبالای صابر ،ͳرضای ͳنق�ͳعل آقایان: عزیزم دوستان از که م�ͳدانم لازم خود بر

کنم. تشر وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار

م�ͳکنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر ،ͳمهربان و مهر خداوندگاران دستان بر م�ͳزنم بوسه پایان، در

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که را عزیزم خواهر و برادر مقدس وجود

نادری داریوش

١٣٩٢ شهریور
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چیده

از استفاده است، شده گرفته قرار آماردانان از ͳبعض توجه مورد کاربردی مسائل در اخیراً که ͳمباحث از ͳی

از ͳتوابع کردن ماکسیمم اساس بر طرح�ها این است. آمار آزمایش�های انجام برای بهینه آزمایش طرح��������������������������������های

نم�ͳتوان تعمیم�یافته، ͳخط آمیخته مدل�های در آن�جای�ͳکه از م�ͳآیند. به�دست پارامتر برای فیشر اطلاع ماتریس

ͳتقریب روش�های از بنابر�این آورد، به�دست فیشر اطلاع ماتریس نتیجه در و ͳدرستنمای تاب΄ برای ͳصریح فرم

ماتریس از ͳتقریب آوردن به�دست جهت ͳشبه�درستنمای روش از اینجا در م�ͳشود. استفاده ͳدرستنمای روش بجای

از ͳخاص حالت�های مدل�ها، این است. شده استفاده ͳتصادف ضرایب با پواسن رگرسیون مدل�های برای اطلاع

هستند. تعمیم�یافته ͳخط آمیخته مدل�های

مورد باشند ͳتصادف و ثابت اثرات که ͳحالت در پواسن رگرسیون برای را D-بهینه طرح�های نامه پایان این در

خواهد ͳبررس را ͳتصادف ضرایب با دوگانه پواسن رگرسیون از ͳخاص مدل�های پایان در و م�ͳشود داده قرار بحث

دهیم. ͳم ارائه ͳتصادف اثرات با گانه چند پواسن های مدل بهینه های طرح آوردن بدست برای ͳاستراتژی و شد

کلماتکلیدی:

D-بهینه. پواسن، رگرسیون مدل بهینه، آزمایش طرح ،ͳشبه�درستنمای روش ،ͳدرستنمای روش ،ͳتصادف اثر
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پیشΎفتار

سوق سمت این به را پژوهشΎران آزمایش، نتیجه به اعتماد میزان و هزینه چون ͳمسائل آزمایش، Έی انجام در

آورند. به�دست پاس بهترین به رسیدن برای را آزمایش طرح آزمایش، انجام از قبل که داد

بار اولین هستند. بهینه آماری معیارهای ͳبرخ به نسبت که هستند آزمایشها طرح از ͳکلاس بهینه، طرح�های

کرد. ارائه چندجمله�ای ͳخط مدل Έی برای را بهینه اسمیت(١٩١٨)طرح

پژوهش�های ،ͳسادگ به�دلیل ͳخط مدل�های برای است. وابسته داده�ها به آماری مدل در طرح، Έی ͳΎبهین

جام΄ به�طور پوکلسهایم(١٩۴٨) و (١٩٨٠)،فدرو(١٩٧٢) سیلوی کتاب�های در که گرفته، صورت زیادی

برخوردارند. بیشتری اهمیت از ͳخط غیر و تعمیم�یافته ͳخط مدل�های کاربردی نظر از اما است. شده� ͳبررس

داد. پیشنهاد مدل�ها این برای را ͳموضع بهینه چرنوف(١٩۵٣)طرح

گرفته قرار توجه مورد هستند نیز ͳتصادف اثر دارای ثابت اثرات کنار در که ͳمدل�های برای بهینه طرح اخیراً

است. شده بیان اشملتر(٢٠٠٧) و هل(١٩٩٧) و فدرو در ͳنتایج ͳخط آمیخته مدل�های برای است.

مدل�ها این در زیرا نیست. محاسبه قابل معمول روش�های از بهینه طرح تعمیم�یافته، ͳخط آمیخته مدل�های در

اما شده، بیان مشل این حل برای دیΎر روش�های ͳبرخ و کردن ͳخط ندارد. ͳصریح شل اطلاع ماتریس

ارائه مدل این از ͳخاص حالت برای را ͳشبه�درستنمای نیاپرست(٢٠٠٩)روش نیستند. اعتماد قابل روش�ها این

نیاپرست همچنین و آورد. به�دست ͳتصادف مبدأ از عرض با پواسن رگرسیون مدل برای را D-بهینه طرح و کرد

ارائه ͳتصادف ضرایب با پواسن رگرسیون مدل برای را اطلاع شبه ماتریس بودن محدب فرضیه (٢٠١٣) شوابه و

دادند.

تعمیم�یافته، ͳمدل�هایخط ،ͳمدل�هایخط شامل ͳرگرسیون مدل�های بر مختصری مرور پایان�نامه این اول فصل در

پواسن رگرسیون مدل ساختار آخر در و داشت خواهیم تعمیم�یافته ͳخط آمیخته ،مدل�های ͳخط آمیخته مدل�های

. است شده داده شرح ͳتصادف ضرایب با

و م�ͳکنیم بیان را ͳΎبهین-D معیار از ͳهای�ͳویژگ سپس داد. خواهیم شرح را بهینه طرح اساس دوم فصل در

با پواسن رگرسیون مدل برای محدب های طرح فرضیه آخر در و کرده بیان ͳکل حالت در را ارزی هم قضیه

. م�ͳدهیم قرار ͳبررس مورد را ͳتصادف ضرایب

را ͳΎبهین-D آخر در و کرده حساب ساده پواسن رگرسیون از ͳمدلهای برای را ͳΎبهین-D ابتدا سوم فصل در

م�ͳدهیم. شرح ͳتصادف شیب و ͳتصادف مبدأ از عرض با پواسن رگرسیون مدل برای

حالت دو در ͳتصادف ضرایب با چندگانه پواسن رگرسیون مدل برای ͳΎبهین-D معیار مورد در چهارم فصل در

مدل از ͳخاص های حالت برای و کرده بحث مستقل متغیرهای برای ͳتصادف ضرایب و ͳتصادف مبدا از عرض

. م�ͳکنیم حساب را D-بهینه نقاط دوگانه پواسن رگرسیون

ث



١ فصل

ͳرگرسیون های مدل :١ فصل



مقدمه ١-١

داده برازش داده�ها این به معمولا˦ که ͳمدل�های است، بوده آماردانان توجه مورد متغیرها بین ارتباط نحوه دیرباز از

ͳرگرسیون مدل�های انواع به ͳکل مرور فصل این در م�ͳشوند. شناخته ͳرگرسیون مدل�های عنوان تحت م�ͳشوند

بخش در شد. خواهند ͳبررس ͳخط مدل�های ͳیعن مدل�ها انواع از نوع ساده�ترین اول بخش در داشت. خواهیم

مدل�های سوم بخش در م�ͳشوند. داده شرح را است ͳخط مدل�های از ͳتعمیم که �یافته تعمیم ͳخط مدل�های دوم

مدل�های از ͳکل تعمیم چهارم بخش در م�ͳشود ارائه ͳخط مدل به ͳتصادف اثرات نمودن اضافه با ،ͳخط آمیخته

رگرسیون مدل ساختار آخر بخش در و دهیم ͳم شرح �را یافته تعمیم ͳخط آمیخته مدل�های عنوان تحت ͳخط

برای و نم�ͳآید بدست آن اطلاع ماتریس برای بسته�ای فرم که م�ͳبینیم و م�ͳکنیم ͳمعرف را ͳکل ضرایب با پواسن

کنیم. ͳم ͳمعرف را اطلاع شبه ماتریس مشل این حل

ͳمدلخط ١-٢

توصیف�کننده متغیرهای از مجموعه�ای و Y پاس متغیر بین ͳارتباطخط ͳیعن ارتباط، نوع ساده�ترین ͳخط یΈمدل

م�ͳشود: داده نمایش زیر شرح به که م�ͳکند بیان را

Y = η(x,β) = xTβ + ϵ .

β = (β٠, ..., βp−١)
T توصیف�کننده، متغیرهای از برداری x = (x١, ..., xp)

T ،پاس متغیر Y آن در که

م�ͳباشد. N (٠, σ٢) توزی΄ با مدل ϵخطای و مجهول پارامترهای از p-بعدی بردار

به �گونه�ای�که به است مدل این بودن ساده است داده افزایش را ͳخط الΎوهای از استفاده که ͳدلیل مهم�ترین

برآورد برای بسته�ای فرم اغلب ͳغیرخط الΎوهای در حال�ͳکه در کرد تفسیر و برآورد را پارامترها م�ͳتوان ͳراحت�

یافت. نم�ͳتوان مدل اثرات

از استفاده با م�ͳتوان باشد پیچیده ͳتابع η که ͳمدل�های در که است این ͳخط مدل�های از استفاده دیΎر دلیل

زد. تقریب ͳخط الΎوی Έی با را تیلور،مدل بسط

داد نشان زیر فرم به م�ͳتوان را ͳخط مدل ،ͳکل حالت در

Y ∼ N (Xβ, σ٢I) (١-١)

٢



دیΎر به�عبارت یا

Y = Xβ + ϵ ; ϵ ∼ N (٠, σ٢I) (١-٢)

م�ͳشود. نامیده طرح ماتریس که است معلوم و n×pماتریسX = (x١, ...,xn)
T ،Y = (Y١, ..., Yn)

T که

داشت خواهیم بنابراین xاست، از ͳتابع f آن در که م�ͳشود استفاده xi به�جای f(xi) از عموم�ͳتر به�صورت

Y = Fβ + ϵ ; ϵ ∼ N (٠, σ٢I)

.F = (f(x١), ...f(xn))
T که

پارامترها برآورد ١-٢-١

توجه با آورد. به�دست را پارامترها برآورد ماکسیمم، ͳدرستنمای از استفاده با م�ͳتوان بودن نرمال فرض تحت

از: است عبارت ͳدرستنمای به(١-١)تاب΄

L(β, σ٢) = f(y;β, σ٢)

=
١

(٢π)n
٢ |σ٢I|n٢

e−
١
٢ (y−Fβ)T (σ٢I)−١(y−Fβ)

=
١

(٢πσ٢)
n
٢
e−

١
٢σ٢

(y−Fβ)T (y−Fβ)

صورت به و م�ͳشود ١گفته امتیاز تاب΄ آن به که شود استفاده ͳدرستنمای تاب΄ لΎاریتم از که است این ساده�تر راه

شد: خواهد حاصل زیر

l = lnL(β, σ٢) = −n

٢
ln٢π − n

٢
lnσ٢ − ١

٢σ٢ (y − Fβ)T (y − Fβ)

با است برابر تاب΄ اکسترمم نقاط آن�گاه دهیم قرار صفر برابر را امتیاز تاب΄ اگر

β̂ = (F TF )−١F TY , σ̂٢ =
١
n
(Y − Fβ)T (Y − Fβ) .

م�ͳباشند. β, σ٢ ͳدرستنمای برآوردگرهای ͳعبارت به یا تاب΄ ماکسیمم مقادیر همان نقاط این که

مینیمم دارای ͳیعن بهترین است، ͳخط نااریب برآوردگر بهترین β̂ برآوردگر آن�گاه باشد وارون�پذیر F TF اگر

با است برابر β̂ واریانس م�ͳباشند. مشاهدات از ͳخط ترکیب که ͳنااریب برآوردگرهای همه میان در واریانس

V (β̂) = σ٢(F TF )−١ .

١Score function

٣



کمتر F رتبه اگر اما .(rank(F ) = p) ͳیعن باشد، کامل رتبه F باید باشد موجود F TF وارون این�که برای

و ندارد وجود β برای ͳتایی برآوردگر حالت این در است منفرد ،F TF آن�گاه باشد p از

β̂٠ = (F TF )−F TY

است. تعمیم�یافته F)وارون TF )− که

که داد نشان م�ͳتوان اما نیست، فرد به منحصر تعمیم�یافته وارون که است دلیل این به β̂٠ ͳتایی عدم

بنابراین است پایا F (F TF )−F T

F β̂٠ = F (F TF )−F TY

است. پاس متغیر امید برای یتا برآوردگر Έی

تعمیم�یافته ͳمدلخط ١-٣

اجازه پاس متغیر به که نمود ͳتلق ͳخط رگرسیون از انعطاف�پذیر تعمیم Έی م�ͳتوان را تعمیم�یافته ͳخط مدل

به را تعمیم�یافته ͳخط مدل�های ودربرن٢(١٩٧٢) و نلدر١ باشد. داشته نرمال توزی΄ از غیر دیΎری توزی΄ م�ͳدهد

رگرسیون و Έلجستی رگرسیون ،ͳخط رگرسیون شامل مختلف آماری مدل�های یسان�سازی برای ͳروش عنوان

دادند. ارائه پواسن

مدل ساختار ١-٣-١

-٣ و Έسیستماتی مؤلفه�ی -٢ ،ͳتصادف مؤلفه�ی -١ است: شده تشیل مؤلفه سه از تعمیم�یافته ͳخط هرمدل

نلدر،١٩٩٨). و ربط(م�Έکولاق٣ تاب΄

مشاهدات شامل مؤلفه این مشخصم�ͳکند. را پاس متغیر ͳاحتمال توزی΄ ͳتصادف مؤلفه�ی :ͳتصادف مؤلفه�ی -١

است. ͳنمای توزی΄�های خانواده�ی از ͳتوزیع با Y ͳتصادف متغیر از yn، · · · ، y١

یا ͳالΎچ تاب΄ دارای توزی΄�ها از خانواده این است. آماری مدل�های در مهم مفهوم Έی ͳنمای توزی΄�های خانواده

م�ͳباشند: زیر صورت به ͳاحتمال جرم تاب΄

f(y |θ ) = exp{R(θ)T (y) + B(θ) + C(y)}

١Nelder
٢Wedderburn
٣McCullagh

۴



ساختار م�ͳتوانیم همچنین م�ͳباشد. توزی΄ پارامتر θ و مقدار ͳحقیق تواب΄ C(.) و R(.) ،T (.) ،B(.) آن در که

خانواده�ی برای C(y) = c(y, ϕ) و B(θ) = − b(γ)
a(ϕ)

،T (y) = y ،R(θ) = γ
a(ϕ)

گرفتن نظر در با دیΎری

زیر صورت به ͳنمای توزی΄ خانواده�ی احتمال جرم تاب΄ یا ͳالΎچ تاب΄ نتیجه در آوریم. دست به ͳنمای توزی΄�های

م�ͳباشد.

f(y |γ, ϕ) = exp(
yγ − b(γ)

a(ϕ)
+ c(y, ϕ))

است. مزاحم پارامتر ϕ و مقدار ͳحقیق تواب΄ c(.) و b(.) ،a(.) آن در که

ͳخط ترکیب�های از مجموعه Έی که است، η بردار Έی شامل Έسیستماتی مؤلفه�ی :Έسیستماتی مؤلفه�ی -٢

ͳیعن م�ͳباشد؛ ͳکم متغیرهای مجموعه از

η = Fβ

مدل پارامترهای از بردار Έی β و ͳکم متغیرهای مقادیر شامل و م�ͳشود نامیده طرح ماتریس F آن در که

م�ͳباشد. β از ͳخط تواب΄ از مجموعه�ای شامل بردار Έی η بنابراین است.

توصیف را ͳتصادف مؤلفه�های انتظار مورد مقادیر سیستماتیΈو مؤلفه�ی بین ارتباط ربط تاب΄ ربط: تاب΄ -٣

م�ͳدهد. پیوند Έسیستماتی مؤلفه�ی به را پاس میانΎین که است ینوا و مشتق�پذیر ͳتابع ربط، تاب΄ م�ͳکند.

نتیجه�م�ͳتوانیم در است. ربط تاب΄ g آن در که ،ηi = g(µi) آن�گاه ،(i = ١,٢, · · · , n) µi = E(Yi) اگر

بΎیریم. نظر در زیر صورت به را g(µi)

g(µi) = fT (xi)β =
∑
j

xi,jβj j = ١,٢, · · · , p

مدل پارامترهای بردار β = (β٠, β٢, · · · , βp−١) و F طرح ماتریس iام سطر رگرسور بردار f(xi) آن در که

که طوری به g(µi) = µi آن در که دارد نام ͳهمان ربط تاب΄ ربط، تاب΄ ساده�ترین م�ͳباشند.

µi =

p∑
j=١

xi,jβj.

پارامترها برآورد ١-٣-٢

با: است برابر ͳدرستنمای لΎاریتم ͳنمای توزی΄�های خانواده به توجه با

l = l(γ, ϕ;y) =
n∑

i=١

(yiγi − b(γi))/a(ϕ) +
n∑

i=١

c(yi, ϕ) (١-٣)

م�ͳکنیم، بیان را مفید معادله چند ابتدا ͳدرستنمای معادلات آوردن به�دست برای است. میانΎین از ͳتابع γ که

که: داریم نظم شرایط تحت

E(
∂l

∂γi
) = ٠ (۴-١)

var(
∂l

∂γi
) = −E(

∂٢l

∂γ٢i
) (۵-١)

۵



داشت: (١-۴)و(١-۵)خواهیم روابط درستنمایͳ(١-٣)در لΎاریتم جایΎذاری با

• ∂l

∂γi
= (yi − b′(γi))/a(ϕ) ⇒ E(Yi) = µi = b′(γi)

• var(
∂l

∂γi
) = a−٢(ϕ)var(Yi) , − E(

∂٢l

∂γ٢i
) = a−١(ϕ)b′′(γi)

⇒ var(Yi) = a(ϕ)b′′(γi) = a(ϕ)υ(µi)

ارتباط نشان�دهنده که م�ͳشود نامیده واریانس تاب΄ υ(µi) = b′′(γi) م�ͳباشند. b(.) دوم و اول مشتق b′′ و b′ که

است. واریانس و میانΎین بین

داشت خواهیم تعمیم�یافته ͳخط مدل�های ساختار به توجه با هم�چنین

• ∂γi
∂µi

= (
∂µi

∂γi
)−١ = (

∂٢b(γi)

∂γ٢i
)−١ =

١
υ(µi)

• ∂µi

∂β
=

∂µi

∂g(µi)
.
∂g(µi)

∂β
= (gµ(µi))

−١f(xi)

آورد رابه�دست β برای ͳدرستنمای معادلات م�ͳتوان حال

∂l

∂β
=

١
a(ϕ)

∑
(yi

∂γi
∂β

− ∂b(γi)

∂β
)

=
١

a(ϕ)

∑ (yi − µi)

υ(µi)gµ(µi)
f(xi)

=
١

a(ϕ)

∑
(yi − µi)wigµ(µi)f(xi)

.wi = (υ(µi)g
٢
µ(µi))

−١ که

∂l

∂β
=

١
a(ϕ)

F TW∆(y − µ)

.∆ = diag{gµ(µi)} و W = diag{w١, ..., wn} که

با: است برابر ͳدرستنمای ماکسیمم معادلات بنابراین

F TW∆y = F TW∆µ

هستند. β مجهول پارامتر از ͳتوابع W و ∆,µ به�گونه�ای�که

آنالیزی به�صورت را ͳدرستنمای معادلات نم�ͳتوان و هستند β از ͳخط غیر ͳتوابع تواب΄، این موارد از بسیاری در

ارائه β برآورد برای عددی یΈحل فیشر ͳامتیازده الΎوریتم کرد. استفاده عددی روش�های از باید و کرد حل

سیرل٢٠٠١،١). و است(م�Έکولاک رافسون نیوتن روش از ͳلش که م�ͳدهد

١Searle

۶



معوس برابر که است زیر شرح به واریانس دارای ،β̂ ͳیعن،βͳدرستنمای ماکسیمم برآورد بزرگ نمونه�های برای

: م�ͳباشد فیشر اطلاع ماتریس

var(β̂) = a(ϕ)(F TWF )−١ .

ͳخط آمیخته مدل�های ۴-١

مفروضات این کردن لحاظ با است. متداول آماری روش�های اکثر بنای زیر بودن نرمال فرض و داده�ها استقلال

مفروضات این که م�ͳشویم روبرو ͳشرایط با مواق΄ از بسیاری در اما هستند. تحلیل قابل آماری مسائل از بسیاری

،ͳسطح چند داده�های ،ͳطول داده�های قبیل از خوشه�ای داده�های شامل داده�ها از ͳوسیع طیف م�ͳشوند. نقض

مدل�های که دارد وجود ͳΎهمبست ͳآزمایش واحد هر مشاهدات میان آن�ها در که هستند، ... و تراری اندازه�های

متغیر Έی گرفتن نظر در با مدل این در م�ͳآورد. فراهم داده�ها این تحلیل برای قدرتمند ابزار Έی ͳخط آمیخته

بود. خواهیم واحد�ها بین ͳΎهمبست توضی به قادر ͳآزمایش واحد هر برای ͳتصادف

ͳکل مدل ١-۴-١

کرد: بیان زیر صورت به م�ͳتوان را ͳخط آمیخته مدل Έی

Y i = F iβ +Zibi + ϵi (۶-١)

اثرات برای ni × p طرح ماتریس F i ،(i = ١, ...,m) موضوع iامین برای ni × ١ پاس بردار Y i که

q-بعدی بردار bi و ͳتصادف اثرات برای ni × q طرح ماتریس Zi ثابت، اثرات از p-بعدی βبردار ثابت،

فرض هم�چنین است، D کواریانس واریانس ماتریس و صفر میانΎین با نرمال توزی΄ دارای ͳتصادف اثرات از

توزی΄ دارای مدل ϵiخطای وار١٩٨٢،٢). و ناهمبسته�اند(لرد١ ͳتصادف اثرهای مختلف موضوع�های برای کنید

کاربردهای بیشتر در مستقل�اند، هم از که م�ͳباشند Ri کواریانس واریانس ماتریس و صفر میانΎین با نرمال

Y i کواریانس واریانس ماتریس و میانΎین ساختار مدل، به توجه با م�ͳشود. گرفته نظر Riدر = σ٢I i ͳعمل

است: زیر به�صورت

E(Y i) = F iβ

var(Y i) = ZiDZT
i +Ri .

داریم باشد مشاهدات کل بردار Y = (Y T
١ , ...,Y

T
m)

T اگر مستقل�اند. هم از ϵi و bi که است شده فرض

V = var(Y ) = diag(V١, ...,V m) .

١Laird
٢Ware

٧



Vمعلوم برای ثابت اثرات برآورد ٢-۴-١

به�صورت ͳدرستنمای لΎاریتم بنابراین م�ͳباشد، Y ∼ N(Fβ,V ) اینه به توجه با

l = −١
٢
(y − Fβ)TV −١(y − Fβ)− ١

٢
log |V | − n

٢
log ٢π

داریم سپس م�ͳباشد.

∂l

∂β
= F TV −١(y − Fβ)

با است برابر ͳدرستنمای ماکسیمم برآوردگر

β̂ = (F TV −١F )−١F TV −١y

وارون�پذیر (F TV −١F ) اگر است. (F TV −١F )−١ واریانس دارای و م�ͳباشد β یتای β̂برآوردگر که

م�ͳباشد شل بدین β برآورد نباشد،

β٠ = (F TV −١F )−F TV −١y

هر به�ازای F (F TV −١F )−F T زیرا است پاس میانΎین برای یتا برآورد Έی Fβ٠ اما نیست، یتا که

است. پایا (F TV −١F )−

Vنامعلوم برای ثابت اثرات برآورد ٣-۴-١

قسمت به توجه با آن�گاه است، کواریانس واریانس ماتریس مجهول بردار φ آن در که باشد V = V (φ) اگر

با است برابر β برآورد قبل

β̂ = (F T V̂
−١
F )−١F T V̂

−١
y

م�ͳباشد. V ͳدرستنمای ماکسیمم برآورد V̂ = V (φ̂) که

م�ͳشود فراهم زیر به�صورت V = V (φ) برای ͳدرستنمای معادلات

∂l

∂φk

= −١
٢

[
tr(V −١ ∂V

∂φk

)− (y − Fβ)TV −١ ∂V

∂φk

V −١(y − Fβ)

]
.

م�ͳباشد. φعنصر kامین ، φk

٨


