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 ه 
 

  بسمه تعالی
 

  کارشناسی ارشد تعهد نامه اصالت پایان نامه
 

  
بـا شـماره دانشـجویی       آنـالیز عـددي   -رشته  ریاضـی کـاربردي  دانشجوي کارشناسی ارشد  الهام مرندي   اینجانب 

رمـاي  معادله گتخمین خطا براي اعلام  می نمایم  که کلیه مطالب مندرج در این پایان نامه با عنوان :    89066825000
  غیر خطیبد وضع 

حاصل کار پژوهشی خود بوده و چنانچه دستاوردهاي پژوهشی دیگران را مورد استفاده قرار داده باشم، طبق ضوابط و  
رویه هاي جاري، آنرا ارجاع داده و در فهرست منابع و مآخذ ذکر نموده ام. علاوه بر آن تاکید می نماید که این پایـان  

ز هیچ مدرك هم سطح،پایین تر یا بالاتر ارائه نشده و چنانچه در هر زمان خـلاف آن ثابـت شـود،    نامه قبلا براي احرا
                      ام توسط دانشگاه، بدون کوچکترین اعتراض آنرا بپذیرم بدینوسیله متعهد می شوم، در صورت ابطال مدرك تحصیلی

                         
                                                                                           

  
  

 : تاریخ و امضاء                                                                             

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
  



 و 
 

 
  بسمه تعالی

  

      1391/  6/ 14  درتاریخ :

   17/ 5بـا نمـره   خـود دفـاع نمـوده و   از پایـان نامـه     الهـام مرنـدي  خانم  کارشناسی ارشد  يدانشجو

  مورد تصویب قرار گرفت .  بسیار خوب  با درجه   و     هفده و نیم  بحروف 

  

  امضاء استاد راهنما

  

  

  

  

  

  

  

  

  
 



 ح 
 

 فهرست مطالب

        عنوان                                                                                               صفحه

 

١...................................................................................................................................چکیده  

٢....................................................................................................................................مقدمه  

پیش زمینه ها  : فصل اول  

٥............................................................................................................................معادلات دیفرانسیل١-١  

٨...................................................................معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی خطی و غیر خطی٢-١  

١٠............................................................................دسته بندي معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی٣-١  

١١........................................................................................................................ي همگنمعادله گرما٤-١    

١١......................................................................................................................معادله گرماي ناهمگن٥-١  

١٢...................................................حل عددي مسئله اي شامل یک معادله دیفرانسیل جزئی سهموي٦-١  

١٣............................................................................................معادله گرماصورت با بعد و بدون بعد ٧-١   

...............................................................................١٦ براي معادله گرماي خطی روش تجزیه آدمیان ٨- ١   

٢٣.......................................................معادلات دیفرانسیل جزئی غیر خطی دمیان برايروش تجزیه آ٩-١  

٢٨...................................................................................................................روش تفاضلی اشمیت١٠-١  

٣٠.....................................................................................................مسائل خوش وضع و بد وضع١١-١  

   ٣٣.............................................................................................................................تابع لیپ شیتس١٢-١



 ط 
 

معرفی روش منظم سازي فوریه : دومفصل   

٣٥...................................................................................................منظم سازي فوریه و تخمین خطا١-٢  

 

حل معادله گرماي غیر خطی بد وضع  : فصل سوم  

٤٧...............................................................................روش  مقدار شبه مرزي براي مسائل بد وضع١-٣  

٤٨.........................................................................................................................تقریب زدن جواب٢-٣  

   ٥٦ .......................................................................................مسئله گرماي پسرو غیر خطی بد وضع ٣-٣

  ٥٦ ..........................................................................................................................مسئله مستقیم  -       

    ٥٦...........................................................................................................................مسئله معکوس -       

   ٦٦ ..........................................................................................................................نا مساوي گرانوال٤-٣

   ٦٩ .......................................................................................روش منظم سازي برشی و تخمین خطا٥-٣

٨۵........................................................بیان مورد عمومی از مسئله غیر خطی با تابع غیر لیپ شیتس٦-٣  

 

 

 

 

 

 

 

 



 ي 
 

٩١...........................................................................................................................................نتیجه گیري  

٩٢...................................................................................................................................................مراجع  

٩٣...............................................................................................................................................واژه نامه  

١٠١.................................................................................................................................چکیده انگلیسی  



١ 
 

 چکیده

وردن یک روش منظم سازي مناسب براي مسئله گرماي غیر آبدست  حقیقاتیموضوع مهم در این کار ت
خطی پسرو می باشد به علاوه تخمین خطا براي این روش یک قاعده انتخاب براي پارامتر منظم سازي را 

 .فراهم می کند و این روش نتایج قبلی را اصلاح می کند

:معادله گرماي پسرو غیر خطی زیر را در نظر می گیریمدر این کار تحقیقاتی   

௧ݑ − ௫௫ݑ = ݂൫ݔ, ,ݐ ,ݔ)ݑ ,ݔ)					,										൯(ݐ (ݐ ∈ (ߨ,⃘		) 	× (		⃘,ܶ)	 

,⃘		)ݑ (ݐ = ,ߨ)ݑ (ݐ = ݐ						,																				⃘		 ∈ (		⃘,ܶ) 

(ܶ,ݔ)ݑ = ݔ						,																															(ݔ)߮ ∈  (ߨ,⃘		)

.ن مورد نیاز استروش هاي منظم سازي براي آمشهور است و که از جمله مسائل بد وضع   

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



٢ 
 

 مقدمه

بررسی معادلات دیفرانسیل توجه بسیاري از ریاضی دانان سه قرن اخیر را جلب کرده است امروزه مبحث 
 .معادلات دیفرانسیل زمینه اي پویا است و هنوز در این زمینه سوال هاي جالبی بدون پاسخ مانده است

غیر خطی نقش مهمی در ریاضیات کاربردي و فیزیک و همچنین در مسائل مهندسی دارند حل پدیده هاي 
مسائل غیر خطی ممکن است مولف را به شناخت فرایندهاي توصیف شده هدایت کند که عمیقا و بعضی 

سانی و از طریق مشاهدات معمولی قابل آاوقات منجر به شناخت بعضی حقایق می شود که این حقایق به 
 .م نیستفه

با انواع معادلات غیر نها را آو انتقال بسیار مهم اند و ما می توانیم   انتشار ،پدیده هاي پراکندگی امواج 
  .خطی نمایش دهیم

به منظور دست یابی به برخی اطلاعات راجع به سیستم فیزیکی راه حل نسبتا موجود این معادلات بایستی 
 .لا کم هستند و برخی محدودیت ها را دارندارائه شود اما الگوهاي راه حل ها  کام

علوم طبیعی و علوم اجتماعی چون به زبان ریاضی بیان می شوند به مدلی می  ،بسیاري از مسائل مهندسی 
  .داردانجامند که مشتق یا مشتق هایی از تابع مجهول را در بر 

دیفرانسیل با مشتقات جزئی یافتن تابعی چنین مدلی را معادله دیفرانسیل می نامند منظور از حل یک معادله 
 .است که قیود معادله دیفرانسیل را براورده کند

هرگاه تابع مجهول در یک معادله یک متغیر مستقل داشته باشد تنها مشتق هاي معمولی در معادله دیفرانسیل 
ل بیش از یک متغیر و چنانچه شام  (ܧ.ܦ.ܱ)ظاهر می شوند در این حالت معادله دیفرانسیل را معمولی  

 .می نامند (ܧ.ܦ.ܲ)ن را معادله دیفرانسیل جزئی آباشد 

 معادله گرما از جمله معادلات دیفرانسیل جزئی اساسی در علوم فنی و مهندسی است و ارائه روش هاي
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براي حل این نوع از معادلات حائز اهمیت می باشد به ویژه معادله دیفرانسیل گرماي بد وضع که به جدید 
ن به کار گیري روش هاي کلاسیک براي حل این نوع از معادلات مقدور نیست و آدلیل ماهیت بد وضعی 

 .رد باید با روش هاي قوي تر و کاراتري نظیر منظم سازي روي این دسته از معادلات کار ک

این پایان نامه در سه فصل تنظیم شده است که در فصل یک به معرفی معادلات دیفرانسیل جزئی و حالت 
 هاي مختلف معادله گرما و روش تجزیه آدمیان و روش تفاضلی اشمیت می پردازیم.

 در این فصل تعاریف و مثال هایی براي آشنایی بیشتر با موضوع پایان نامه مطرح می شود.

 دوم به معرفی یکی از روش هاي منظم سازي به نام روش منظم سازي فوریه می پردازیم.در فصل 

خمین خطاي آن مورد بررسی قرار می گیرد و در فصل سوم حل معادله گرماي غیر خطی بد وضع و ت
 قضایا و تعاریفی در رابطه با آن مطرح می گردد.
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:فصل اول  
 پیش زمینه ها
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 معادلات دیفرانسیل

ه آن بر حسب تقریبا تمام بخش هاي بنیادي ریاضی و فیزیک نظري و بسیاري از بخش هاي پیشرفت
) فرمول بندي می شوند که طبق یک تقسیم بندي معادلات دیفرانسیل (غالبا معادلات دیفرانسیل جزئی

 نوع معمولی و جزئی تقسیم می شوند.معادلات دیفرانسیل به دو 

یک یا چند متغیر مستقل باشد  : رابطه اي که شامل یک متغیر وابسته و مشتقاتش نسبت به١.١تعریف 
 ]١٣[له دیفرانسیل معمولی نامیده می شود.معاد

 معادله دیفرانسیل معمولی به صورت زیر است:: نمونه اي از ١.١مثال 

(ݔ)ݑ	٣݀
٣ݔ݀

− ٥	
(ݔ)ݑ٢	݀

٢ݔ݀
+ 	٤	

(ݔ)ݑ	݀
ݔ݀

= 		⃘ 

 ]13 [در معادله صدق کند.	ݔ	دیفرانسیل معمولی یافتن تابعی است که به ازاي هر معادله هدف از حل 

مشتق هاي جزئی یک تابع دو متغیره و یا چند متغیره مستقل باشد  : اگر معادله دیفرانسیل شامل٢.١تعریف 
 ]١٣[آن را معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی می نامند. 

 ]٦[ه اي از معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی عبارتند از:ن: نمو٢.١مثال 

 1معادله گرما

٢ߙ
,	ݔ)	ݑ٢߲ (ݐ

٢ݔ∂
= 	
,	ݔ)ݑ	߲ (ݐ

ݐ߲
 

 2معادله موج

ܽ٢
,	ݔ)ݑ	٢߲ (ݐ

٢ݔ∂
= 	
,	ݔ)ݑ	٢߲ (ݐ

٢ݐ߲
 

 

                                                             
١ Heat equation 
٢ Wave equation 
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 3معادله پواسن 

,	ݔ)	ݑ٢߲ (ݕ

٢ݔ∂
+ 	
,	ݔ)ݑ	٢߲ (ݕ

٢ݕ߲
= ,	ݔ)	݂  (	ݕ

مقادیر ثابتی هستند هر یک از معادلات فوق پدیده فیزیکی ویژه اي را توصیف می کنند  ߙو  ܽ که در آنها 
  شوند.دیفرانسیل جزئی را شامل می و هر کدام دسته بزرگی از معادلات 

و  ݕو  ݔمستقل براي دو متغیرصورت کلی یک معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی :  ] ١٣ [٣.١تعریف 
 عبارتست از: ݖیک متغیر وابسته 

F (ݕ, ݔ,  డ௭
డ௫
	 , డ௭
డ௬
	 , డ

٢	௭
డ௫٢

	 , డ
٢௭

డ௬٢
	 , డ٢௭
డ௫డ௬

	 , … ) = 		⃘ 

,	١ݔمتغیر مستقل   ݊و همچنین صورت کلی یک معادله دیفرانسیل براي  … ,  ݑو متغیر وابسته  ௡ݔ
 عبارتست از:

ܨ  ቀ١ݔ		٢ݔ,		٣ݔ,	, … ௫١ݑ,	௡ݔ, ௫٢ݑ,	 	, … ௫೙ݑ, ௫١௫١ݑ,	 ௫١௫٢ݑ,	 	, … ቁ = 		 ⃘

 

 ]١٣[آن معادله دیفرانسیل می نامند.مرتبه  بزرگترین مرتبه مشتق در یک معادله دیفرانسیل را : ٤.١تعریف 

 ]١٣[: توان مشتق با بالاترین مرتبه را درجه معادله دیفرانسیل می نامند.  ٥.١تعریف 

 : معادلات دیفرانسیل زیر را در نظر می گیریم:٣.١مثال 

ᇱᇱݕ(١ + ٢(′ݕ	) + ݕ = 		⃘ 

 

٣(′′ݕ )(٢ +  ⃘	  = ݔ٢ + ٤(′ݕ	)	٧

 

 

                                                             
٣ Poisson equation 
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٣)
	ݖ٣߲
٣ݔ߲

+ 	)	ݔ
ݖ٢߲
٢ݔ߲

)٢ = 		 ⃘

 

) معادله دیفرانسیل معمولی مرتبه ٢) معادله دیفرانسیل مرتبه دوم معمولی و درجه اول و معادله (١معادله (
 ) معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی مرتبه سوم و درجه اول است.٣دوم و درجه سوم و معادله (
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  معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی خطی و غیر خطی

متغیرهاي وابسته و مشتقات  : یک معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی را خطی می نامند هرگاه ٦.١تعریف 
    غیر خطی  آنها در معادله دیفرانسیل به صورت خطی ظاهر شود، معادله دیفرانسیل که خطی نباشد را 

 ]13[می نامند

 ]13[ : صورت زیر می باشد : نمونه اي از معادله دیفرانسیل خطی و غیر خطی به ٤.١مثال 

డ௨
డ௧

+ ݅	 డ
٢௨

డ௫٢
= 		⃘																																																																			݅٢ = −١       حالت خطی

         

݅	 ப	୳
ப௧

= 	−
1
٤
డ٢௨
డ௫٢

ݔ٢ݏ݋ܿ	ݑ	+  + തݑ٢ݑ	 																																					݅٢ = −١   حالت غیر خطی
به طور دقیق تر یک معادله خطی مرتبه دوم دو متغیره معادله اي است به شکل زیر:       

௫௫ݑ	ܣ + ௫௬ݑܤ + ௬௬ݑܥ + ௫ݑܦ + ௬ݑܧ + ݑܨ =  ܩ

 د.نباش  ݕو	ݔ	ی از می تواند ثابت یا توابع ܩو  ܨو  ܧو  ܦو  ܥو  	ܤو 		ܣ	که در آن

,	ݔ)ܩاگر در طرف راست  معادله را همگن و درغیر از ، با صفر باشد متحد ݕو   	ݔبه ازاي هر  (ݕ
 اینصورت آن را نا همگن می نامند.

 براي تسهیل کار در نماد گذاري داریم:

௬ݑ = 	
ݑ߲
ݕ߲
	 , ௫	ݑ = 	

ݑ߲
ݔ߲
௫௫ݑ					,	 = 	

ݑ٢߲
٢ݔ߲

	 , … 

به کار می رود، اکثر قوانین طبیعی فیزیک،  ݕبه جاي  ݐدرمعادله اي که یک پارامتر آن زمان باشد متغیر 
نظیر ماکسول، قانون نیوتن، معادله شرودینگر بر حسب معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی بیان شده اند، 

د سرعت، شتاب، نیرو نهاي طبیعی مانکمیت مشتقات در این معادلات بدان خاطر است که مشتق ها وجود 
 می دهند.  را نمایش
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نمایش  ردر حالت کلی به شکل زی ݕو   	ݔمعادله دیفرانسیل جزئی غیر خطی مرتبه اول با دو متغیر مستقل 
 داده می شود:

,ݔ൫ܨ ,ݕ ,ݑ ,௫ݑ ௬൯ݑ = ݂ 

 می باشد.  	ݕو   	ݔتابعی از یک یا دو متغیر مستقل  ݂که 

به شکل زیر نشان   	ݕو   	ݔبه طور مشابه معادله دیفرانسیل جزئی غیر خطی مرتبه دوم با دو متغیر مستقل  
 داده می شود:

,ݔ൫ܨ ,ݕ ,ݑ ,௫ݑ ,௬ݑ ,௫௫ݑ ௬௬൯ݑ,௫௬ݑ = ݂ 

݂معادله دیفرانسیل جزئی غیرخطی همگن نامیده می شود، اگر  = و ناهمگن نامیده می شود، اگر   ⃘		
݂ ≠  ]١٣[ باشد ⃘		

 : نمونه اي از معادله دیفرانسیل جزئی غیرخطی مرتبه اول و دوم به شکل زیر است: ٥.١مثال 

u୲ + ௫ݑݑ٢	 =                                                 مرتبه اول  ⃘		

u୲ + ௫ݑݑ	 ௫௫ݑ	− =  مرتبه دوم                                      ⃘		

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



١٠ 
 

 بندي معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئیدسته 

             يوذلولوي و بیض، هسه نوع از معادلات با مشتقات جزئی خطی مرتبه دوم، معادلات سهموي
 ]13 [می باشند.

 معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی مرتبه دوم به شکل زیر است:

	ܽ
ݖ٢߲
٢ݔ߲

+ 	ܾ
ݖ٢߲
ݕ߲ݔ߲

+ 	ܿ
ݖ٢߲
٢ݕ߲

= ݂	 ൬ݔ, ,ݕ ,ݖ
ݖ߲
ݔ߲
	 ,
ݖ߲
ݕ߲
	൰ 

متغیرهاي مفروض است سه  الجمله ازثیرتابعی ک  ݂باشند و  ݕو  	ݔمی توانند توابعی از  ܿو  ܾو  ܽ 
 ز داده می شود.حالت تمی

=	∆) ∆ =  ⃘  در معادله خطی مرتبه دوم اگر ܾ٢ − نه آنگاه معادله سهموي است که اینگو 	(٤ܽܿ	
 خش را توصیف می کنند.پمعادلات روندهاي شارش گرما و 

 معادله گرما به صورت زیر است : مثالی از معادله سهموي

௧ݑ =  ௫௫ݑߙ

 را موج حرکت و مرتعش هاي دستگاه معادلات این در و است هذلولوي معادلات آنگاه  ∆ <  ⃘  اگر  
 کنند. می توصیف

 موج به صورت زیر است :ي معادله مثالی از معادله هذلولو

௧௧ݑ =  ௫௫ݑ٢ܿ

 هاي پدیده بیضوي معادلات و است بیضوي معادله آنگاه باشد ∆ >    ⃘ اگر در معادله خطی مرتبه دوم 
 کنند. می بیان را پایدار

   : مثالی از معادله بیضوي معادله لاپلاس در فضاي دو بعدي به صورت زیر است

௫௫ݑ + ௬௬ݑ = 		⃘ 

  



١١ 
 

 ي همگنگرمامعادله 

مربوط  Lدر معادله گرما مسئله فیزیکی که بررسی می شود به جریان گرما در امتداد یک میله نازك به طول 
است که فرض می شود در هر مقطع عرض جسم داراي دماهاي یکنواخت است به شرطی که میله در 

 سطح کناري اش کاملا عایق دار باشد.

α	 డ
٢	୳
ப௫٢

= 	 డ	௨
డ௧
																																																																																											(١. ١)   

.ثابت و ضریب گرمایی ماده اي که توانایی میله در انتقال گرما را می سنجد   α	 

 .همچنین انتقال گرما در تمام نقاط میله یکسان می باشد

 جریان گرما توزیع اولیه گرما در میله را مشخص کرده :و در اینجا است که براي مسئله 

(	⃘			,	ݔ	)	ݑ =  (ݔ)݂

 میله چه رخ می دهد. ییانتهانقاط و بیان می کنیم که در 

 ]١٣[ :معادله گرما در حالت همگن به دو صورت زیر نوشته میشود 

௧ݑ = ⃘																										௫௫ݑߙ < ݔ < ,			ܮ ݐ > 		⃘	 

௧ݑ = ௫௫ݑߙ − ⃘																		ݑ < ݔ < ݐ											,		ܮ > 		 ⃘

 معادله گرماي ناهمگن

 این نوع از معادلات اغلب به شکل زیر داده می شوند:

௧ݑ 	= ௫௫ݑ	ߙ − ⃘											(ݔ)݃	 < ݔ < ݐ			و						ܮ > 		⃘ 

 ]١٣ [.منبع گرما نامیده می شود که مستقل از زمان می باشد (ݔ)݃که 

 

 

 


