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චاری... ণپاس໋�

آشͺار و ساطع زندگیام لحظه لحظه بر بیشمارش الطاف پرتو که را یͽانه معبود ستایش و سپاس
خوان از بهره�گیری و ساخت روان روحم بستر در را اندیشه و فͺرت که را او مͬ�گذارم ثنا و حمد است.

گردانید. روزی�ام و نصیب را دانش و علم گسترده
سال دو طول در کنیم. تدوین سال ͷی از بعد را پایان�نامه این توانستیم منان خداوند عنایت و لطف با
حیطه در تنها نه جانفدا، دکتر آقای جناب ارجمندم استاد تجربیات از ارومیه دانشͽاه در خودم تحصیل
از را وقدردانͬ تشͺر کمال دارد جا که کردم استفاده کسرت به زند�گیم، دیͽر امورات در بلͺه پایان�نامه

باشم. داشته ایشان محضر
این خواندن زحمت که رضایͬ بهمن دکتر و بهروش هوشن دکتر آقایان گرامͬ، اساتید محضر از

ممنونم. بسیار کشیدند را پایان�نامه

تدوین امر در که خسروی اکبر آقای و ولیزاده محمدباقر مهندس آقای گرامͬ دوستان از همچنین
دارم. را تشͺر و تقدیر نهایت نمودند یاری مرا پایان�نامه

دورانͬ رسول
١٣٩٢/١١/١٣

پ



چͺیده

رویه�های روی گویای نقاط مورد در لن حدسیه از خاصͬ نوع که داد خواهیم نشان پایان�نامه این در
تنها آنͽاه باشد، مشخص n ≥ ۸ با گویا نقطه�ی n برای xمختصات اگر که مͬ�کند ایجاب کلͬ نوع از

داشت. خواهد وجود مشخصاتͬ چنین با بیضوی خم متناهͬ تعداد

ت



مطالب فهرست

ث مطالب فهرست

١ پیشͽفتار

٣ مقدماتͬ مفاهیم ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبر از مباحثͬ ١.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اعداد جبری نظریه�ی از مباحثͬ ٢.١

١۶ بیضوی خم�های نظریه�ی از مفاهیمͬ ٢
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیضوی خم نرمال فرم�های ١.٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q روی بیضوی خم�های ٢.٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موردل-وِی˂ل قضیه ١.٢.٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . E(Q)tors زیرگروه محاسبه�ی ٢.٢.٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . E بیضوی خم رتبه�ی محاسبه ٣.٢.٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ارتفاع تابع ۴.٢.٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . خاص حالت در موردل-وِی˂ل قضیه اثبات ۵.٢.٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیضوی خم�های در ویژه گروه چند ٣.٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همͽونͬ ١.٣.٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت˼ی˂ت-شافارویچ و س˼لم˼ر گروه�های ٢.٣.٢

۴۶ بیضوی خم�های برخͬ رتبه با آن ارتباط و لن حدسیه ٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لن حدسیه ١.٣
۴٩ . . . . . . . . . . . . گویا نقاط بعضͬ با بیضوی های خم برای کلͬ خانواده ٢.٣
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وجتا گیری نتیجه با ارتباط ٣.٣
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ یا ۰ گونه Wnاز روی های خم ۴.٣
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیضوی های خم Wnو روی گویا نقاط ۵.٣

۶٨ مراجع

ث



پیشͽفتار

ریاضیدانͬ دیوفانتس، زمان به آن�ها مطالعه تاریخچه دارد. طولانͬ بسیار تاریخچه�ای بیضوی خم�های

جواب�های یافتن دنبال به دیوفانتس برمͬ�گردد. است، مͬ�زیسته مسیح میلاد از بعد ٢۵٠ سال در که

آن در مͬ�نامند. دیوفانتͬ معادلات را معادلات این بود. x۲ + y۲ = z۲ مثل ساده�ای معادلات گویای

بودند. مطرح اعداد نظریه از شاخه�ای عنوان به معادلات این زمان

بیضوی خم دارند، قرار K میدان ͷی در B و A آن در که را y۲ = x۳ +Ax+B فرم به معادله�ای

بیش مͬ�دهیم. نشان E|K به�صورت را آن و شده Kتعریف روی E خم گوییم این�صورت در مͬ�نامیم.

عنوان به مͬ�کنند. بازی رمزنͽاری و اعداد نظریه در مهمͬ نقش بیضوی خم�های که است دهه سه از

بیضوی خم�های همچنین گرفتند. قرار استفاده مورد رمزنͽاری در بیضوی خم�های ٨٠ دهه�ی در نمونه

دهه�های در دارند. بودن١ اول آزمون و اول عامل�های به بزرگ صحیح اعداد تجزیه در فراوانͬ کاربرد

داشتند. فرما آخر قضیه اثبات در اساسͬ نقش بیضوی خم�های ٩٠ و ٨٠

E نقاط با که کرد ثابت موردل-ویل باشد. گویا اعداد میدان روی بیضوی خم ͷی E کنیم فرض

و داده نشان E(Q) با را آن که مͬ�شود تعریف گروهͬ بینهایت، در نقطه نام به نقطه ͷی انضمام به

نتیجه ودر است متناهͬ تولید با آبلͬ گروه ͷی E(Q) مͬ�نامیم. بیضوی خم موردل-ویل گروه را آن

اخیر سالهای در مͬ�شود. نامیده خم رتبه r و بوده خم تاب گروه زیر T آن در که E(Q) ≃ T ⊕ Zr

است. شده انجام ٢-کاهش٢ͬ روش�های از استفاده با بیضوی خم رتبه محاسبه

برای سرف۴ توسط بود شده مطرح Q روی خم�های برای سوینرتون٣ و بیرچ توسط که روش٢-کاهشͬ

توصیف از سیمون۵ شد. داده توسعه ͷی رده�ای عدد با حقیقͬ مربعͬ عددی میدان�های روی خم�های

دلخواه عددی میدان�های روی بیضوی خم�های برای را ٢-کاهشͬ روش و کرده استفاده کسلز۶ روش

است: زیر مراحل شامل روش٢-کاهشͬ داد. توسعه

پذیرند؛ حل موضعͬ طور به جا همه که E خم به مربوط چهارم درجه جمله�ای�های چند تعیین -
١primality test
٢2-descent
٣Birch and Swinnerton

۴Serf
۵D.Simon

۶Cassels

١



٢

چهارم درجه جمله�ای چند رده�های گروه تعیین یعنͬ، معادل؛ چهارم درجه جمله�ای�های چند حذف -

دارند؛ K شده�ی کامل روی نقطه�ای که E به مربوط

چهارم؛ درجه جمله�ای�های چند این عمومͬ جواب -یافتن

خم. رتبه -تعیین

طول در که اعداد جبری نظریه و جبر به مربوط تعاریف و مقدمات از برخͬ پایان�نامه اول فصل در

بیضوی، های خم به مربوط مفاهیم دوم فصل در است. شده آورده مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد پایان�نامه

فصل در داده�ایم. قرار بررسͬ مورد را موردل-ویل قضیه اثبات و تیت-شافارویچ و سلمر گروه معرفͬ

مورد بیضوی های خم روی گویای نقاط مورد در را لن حدسیه است پایان�نامه فصل مهمترین که سوم

خاص روشͬ به بالا موردل-ویل رتبه با بیضوی های خم فصل این در همچنین مͬ�دهیم. قرار بررسͬ

گویای نقاط و شده معرفͬ Vl عنوان تحت مشخصͬ واریته اساس این بر مͬ�شوند. ساخته مشخص و

مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد Vl روی

است: گردیده تدوین و تهیه زیر مقاله براساس پایان�نامه این

• Hizuru Y. Boundedness of Mordell-Weil ranks of certain elliptic curves and Lang’s
conjecture. Journal of Number Theory 100 (2003) 295-306.



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم

مͬ�گیرند قرار استفاده مورد پایان�نامه این بعدی فصل�های در که مقدماتͬ، نتایج و تعاریف فصل این در

شده�اند. آورده

جبر از مباحثͬ ١.١

.K ⊆ L هرگاه Kمͬ�گوییم میدان توسیع١ را L میدان باشد. میدان ͷیK فرضکنیم تعریف١.١.١.

و نامیده توسیع٢ درجه�ی را برداری فضای این بعد است. برداری K-فضای ͷی L صورت این در

هرگاه مͬ�گوییم K روی متناهͬ توسیع ͷی را L توسیع مͬ�دهیم. نمایش dimKL یا [L : K] نماد با

.[L : K] <∞

باضرایب جمله�ای�های چند K[X]حلقه�ی و Kبوده از توسیع میدان ͷی L فرضکنیم تعریف٢.١.١.

ناصفر یͷچندجمله�ای ریشه�ی هرگاه Kمͬ�گوییم روی جبری٣ یͷعنصر را α ∈ L عنصر Kباشد. در

باشد. K[X] در

K روی L عناصر تمامͬ هرگاه مͬ�گوییم ۴ جبری توسیع ͷی را K میدان از L توسیع .٣.١.١ تعریف

باشند. جبری

شرایط در اگر Kمͬ�نامیم جبری۵ بستار را L Kباشد. میدان توسیع ͷی L فرضکنیم تعریف١.١.۴.

کند: صدق زیر
١extention
٢degree of extention
٣algebraic element

۴algebraic extention
۵algebraic closure

٣



۴ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

باشد؛ جبری K روی L میدان (١)

تجزیه خطͬ عوامل به L روی f(X) ∈ L[X] چندجمله�ای هر یعنͬ، باشد؛ جبری١ بسته L میدان (٢)

شود.

شͺافته L روی g �گوییم .g(X) ∈ K[X] و باشد K میدان توسیع ͷی L کنیم فرض .۵.١.١ تعریف

بر علاوه .g(X) = a
∏n

i=۱(X − αi) ، a ∈ K و α۱, · · · , αn ∈ L برخͬ ازای به هرگاه مͬ�شود٢

نامیده K روی g ٣ شͺافنده�ی میدان Lصورت این در ، L = K(α۱, · · · , αn) باشیم داشته هرگاه این

مͬ�شود.

چندجمله�ای ازایهر به هرگاه مͬ�گوییم ۴ نرمال یͷتوسیع Kرا میدان Nاز جبری توسیع تعریف١.١.۶.

باشند. N در هم p(x) ریشه�های همه دارد، N در ریشه�ای که p(x) ∈ K[x]

K روی a ∈ L عنصر گوییم باشد. K میدان از جبری توسیع ͷی L کنیم فرض .٧.١.١ تعریف

توسیع ͷی را L توسیع باشد. خود مینیمال چندجمله�ای از ساده�ای ریشه هرگاه است، ۵ تفͺی�ͷپذیر

باشد. تفͺی�ͷپذیر آن عنصر هر هرگاه گوییم K تفͺی�ͷپذیر

�گوییم باشد. L از مجموعه�ای زیر S و K از توسیع ͷی L میدان، ͷی K کنیم فرض .٨.١.١ تعریف

f ∈ ناصفر چندجمله�ای ͷی ،n مثبت صحیح عدد ͷی ازای به اگر است جبری۶ وابسته�ی K روی S

f(s۱ · · · sn) = تساوی۰ S از sn · · · s۱ متمایز عناصر برخͬ برای که باشد داشته ,K[x۱وجود · · · , xn]

است. جبری٧ مستقل K روی S مͬ�گوییم نباشد، جبری وابسته K روی S هرگاه باشد. برقرار

باشد. تفͺی�ͷپذیر K روی ،K جبری توسیع هر هرگاه مͬ�گوییم کامل٨ را K میدان .٩.١.١ تعریف

ͷی δ : L → L خودریختͬ�های تمام از متشͺل Aut(L) مجموعه باشد. میدان ͷی L کنیم فرض

مͬ�دهند. تشͺیل توابع ترکیب عمل تحت گروه

همریختͬ که δ : E → F نͽاشت Kباشند. میدان از توسیع�هایͬ F و E فرضکنیم تعریف١٠.١.١.

مͬ�شود. نامیده K-همریختͬ ͷی باشد K-مدولͬ همریختͬ همچنین و میدانͬ

ͷی ����همچنین و� باشد L میدان خودریختͬ ͷی σ و K میدان توسیع L کنیم فرض .١١.١.١ تعریف

مجموعه صورت این در است. K-خودریختͬ ͷی σ گوییم صورت این در باشد، نیز K-همریختͬ

مͬ�دهیم. نمایش GL/K نماد با و نامیده K روی L گالوای٩ گروه را L K-خودریختͬ�های تمام
١algebraically closed
٢splits
٣spliting field
۴normal extention

۵separable
۶algebraically dependent
٧algebraically independent

٨prefect
٩galois group



۵ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

مͬ�دهیم: قرار GL/K از H زیرگروه هر ازای به .١٢.١.١ تبصره

Fix(H) = {x ∈ K|∀σ ∈ H : σ(x) = x}

L در Hثابت میدان را آن که است K میدان زیر ͷی Fix(H) مجموعه�ی که مͬ�شود ثابت راحتͬ به

است. همانͬ نͽاشت برابر K به σ ∈ GL/K نͽاشت هر تحدید مͬ�نامیم.

مͬ�گوییم گالوا١ توسیع ͷی را K میدان از L نامتناهͬ) یا و (متناهͬ جبری توسیع .١٣.١.١ تعریف

.K = Fix(GL/K) هرگاه

و بوده گالوا و جبری K روی L اگر مͬ�گوییم دوری را K میدان از L میدان توسیع .١۴.١.١ تعریف

آنͽاه باشد، n مرتبه از متناهͬ دوری گروه ͷی GL/K حالت این در هرگاه باشد. دوری گروه ͷی GL/K

.[L : K] = n داریم: گالوا اساسͬ قضیه طبق پس است. n درجه از دوری توسیع ͷی L مͬ�گوییم

است. دوری توسیع ͷی متناهͬ، میدان ͷی از متناهͬ بعد با توسیع هر .١۵.١.١ تبصره

ͷی را S ⊂ R زیرمجموعه�ی باشد. یͺدار و جابجایͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .١۶.١.١ تعریف

باشد. بسته ضرب عمل تحت S و ۱ ∈ S هرگاه مͬ�گوییم ٢ ضربͬ بسته زیرمجموعه

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به R× S مجموعه روی را ∼ رابطه

(a, s) ∼ (b, t) اگر تنها و اگر ∃u ∈ S : (at− bs)u = ۰

a

s
صورت به را (a, s) هم�ارزی کلاس است. هم�ارزی رابطه ͷی ∼ که داد نشان مͬ�توان راحتͬ به

صورت به ضرب و جمع عمل دو تعریف با مͬ�دهیم. نشان S−۱R با را کلاس�ها تمامͬ ومجموعه

مͬ�شود: تبدیل یͺدار و جابجایͬ حلقه ͷی به S−۱R زیر،مجموعه�ی

a

s
+
b

t
=
at− bs
st

,
a

s
.
b

t
=
ab

st
(a, b ∈ R, s, t ∈ S).

بسته مجموعه�ی ͷی S = R − p که دید توان مͬ راحتͬ به آنͽاه باشد R از اولͬ ایده�آل P هرگاه

نشان مͬ�توان همچنین مͬ�دهیم. نشان Rp صورت به را S−۱R مجموعه صورت این در که است ضربͬ

از رسیدن روند است. ٣ موضعͬ حلقه�ی ͷی Rp یعنͬ، دارد؛ بیشین ایده�آل ͷی تنها Rp حلقه�ی که داد

مͬ�گوییم. p در R ۴ موضعͬ�سازی را Rp به R
١galois extention
٢multiplication closed subset

٣local ring
۴localization



۶ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

صفر مقسوم�علیه هیچ شامل که باشد ویͺدار جابجایͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .١٧.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. R حلقه کسرهای میدان را S−۱R حلقه�ی ، S = R− فرض{۰} با صورت این در نیست.

اعداد جبری نظریه�ی از مباحثͬ ٢.١

متناهͬ [K : Q] که به�طوری C از K مثل زیرمیدانͬ از است عبارت عددی١ میدان .١.٢.١ تعریف

است.

αn ، ... ، α۱ آن در که ،K = Q(α۱, ..., αn) آنͽاه باشد، عددی میدان K اگر که است واضح

باشد. متناهͬ [Q(α) : Q] اگر تنها و اگر است جبری عدد α همچنین هستند. Q روی جبری اعداد

.K = Q(θ) طوری�که به است موجود θ جبری عدد آنͽاه باشد، عددی میدان K اگر .٢.٢.١ قضیه

شود. مراجعه
[
٢.٢ قضیه ، [٣]

]
به برهان.

n دقیقاً صورت این در باشد. n درجه از عددی میدان ͷی K = Q(θ) کنیم فرض .٣.٢.١ قضیه

متمایز ریشه�های δi(θ) = θi عناصر دارد. وجود σi : K → C(i = ۱, ..., n) متمایز تͺریختͬ

هستند. Q روی θ مینیمال چندجمله�ای

شود. مراجعه
[
٢.٢ قضیه ، [٣]

]
به برهان.

پایه�ای را {α۱, ..., αn} مجموعه باشد. n درجه از عددی Kمیدان = Q(θ) فرضکنیم تعریف٢.١.۴.

تعریفمͬ�شود: زیر صورت به پایه این ٢ مبیˁن مͬ�گیریم. نظر رویQدر برداری فضای عنوان Kبه برای

∆[α۱, ..., αn] = {det(σi(αj))}۲ (i, j = ۱, ..., n).

وجود f(t) ∈ Z[t] تͺین چندجمله�ای اگر مͬ�گوییم جبری صحیح را θ مختلط عدد .۵.٢.١ تعریف

.f(θ) = ۰ طوری�که به باشد داشته

مͬ�دهیم. نمایش B نماد با را جبری صحیح اعداد مجموعه .۶.٢.١ گذاری نماد

میدان از حلقه�ای زیر O = K ∩ B صورت این در باشد. عددی میدان K کنیم فرض .٧.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم. K صحیح اعداد حلقه�ی را آن و مͬ�باشد K
١number field
٢discriminant



٧ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

.Z ⊆ O بنابراین ، Z ⊆ B و Z ⊆ Q ⊆ K است واضح .٨.٢.١ تبصره

از مͬ�دهند. نمایش ZK نماد با را K صحیح اعداد حلقه�ی مقالات و کتاب�ها اکثر در .٩.٢.١ قرارداد

نمود. خواهیم Kاستفاده صحیح اعداد حلقه�ی نمایش برای ZK نماد از پایان�نامه، این سراسر در این�رو

.[K : Q] = ۲ اگر مͬ�نامیم ١ مربعͬ میدان را K عددی میدان .١٠.٢.١ تعریف

مͬ�باشد. مربع از آزاد d آن در که هستند Q(
√
d) فرم به مربعͬ میدان�های .١١.٢.١ گزاره

شود. مراجعه
[
٣.١ قضیه ، [٣]

]
به برهان.

به K = Q(θ) هرگاه مͬ�گوییم ٢ موهومͬ مربعͬ میدان ͷی را K مربعͬ میدان .١٢.٢.١ تعریف

باشد. محض مختلط عدد ͷی θ طوری�که

K → C تͺریختͬ�های σn ،... ، σ۱ و باشد n درجه از عددی میدان K کنیم فرض .١٣.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را α نرم٣ α ∈ K هر برای باشند.

NK(α) =
n∏
i=۱

σi(α).

پایه�ی مبیˁن۴ باشد. n درجه از p مینیمال چندجمله�ای θ و عددی میدان K کنیم فرض .١۴.٢.١ گزاره

است: زیر صورت به {۱, θ, ..., θn−۱}

∆[۱, θ, ..., θn−۱] = (−۱)n(n−۱)/۲N(Dp(θ)),

است. p صوری مشتق Dp آن در که

شود. مراجعه
[
٢.١٨ قضیه ، [٣]

]
به برهان.

زنجیر هر اگر است ۵ نوتری R گوییم باشد. صحیح دامنه�ی ͷی R کنیم فرض .١۵.٢.١ تعریف

باشد. متناهͬ تولید با R � ایده�آل هر اگر معادل به�طور یا باشد، متناهͬ R ایده�آل�های از صعودی

اگر مͬ�گوییم R روی ۶ صحیح را α ∈ L باشد. R حلقه شامل میدانͬ L فرضکنیم .١۶.٢.١ تعریف

.f(x) ∈ R[x] که به�طوری باشد f تͺین چندجمله�ای ریشه α
١quadratic field
٢imaginary quadretic field
٣norm

۴discriminant
۵noetherian

۶integral



٨ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

،R کسرهای حلقه�ی به متعلق عنصر هر اگر است ١ بسته صحیح به�طور R گوییم .١٧.٢.١ تعریف

باشد. R به متعلق

کند: صدق زیر شرایط در اگر گوییم ٢ ددکیند قلمرو را R صحیح حوزه .١٨.٢.١ تعریف

باشد؛ نوتری R (١)

باشد؛ بسته صحیح به�طور R (٢)

باشد. ماکسیمال ناصفرش، او̰ل ایده�آل هر (٣)

است. ددکیند دامنه�ی ͷی ،ZK ،K میدان کسرهای حلقه�ی باشد، عددی Kمیدان اگر .١٩.٢.١ گزاره

شود. مراجعه
[
۵.٣ قضیه ، [٣]

]
به برهان.

همریختͬ ͷی K روی ٣ گسسته ارزیابͬ تابع باشد. عددی میدان ͷی K فرضکنیم .٢٠.٢.١ تعریف

است: زیر خواص با v : K∗ = K − {۰} → Z مانند ناصفر

؛ v(xy) = v(x) + v(y) (١)

. v(x+ y) ≥ min{v(x), v(Y )} (٢)

به ،m ∈ Z هر ازای به و است Z از ناصفری زیرگروه v تصویر و نبوده صفر همریختͬ v همچنین

مͬ�باشد. mZ فرم

پوشاست؛ v : K∗ = K − {۰} → Z آنͽاه ،m = ۱ دهیم قرار فوق تعریف در اگر .٢١.٢.١ تعریف

x 7→ m−۱ · v(x) صورت این غیر در مͬ�گوییم. ۴ شده نرمال را v حالت این در .v(K∗) = Z یعنͬ،

بود. خواهد شده نرمال گسسته ارزیابͬ ͷی

داریم: همچنین کرد. تعریف نیز را v : K → Z مͬ�توان v(۰) = ∞ قرارداد با .٢٢.٢.١ تبصره

.v(۱) = ۰ نتیجه در ،v(۱) = v(۱× ۱) = v(۱) + v(۱)

مͬ�کنیم: تعریف ، K از v ارزیابͬ ͷی برای .٢٣.٢.١ تعریف

Ov = {x ∈ K|v(x) ≥ ۰}

داریم: تعریف طبق آنͽاه ،x, y ∈ Ov اگر . ۱ ∈ Ov پس ،v(۱) = ۰ چون

x+ y ∈ Ov, xy ∈ Ov
١integrally closed
٢dedekind

٣discrete valuation
۴normalized



٩ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

مͬ�گوییم. K در v ارزیاب١ͬ حلقه Ov به است. حلقه ͷی Ov رو این از

تابع ͷی هرگاه گوییم ،DVR ، گسسته٢ ارزیابͬ حلقه ͷی را R صحیح دامنه�ی .٢۴.٢.١ تعریف

که به�طوری باشد موجود R کسرهای میدان از v گسسته ارزیابͬ

R = {x ∈ K|v(x) ≥ ۰}

فرض حال است. موضعͬ حلقه ͷی پس است ارزیابͬ حلقه ͷی ،DVR ͷی چون .٢۵.٢.١ تبصره

x−۱ ∈ R بنابراین باشد. وارون�پذیر x ∈ R فرض�کنیم همچنین mباشد. Rبرابر ماکسیمال ایده�آل کنیم

داریم: و

۰ = v(۱) = v(xx−۱) = v(x) + v(x−۱)

است mبرابر رو این از مͬ�باشد. v(x) = ۰ با معادل فوق رابطه پس ،v(x) ≥ ۰ تعریف طبق چون حال

داریم و R ناپذیر وارون عناصر مجموعه با

m = {x ∈ K | v(x) ≥ ۰},

= {x ∈ R | v(x) ≥ ۰}.

ایده�آل به�علاوه است. Ov-ایده�آل ͷی مجموعه این . Pv = {x ∈ K|v(x) > ۰} مͬ�دهیم قرار حال

پس پوشاست V چون است. ناصفر Pv دیͽر، عبارت به .۱ /∈ Pv و ۱ ∈ OV چون مͬ�باشد. نیز سره

. v(x) = ۱ که کرد پیدا x ∈ K مͬ�توان

مͬ�نامیم. v ٣ ارزیابͬ ایده�آل را ٢۵.٢.١ در شده معرفͬ Pv .٢۶.٢.١ تعریف

،v(x) ≥ ۰ پس . v(xy) = v(x) + v(y) > ۰ آنͽاه ، xy ∈ Pv اگر . x, y ∈ Ov کنیم فرض حال

اول ایده�آل ͷی Pv نتیجه در .y ∈ Pv یا x ∈ Pv پس .v(y) > ۰ یا v(x) > ۰ بنابراین .v(y) ≥ ۰

است.

A هرگاه باشد. همͽرا A در کوشͬ دنباله�ی هر هرگاه مͬ�گوییم تام۴ را A متری فضای تعریف٢٧.٢.١.
شده�ی۵ کامل که مͬ�آید دست به تام فضای ͷی آن به کوشͬ دنباله�ها�ی همه�ی حد افزودن با نباشد تام

١valuation ring
٢discrete valuation ring
٣valuation ideal

۴complete
۵completion



١٠ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

دارد. نام A سازی متمم یا A

مͬ�گیریم. نظر در که دارد متری به ͬͽبست متری فضای ͷی شده�ی کامل تعریف، به توجه با

در با که حالͬ در است. R برابر آن شده�ی کامل بͽیریم، نظر در متعارف متر با را Q اگر مثال، عنوان به

است. Qp میدان برابر آن شده�ی کامل مͬ�شود، معرفͬ ادامه در که p-ای، متر گرفتن نظر

طور به صورت این در باشد. دلخواه α ∈ Q∗ و بوده ثابتͬ اول عدد ͷی p فرضکنیم تعریف٢٨.٢.١.

نوشت: مͬ�توان فردی به منحصر

a = pr
m

n
, r ∈ Z, m, n ∈ Z, p ∤ m, p ∤ n.

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را ||.||p : Q→ R+, vp : Q→ Z نͽاشت�های

vp(a) = r, vp(۰) =∞, vp(∞) = ۰,

||a||p = p−vp(a), ||۰||p = ۰, ||∞||p =∞.

نوشت: مͬ�توان مثال عنوان به

v۷(
۶۸۶

۱۵
) = ۳ , v۵(

۲۱

۱۴۰
) = −۱,

||۶۸۶

۱۵
||۷ =

۱

۳۴۳
, || ۲۱

۱۴۰
||۵ = ۵.

مͬ�کند: صدق زیر خواص در ||.||p نͽاشت ،pثابت عدد هر ازای به .٢٩.٢.١ لم

a؛ = ۰ اگر تنها و اگر ||a||p = ۰, || − a||p = ||a||p (١)

ab||p||؛ = ||a||p||b||p ،a, b ∈ Q هر ازای به (٢)

+a||؛ b||p ≤ max{||a||p, ||b||p} ،a, b ∈ Q هر ازای به (٣)

مͬ�باشد. Q روی متر ͷی dp(a, b) = ||a− b||p نͽاشت (۴)

بنابراین مͬ�شود. نتیجه معمولͬ مطلق قدر خواص از عبارات تمامͬ ،p = ∞ که حالتͬ در برهان.

نتیجه ||.||p نͽاشت تعریف از (١) قسمت صورت این در باشد. او̰ل عدد ͷی p < ∞ کنیم فرض



١١ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

باشند: زیر نمایش�های دارای a, b ∈ Q کنیم فرض مͬ�شود.

a = pr m
n
, r ∈ Z, m, n ∈ Z, p ∤ m, p ∤ n,

b = ps u
w
, s ∈ Z, u, w ∈ Z, p ∤ u, p ∤ w.

مͬ�شود: نتیجه صورت این در

ab = pr+smu
nw
, vp(ab) = r + s = vp(a) + vp(b),

||ab||p = P−vp(ab) = p−[vp(a)+vp(b)] = p−vp(a)p−vp(b) = ||a||p||b||p.

مͬ�شود. اثبات (٢) قسمت بنابراین

دید: مͬ�توان راحتͬ به .||a||p ≤ ||b||p یعنͬ، s؛ ≥ r کنیم فرض حال

a+ b = pr
mw + ps−rnu

bnw
,

متناقض ترتیب، به ،ͷهری که p ∤ w یا p ∤ n صورت این غیر در چون .p ∤ nw صورت این در

برای احتمالا˟ اما است صحیح عدد ͷی mw+ps−rnu
bnw

کسر صورت مͬ�باشند. ||b||p و ||a||p تعریف با

مشابه طور به .||a + b||p ≤ p−r = ||a||p مͬ�شود نتیجه پس باشد. بخش�پذیر p بر s = r حالت

نͽاشت بودن متر مͬ�شود. نتیجه (٣) قسمت نامساوی بنابراین .||a+ b||p ≤ p−s = ||b||p دید مͬ�توان

گرفت. نتیجه قبل قسمت�های از مͬ�توان را dp

مͬ�نامیم. Q روی p-ای١ ارزیابͬ را ||.||p نͽاشت .٣٠.٢.١ تعریف

Qp صورت به و گفته p-ای٢ اعداد میدان را dp متر توسط Q میدان شده�ی کامل .٣١.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان

بنابراین مͬ�باشد. R حقیقͬ اعداد میدان Q شده�ی کامل ،p = ∞ که حالتͬ در .٣٢.٢.١ قرارداد

.Q∞ = R که مͬ�کنیم قرارداد

گروه را Z∗
p ضربͬ گروه و p-ای٣ صحیح اعداد راحلقه�ی Zp ،p او̰ل عدد هر ازای به .٣٣.٢.١ تعریف

مͬ�گوییم. Zp حلقه�ی p-ای۴ یͺه�های
١p-adic valution
٢p-adic numbers field

٣p-adic integers
۴p-adic units



١٢ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

از او̰ل ایده�آل�های حاصل�ضرب به مͬ�توان یͺتا صورت به را Zp حلقه از I ایده�آل هر .٣۴.٢.١ تعریف

دیͽر، عبارت به نمود. تجزیه حلقه آن

I =
∏
p

p−vp(I)

متعلق vp(I) توان�های و است شده تعریف او̰ل ایده�آل�های از متناهͬ مجموعه�ی روی حاصل�ضرب که

کند: صدق زیر شرایط در هرگاه مͬ�گوییم p-ای١ ارزیابͬ را vp(I) مقدار هستند. Z به

vp(IJ؛ ) = vp(I) + vp(J ) ،I,J ایده�آل هر ازای (١)به

.vp(I + J ) = min(vp(I), vp(J )) (٢)

از a مدول زیر یRͷـ باشد. آن کسرهای میدان K و صحیح دامنه�ی R کنیم فرض .٣۵.٢.١ تعریف

.ca ⊂ R به�طوری�که باشد داشته وجود c ∈ R ناصفر عنصر اگر مͬ�نامیم R کسری٢ ایده�آل Kرا میدان

.a = c−۱b و است R از ایده�آل ͷی b = ca دیͽر، عبارت به

آن و است معمولͬ ایده�آل ͷی کسری، ایده�آل ،c = ۱ دهیم قرار فوق تعریف در اگر .٣۶.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم. صحیح٣ ایده�ال را

a کسری ایده�آل ͷی برعͺس، و است کسری ایده�آل ͷی وضوح به ایده�آل ͷی کلّͬ حالت در

ضرب است. کسری ایده�آل ͷی کسری، ایده�آل�های حاصل�ضرب .a ⊂ R اگر تنها و اگر است ایده�آل

را زیر قضیه نتیجه در مͬ�باشد. R آن همانͬ عنصر و است شرکت�پذیر و جابه�جایͬ کسری ایده�آل�های

داریم:

مͬ�دهند. ایده�آل�ها ضرب عمل تحت آبلͬ گروه تشͺیل R کسری ایده�آل�های .٣٧.٢.١ قضیه

شود. مراجعه
[
۵.۵ قضیه ،[٣]

]
به برهان.

کسری ایده�آل ͷی Kباشد. صحیح اعداد حلقه�ی ZK و عددی Kمیدان فرضکنیم تعریف٣٨.٢.١.

است. ZK اصلͬ ایده�آل ͷی a و ۰ ̸= c ∈ ZK آن در که باشد c−۱a فرم به هرگاه مͬ�گوییم اصل۴ͬ را ZK

ایده�آل هر برای باشد. آن صحیح اعداد حلقه�ی ZK و عددی میدان ͷیK فرضکنیم تعریف٣٩.٢.١.

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را ایده�آل۵ ͷی وارون ،ZK از a

a−۱ = {x ∈ K|xa ⊆ Zk}
١p-adic valuation
٢fractional ideal
٣integral ideal

۴principal
۵inverse of ideal



١٣ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

است. مدول زیر ـ ZK ͷی a−۱ که است واضح .

وارون�پذیر١ ایده�آل a گوییم باشد. R صحیح دامنه�ی کسری ایده�آل a کنیم فرض .۴٠.٢.١ تعریف

وارون را b کسری ایده�آل .R = ab طوری�که به باشد داشته وجود R از b کسری ایده�آل ͷی اگر است

مͬ�نامیم. a ایده�آل

ایده�آل a فرضکنیم باشد. آن صحیح اعداد حلقه ZK و عددی میدان K فرضکنیم .۴١.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را a ایده�آل٢ نرم باشد. ZK کسری

N(a) =
∣∣∣ZK
a

∣∣∣
است. مثبت صحیح عدد ͷی N(a)

میدان درجه n آن در که دارد {α۱, ..., αn} پایه Zـ ،a ̸= ۰ با ZK از a ایده�آل هر (١) .۴٢.٢.١ قضیه

مͬ�باشد. K

داریم: (٢)

N(a) =
∣∣∣∆[α۱, ..., αn]

∆

∣∣∣۱/۲
است. K میدان مبیˁن ∆ که

کند. مͬ بیان را حلقه عضو نرم و حلقه ایده�آل نرم بین ارتباط زیر نتیجه

.N(a) = |N(a)| آن�گاه باشد، اصلͬ آل ایده ͷی a =< a > اگر .۴٣.٢.١ نتیجه

Kمͬ�باشد از حلقه�ای زیر ،K Rدر یͷمرتبه٣ باشد. عددی Kیͷمیدان فرضکنیم تعریف٢.١.۴۴.

مͬ�باشد. n = deg(K) بیشین رتبه�ی از و بوده متناهͬ تولید با مدول، ـ Zͷی به�عنوان که

کسری ایده�آل�های مجموعه�ی PK Kو کسری ایده�آل�های مجموعه�ی IK فرضکنیم تعریف٢.١.۴۵.

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را K رده�ای۴ گروه باشد. K اصلͬ

cl(K) =
IK
PK

١invertible ideal
٢ideal norm

٣order
۴class group



١۴ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

روشͬ به مͬ�توان را رده�ای گروه نمایشمͬ�دهیم. h(K) نماد با و نامیده رده�ای١ عدد را گروه این مرتبه�ی

مͬ�کنیم. بیان را روش این ادامه در نمود. تعریف هم دیͽر

صورت به هم�ارزی∽را رابطه Kباشد. کسری ایده�آل�های مجموعه�ی IK فرضکنیم تعریف٢.١.۴۶.

مͬ�کنیم: تعریف زیر

ξb = ηc به�طوری�که باشند داشته وجود c و b اصلͬ ایده�آل�های اگر تنها و اگر ξ ∼ η

گروه را گروه این مͬ�دهند. گروه ͷی تشͺیل [ξ][η] = [ξη] عمل با [ξ] هم�ارزی رده�های مجموعه�ی

مͬ�دهیم. نمایش cl(K) نماد با و نامیده رده�ای

است. متناهͬ آبلͬ گروه ͷی cl(K) رده�ای گروه ،K عددی میدان برای .۴٧.٢.١ قضیه

شود. مراجعه
[
٩.٧ قضیه ،[٣]

]
به برهان.

.h(K) = ۱ اگر تنها و اگر است یͺتا تجزیه�ي دامنه�ی ͷی ZK .۴٨.٢.١ قضیه

شود. مراجعه
[
٩.٧ قضیه ،[٣]

]
به برهان.

اصلͬ کسری ایده�آل�های مجموعه�ی PK و K کسری آل�های ایده مجموعه�ی IK اگر .۴٩.٢.١ تبصره

داریم: را زیر دقیق دنباله�ی وضوح به باشد، K

۱→ PK → IK → cl(K)→ ۱

نمود. تعریف هم نیست، بیشین مرتبه که K در R مرتبه ͷی برای را رده�ای گروه مͬ�توان همچنین

�رده�های همه مجموعه�ی نیست. بیشین لزوماً که باشد K در مرتبه ͷی R فرضکنیم .۵٠.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش cl(R) نماد با و نامیده R رده�ای گروه را R وارون�پذیر ایده�آل�های از هم�ارزی

چندجمله�ای هر برای باشد. F [x] به متعلق چندجمله�ای f(x) = a۰+a۱x+ ...+anx
n فرضکنیم

L[x] در بنابراین است. F روی f شͺافنده میدان یا F جبری بستار که دارد وجود Lی میدان ناصفر،

داریم:

f(x) = c
n∏
j=۱

(x− αj) (c ̸= ۰).

١class number


