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  تشكر و قدرداني

مود و فرنامه را عطا  گويم خداوند را كه به اينجانب توفيق به اتمام رساندن اين پايان سپاس مي
به عهدي كه و ها را چراغ راه خويش قرار دهم  هاي بسياري به من آموخت؛ باشد كه آن در اين راه درس

 .با او دارم پايبند بمانم

ها را مديون  هاي بسياري آموختم كه بخش عظيمي از آن نامه تجربه در طول انجام اين پايان
هاي  ها و راهنمايي حمايت. ن نخواهد بودها بدون ترديد ممك عزيزاني هستم كه شمردن نام همة آن

ايشان با دقت نظر و نگاه . جناب آقاي دكتر مشايخي همواره پشتيبانم بودگرانقدرم دريغ استاد  بي
سركار خانم دكتر قانع ارجمندم استاد هاي  در اين راه از راهنمايي و موشكافانه همواره مرا ياري نمودند

  .بهره نبودم بي

ام را حفظ  علم و عمل از اساتيد ارجمندم دريافت كرده ةهايي كه در عرص آموزهاميدوارم بتوانم 
  .ها را داشته باشم كنم و لياقت پاسداشت آن

، او كه با دلي آكنده از محبت و راستي همواره در كنم به همسر عزيزم نامه را تقديم مي اين پايان
   .اين راه همراه و همدلم بود

  

  زهره وثاق
  1387 رويرهش
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  به نام يگانه هستي بخش

  پيشگفتار
. باشد هدف اصلي توپولوژي جبري، برقراري ارتباط بين دو مبحث جبر وتوپولوژي مي

شده است، از هاي بسياري  ري مناسب براي مفاهيم توپولوژيكي تلاشتاكنون براي يافتن تعابير جب
باشد، كه به نوعي  ها مي௡ܪها و ௡ߨهاي معروفي همچون  ها، پيدايش تابعگون جمله نتايج اين تلاش

  . كنند نقش پل ارتباطي بين دنياي توپولوژي و دنياي جبري را بازي مي

و فضاي گوشواره  باشد ها مي دترين اين تابعگوندر اين ميان گروه بنيادين يكي از پركاربر
ها گروه بنيادين آن ناشناخته بوده  كه مدت هاوايي از جمله فضاهاي مطرح در توپولوژي جبري است

  .اند دانشمندان بسياري در خصوص گروه بنيادين اين فضا و خواص آن مطالعه و تحقيق نموده .است

فضاي گوشواره هاوايي است، وي در سلسله مقالاتي به ا از جمله علاقمندان به كاتسويا اد
  .بين گروه بنيادين گوشواره هاوايي و گروه بنيادين فضاهاي مختلف پرداخته است ةبررسي رابط

ها را  حاصل ضرب آزاد گروه -σ، حاصل ضرب جديدي به نام ]4[ در 1992ادا در سال 

ها Ժحاصل ضرب آزاد  -σ در اين مقاله نشان داد كه گروه بنيادين گوشواره هاوايي  او معرفي نمود،
  .است

 به اثبات اين موضوع پرداخت كه از گروه بنيادين فضاهايي معين] 5[اي ديگر  وي در مقاله
داراي خواص زير  ܺفضاي  .به گروه بنيادين گوشواره هاوايي تكريختي وجود دارد، ܺچون 

   :باشد مي

;௜ܣሼمسيرهاي ݅ א ሶ௜ܣبا نقاط انتهايي   ሽܫ ൌ ሼݑ௜, وجود دارند به  ܦبسته  ةمجموع و ௜ሽݒ
  طوري كه

)i( ܺ ൌ ܦ ׫ ڂ ݅و براي هر  ூא௜௜ܣ א ܦ،  ܫ ת ௜ܣ ൌ  . ሶ௜ܣ
)ii(  ݅براي هر א ௜ܣ،  ܫ ך ௜ݑو  استباز  ሶ௜ܣ ്  . ௜ݒ
)iii( نيستشامل هيچ مسيري  ܦ.  
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اي  فرش سرپينسكي و اسفنج منجر، اشكال خود متشابه ،سكيفضاهايي همچون واشر سرپين
  .هستند كه شباهت ظاهري بسياري به فضاهاي معين فوق دارند

  :شود اكنون اين سئوال مطرح مي

تكريختي از گروه بنيادين فضاهاي يك بعدي وحشي همچون واشر سرپينسكي، يك آيا 

  فرش سرپينسكي و اسفنج منجر به گروه بنيادين گوشواره هاوايي وجود دارد؟  

  .به پرسش مطرح شده، پاسخ منفي خواهيم داد] 6[ادا ة در اين پايان نامه با توجه به مقال

  .گردآوري شده است فصلمطالب اين پايان نامه در پنج 

طور كه از نامش پيداست اين فصل به يادآوري و  فصل اول، فصل پيشنيازها است، همان 
اين فصل از چهار بخش تشكيل گرديده . بعد خواهد پرداخت هاي مرور مطالب مورد نياز در فصل

در اين  .ايم است كه در بخش اول به طور مفصل به گروه بنيادين و قضاياي پيرامون آن پرداخته
كلمات را داشته باشد، بنابراين در بخش دوم حاصل  تركيب در مهارت كافيپايان نامه خواننده بايد 

در بخش سوم اين فصل به مرور مفاهيمي همچون حد . ايم ها را يادآوري كرده ضرب آزاد گروه
كوس را فضاهاي توپولوژيك حد مستقيم و حد مع ةايم و براي رست مستقيم و حد معكوس پرداخته

عدي سرو كار داريم بنابراين در بخش چهارم، بخش دراين پايان نامه با فضاهاي يك ب .ايم معين كرده
به ايم و عد توپولوژيك پرداختهپاياني اين فصل به ب مورد نياز در فصول آينده را عد برخي از فضاها ب

  .ايم نيز پرداخته

 اين فصل مشتمل بر سه بخش .شود بيان مي] 3[و ] 4[ادا ة از دو مقال مطالبي فصل دومدر 

 اي تركه - ݊هاي  ه گرو، بخش دوم ها حاصل ضرب آزاد گروه - σكلمات نامتناهي و  است، بخش اول 

ها و  حاصل ضرب آزاد گروه - σدر واقع اين فصل به تفصيل به . و بخش سوم همريختي استاندارد
اين فصل كمك شاياني به فصل چهارم، فصل . پردازد ميها و قضاياي آن  هاي بين اين گروه همريختي

  .اصلي اين پايان نامه خواهد داشت
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، به بررسي برخي از فضاهاي توپولوژيكي خاص فصل سوم با عنوان فضاهاي توپولوژيك
در بخش اول الحاق فضاهاي توپولوژيك و گروه بنيادين الحاق فضاهاي توپولوژيكي را . دپرداز مي

و در بخش دوم همانند بخش اول الحاق ضعيف فضاهاي توپولوژيك و گروه بنيادين كنيم  مطالعه مي
گوشواره هاوايي و گروه ة در بخش سوم با توجه به دو بخش قبل به مطالع. كنيم آن را بررسي مي

در بخش  .باشد ها مي دهيم كه گوشواره هاوايي الحاق ضعيف دايره نشان مي پردازيم و بنيادين آن مي
، ديگر فضاهاي مورد نياز در فصل چهارم يعني فضاهاي وحشي را مورد بررسي اين فصلانتهايي 
هاي معروفي همچون واشر سرپينسكي، فرش سرپينسكي و اسفنج  فركتالدر اين بخش  .دهيم قرار مي

  . كنيم منجر را به تفصيل معرفي مي

اي  بخش اول آن قضيهدر . رود فصل چهارم در واقع فصل اصلي اين پايان نامه به شمار مي
مطرح شده در بخش اول به پرسش  ةكنيم و در بخش دوم با توجه به قضي كلي را بيان و اثبات مي

  .دهيم مطرح شده در ابتداي مقدمه پاسخ منفي مي



  

  :فصل اول

  پيشنيازها
  مقدمه

) پيشنيازها(دي مورد نياز است هاي بع كه در فصل را مطالبي كنيم تا ميدر اين فصل تلاش 
به يادآوري   1- 1است، بخش  چهار بخشاين فصل مشتمل بر . تا حد امكان مورد بررسي قرار دهيم

و خواص آن  آزادمروري  بر حاصل ضرب   2-1پردازد و بخش  هاي بنيادين و قضاياي آن مي گروه
بعد   4-1در بخش  ،ايم و در آخر به حد مستقيم و حد معكوس پرداخته 3- 1در بخش . دارد

  .ايم هاي آينده را مورد بررسي قرار داده فضاهاي مورد نياز در فصل توپولوژيك

هاي آينده را  اميدواريم كه اين فصل تا حد امكان، آمادگي لازم براي ورود به مباحث فصل
    .فراهم نمايد
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  هاي بنيادين گروه 1-1
 را مخلوطي از جبر و پلي ارتباطي بين توپولوژي و جبر است و آن در واقع توپولوژي جبري

و توابع پيوسته  توپولوژيكخلق آن، تبديل مسائل فضاهاي اصلي براي ة ايد. توپولوژي بايد دانست
و  )ها و فضاهاي برداري ها و حلقه مانند گروه(با ابزارهاي جبري  آسان به مسائل جبري

هايي براي تبديل  به عبارت ديگر ترفند اصلي توپولوژي جبري يافتن روش .هاي آنان است همريختي
هنگامي موفق  اين تبديل. ي آنان در دنياي جبر استبه مسائل جبري و بررس توپولوژيمعماهاي 

اصلي توپولوژي ة هرچند اين ارتباط وظيف آسانتر باشد، توپولوژيكية جبري از مسئلة است كه مسئل
هاي  هاي همولوژي ، گروه از جمله گروه، جبري است و ابزارهاي زيادي در اين رابطه وجود دارند

را به  اولين وپركاربردترين آنهاست كه نتايج جالبي بنيادين هاي گروهاما  . ... هموتوپي مراتب بالاتر و
  .سطوح فشرده اشاره كرد ةبندي كلي توان به رده ها مي آنة از جمل كه داشته است ههمرا

مفهوم . دهند وسيعي از توپولوژي جبري را تشكيل مية هاي بنيادين به تنهايي شاخ گروه
مطرح شد،  1895در سال  1هانري پوانكارهگروه بنيادين اولين بار توسط رياضيدان بزرگ فرانسوي 

به ديدگاه ما بستگي دارد، اما آنچه مهم است ظهور  ،هاي بنيادين را كشف يا ابداع كرد اين كه او گروه
  .باشد شروع در توپولوژي جبري مية اين پديده به عنوان يك نقط

پوانكاره با طرح اين مفهوم، . تعريف پوانكاره از گروه بنيادين، دقيق اما مبتني بر شهود بود
ي اين نظريه با نام بعدهاي  ريزي كرد و پيشرفت عظيم توپولوژي هموتوپيك را پايهة شالود

  .و فهرست طويلي از رياضيدانان ديگر همراه است 4هرويچ،  3فپهاو سپس  2براوردانشمنداني چون 

هايي كه مفهوم گروه بنيادين را به ابعاد  هاي هموتوپي، گروه كنيم كه گروه خاطر نشان مي 
ارائه  5)چك.اي(خچ.ايتوسط توپولوژيدان معروف،  1932دهند، نخست در سال  دلخواه تعميم مي

  .ر قرار نداد و اين افتخار به هرويچ تعلق گرفتگرديد، هرچند او اين موضوع را مورد بررسي بيشت

                                                            
     H.Poincare ١ 

٢ Brouwer  
٣ Hopf  

Hurewicz  ٤     
٥ E. Céch 
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هاي هموتوپي  ها، گروه تر آن هاي بنيادين و نيز شكل كلي هرويچ بسياري از كاربردهاي گروه
مطالعات با ارزش هرويچ باعث تثبيت و . به دقت مورد مطالعه قرار داد 1935را در سال   ݊مرتبه

  .گسترش اين شاخه شد

مفهومي به نام هموتوپي پرداخته و سپس گروه بنيادين را با روشي در اين بخش ابتدا به 
هاي بنيادين  خواهيم ديد كه ساختار گروه. كنيم ساده و شهودي با استفاده از اين مفهوم معرفي مي

 ،6همسان ريختيك خاصيت توپولوژيكي آن فضا است، يعني دو فضاي  توپولوژيكيك فضاي 
  .يكريخت هستند هاي بنيادين داراي گروه

 ةدار به رست نقطه توپولوژيكفضاهاي  8ةرستاز  7تابعگونيبه طور خلاصه گروه بنيادين 
گروهي به نام گروه بنيادين آن فضا نسبت  ،دار ژيكي نقطهلوكه به هر فضاي توپو ،ها است گروه
اهاي توانيم بجاي بررسي خصوصيات فض ما مي ،بنابراين با توجه به خواص تابعگون .دهد مي

  .طالعه قرار دهيمم ها را مورد هاي القايي آن و توابع پيوسته، خواص جبري و همريختي توپولوژيك

در اين بخش سعي داريم تا حد امكان درك خوبي از مفهوم گروه بنيادين و كاربردهاي  ما 
 .را به خواننده القا كنيم آن

، علاقمندان براي مشاهده اثبات كنيم ميبيان  ]18[را از  مفاهيم و قضاياي مرتبط با هموتوپي
  .مراجعه نمايند ،قضايا به فصل اول مرجع ذكر شده

  ܻبه  ܺدو نگاشت پيوسته از  ଵ݂و  ଴݂و توپولوژيكدو فضاي   ܻو  ܺاگر 1-1-1تعريف 

   گوييم آنگاه باشند، ଴݂ باଵ݂  است و آن را با نماد 9هموتوپيك଴݂ ؄ ଵ݂  نگاشت هرگاه، دهيم نشان مي 
:ܨة پيوست ܺ ൈ ܫ ՜  وجود داشته باشد به طوري كه  ܻ

  

                                                            
٦ Homeomorphism  
٧ Functor  
٨ Category  
٩ Homotopic 

,ݔሺܨ 0ሻ ൌ ଴݂ሺݔሻ       , ,ݔሺܨ 1ሻ ൌ ଵ݂ሺݔሻ ݔ׊ א ܺ 
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 براي تاكيد بيشتر بر نگاشت هموتوپي .ناميم مي )11آزادهموتوپي (10هموتوپيرا ܨ نگاشت 
:ܨبه صورت  مفهوم فوق را ଴݂ ؄ ଵ݂ دهيم نمايش مي نيز.  

  ܺ هاي پيوسته از تمام نگاشت ةهم ارزي بر روي مجموع ةهموتوپي يك رابط 2-1-1قضيه  

 .است  ܻ به

 .را به صورت زير تعريف كرد 12هاي هموتوپي ردهتوان  فوق، مية اكنون با توجه به قضي

 

,ሾܺهاي هموتوپي به شكل فوق را با نماد خانواده تمام رده ܻሿ  دهيم نمايش مي.  

,଴݂ فرض كنيم 3-1-1قضيه  ଵ݂: ܺ ՜ ,଴݃و ܻ ݃ଵ: ܻ ՜ . هاي پيوسته باشند نگاشت ܼ

଴݂اگر ؄ ଵ݂  ݃و଴ ؄ ݃ଵ  ݃آنگاه଴ ל ଴݂ ؄ ݃ଵ ל ଵ݂   .به عبارت ديگر. ሾ݃଴ ל ଴݂ሿ ൌ ሾ݃ଵ ל ଵ݂ሿ    

ة رستآن را  كه تعريف كرد 13خارج قسمتي ةرست يك توان فوق مي ةبا توجه به قضي
فضاهاي توپولوژيك و  ،اشياء اين رستهدر واقع  .دهيم نشان مي  ݌݋݄ܶناميم و با نماد مي 14هموتوپي
ܺهاي مورفيسم ՜ باشد و تركيب  مي  ܻبه  ܺاز  ݂باشند، كه در آن مي  ሾ݂ሿهاي هموتوپي ، رده  ܻ

ሾ݃ሿሾ݂ሿنيز به صورت ൌ ሾ݃ ל ݂ሿ  باشد مي.  

:݂نگاشت پيوسته 4-1-1تعريف  ܺ ՜ نگاشت  هرگاه ،گوييم 15هموتوپي هم ارزرا   ܻ

:݃پيوسته ܻ ՜ ݃وجود داشته باشد به طوري كه  ܺ ל ݂ ؄ 1௑  ݂و ל ݃ ؄ 1௒ .  

:݂گوييم هرگاه هم ارزي هموتوپي مي 16يك نوع هموتوپيرا از   ܻو  ܺدو فضاي ܺ ՜ ܻ  
 .وجود داشته باشد

                                                            
١٠ Homotopy 
١١ Free homotopy  
١٢ Homotopy classes 
١٣ Quotient category 
١٤ Homotopy category 
١٥ Homotopy equivalence  
١٦ Same homotpy type 

ሾ݂ሿ ൌ ቄ݃: ܺ ՜ ܻ; است پيوسته ݃ & ݃ ؄ ݂ቅ  
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:݂نگاشت پيوسته 5-1- 1تعريف  ܺ ՜  هرگاه نگاشت ،ناميم مي 17پوچ هموتوپيكرا   ܻ

:ܿ ثابت ܺ ՜ .وجود داشته باشد به طوري كه  ܻ ݂ ؄ ܿ   

  .پردازيم اكنون به يادآوري تعاريف زير مي
)i(  مسيري  ܺ از  ܾو  ܽناميم، هرگاه براي هر دو نقطه مي 18همبند مسيريرا  ܺفضاي ،

  .وجود داشته باشد ܺدر   ܾبه  ܽاز
)ii( ܺفضاي  بيشين، زير فضاهاي همبند مسيري ܺ فضاي 19هاي مسيري  مولفه 

  .باشند مي
)iii(  ݔ ة ناميم، هرگاه براي هر نقط مي 20همبند مسيري موضعيرا  ܺفضاي א و هر ܺ

ݔوجود داشته باشد، به طوري كه ܸباز عة، مجمو ݔاز  ܷهمسايگي باز א ܸ ؿ ܷ  
 .به يكديگر متصل شوندܷ توسط مسيري در ܸ از و هر دو نقطه

پوچ )   ܺنگاشت هماني بر(1௑ گاه هر ،گوييم 21پذير انقباضرا   ܺفضاي 6-1-1تعريف 

  .هموتوپيك باشد

  .كنيم اكنون احكام زير را بيان مي

)i( پذير است محدب، انقباض عةهر مجمو . 

)ii( اي از يك نوع  پذير است اگر و فقط اگر با فضاي تك نقطه انقباض  ܺفضاي
 .هموتوپي باشد

)iii( پذير، همبند است هر فضاي انقباض. 

)iv( دو   ܻو  ܺربه عبارت ديگر اگ. پذيري فضا يك خاصيت توپولوژيكي است انقباض
پذير خواهد  پذير باشد، ديگري نيز انقباض باشند و يكي از اين دو فضا انقباض 22ريخت همسانفضاي 

 .بود

                                                            
١٧ nullhomotopic 
١٨ Path connected  
١٩ Path component  
٢٠ Locally path connected   
٢١ Contractible  
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)v( هموتوپيك هستند  ܻبه   ܺاز پذير باشد، آنگاه هر دو نگاشت  انقباض ܺفضاي اگر.  
)vi( پذير، همبند مسيري است هر فضاي انقباض. 

هاي مسيري زير  همبند مسيري موضعي است اگر و فقط اگر مولفه ܺفضاي  7-1-1قضيه 

هاي  همبند مسيري موضعي باشد، آنگاه مولفه ܺبويژه اگر فضاي  .هاي باز آن، باز باشند مجموعه
  .مسيري آن باز است

  .كردبيان توان  نيز ميتعريف همبند مسيري موضعي را اينگونه  7-1- 1با توجه به قضيه 

ݔ  ةهمبند مسيري موضعي است اگر و فقط اگر براي هر نقط ܺفضاي  א و هر همسايگي ܺ
ݔوجود داشته باشد، به طوري كه ܸهمبند مسيري و باز عة، مجمو ݔاز  ܷباز א ܸ ؿ ܷ  .  

باز  عةهاي هر مجمو همبند مسيري موضعي باشد، آنگاه مولفه ܺاگر فضاي  8-1-1قضيه 

  ܺ يهاي مسيري فضا با مولفه  ܺهاي فضاي  بويژه مولفه. است منطبقهاي مسيري  مولفه برآن 
  .يكسان است

  .كنيم زير را بيان مية نتيج 8-1-1باتوجه به قضيه 

همبند مسيري موضعي باشد، آنگاه همبند مسيري  همبند و  ܺاگر فضاي  9- 1-1نتيجه 

  .است

بيان  ]18[را از  تعاريف زيراكنون مقدمات لازم براي تعريف گروه بنيادين مهيا است، 
  .مشاهده نمود ذكر شده، فصل سوم مرجع توان در را مي كنيم، برهان قضايا مي

,݂ فرض كنيم  10-1-1تعريف ݃: ܫ ՜ ሺ1ሻ݂دومسير باشند كه  ܺ ൌ ݃ሺ0ሻ   . ضرب دو

݂ مسير مسير عبارت است از כ ݃: ܫ ՜  .شود كه به صورت زير تعريف مي ܺ

  

                                                                                                                                                                                   
٢٢ Homeomorphic  

ሺ݂ כ ݃ሻሺݐሻ ൌ ൝
݂ሺ2ݐሻ ݂݅ 0 ൑ ݐ ൑ ଵ

ଶ

݃ሺ2ݐ െ 1ሻ ݂݅ ଵ
ଶ ൑ ݐ ൑ 1
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ܣفرض كنيم ؿ ,݂ و   ܺ ݃: ܺ ՜ .هدو نگاشت پيوسته باشند ك ܻ ܣ|݂ ൌ   نماد  ܣ|݃

 

:ܨبريم كه نگاشتي پيوسته مانند را هنگامي بكار مي ܺ ൈ ܫ ՜ وجود داشته باشد به طوري   ܻ
:ܨكه ݂ ؄ ݐ براي هر و  ݃ א ܽو هر  ܫ א ,ሺܽܨة رابط ܣ ሻݐ ൌ ݂ሺܽሻ ൌ ݃ሺܽሻ برقرار باشد .

  .ناميم مي  ܣنسبت به  23هموتوپي نسبيرا   ܨهموتوپي

ܣثابت ةتوان نشان داد كه براي مجموع مي 2-1- 1همانند قضيه به آساني  ؿ ، هموتوپي   ܺ
  .است ܻبه    ܺهاي پيوسته از نگاشت ةهم ارزي بر روي مجموع ةنسبي يك رابط

ሶܫمفرض كني 11- 1-1تعريف  ൌ ሼ0,1ሽ  در  ܫمرز بازهԹ  هم   در اين صورت رده. باشد
:݂ ارزي مسير ܫ ՜   .دهيم نشان مي  ሾ݂ሿناميده و با نماد ݂  24يمسيررده ، را   ሶܫرا نسبت  ܺ

  .نسبت به ضرب مسيرها پايا است ،يهاي مسير كه رده كند بيان ميزير ة قضي 

 فرض كنيم  12- 1-1قضيه  ଴݂ و   ଵ݂و  ݃଴و  ݃ଵباشند كه ܺ مسيرهايي در ଴݂ ؄ ଵ݂  ܫ ݈݁ݎሶ 
. و ݃଴  ؄ ݃ଵ ܫ ݈݁ݎሶ  اگر  ଴݂ሺ1ሻ ൌ ଵ݂ሺ1ሻ ൌ ݃଴ሺ0ሻ ൌ ݃ଵሺ0ሻ  آنگاه ،଴݂ כ ݃଴ ؄ ଵ݂ כ ݃ଵ ܫ ݈݁ݎሶ    

هم ارزي مسيرها را با استفاده از هاي  توان ضرب رده مي 12-1-1ة اكنون با توجه به قضي
  .هايشان، البته در صورت امكان، به صورت زير تعريف كرد ضرب نماينده

 
ሺ0ሻ݂باشد، آنگاه يك مسير  ݂اگر 13- 1-1تعريف  ൌ ሺ1ሻ݂و ݂را ابتداي   ݔ ൌ را   ݕ

ሺ݂ሻߙناميم و به ترتيب با نمادهاي مي  ݂انتهاي ൌ ሺ݂ሻ߱و  ݔ ൌ را مسيري  ݂و دهيم نشان مي  ݕ
انتهاي آن بر هم منطبق  هرگاه ابتدا و ،ناميم مي 26طوقهيا  25مسير بستهرا  ݂. گوييم مي  ݕ به  ݔ از

 . باشند

                                                            
٢٣ Relative homotopy 
٢٤ Path class  
٢٥ Closed path  
٢٦ Loop  

ሾ݂ሿ כ ሾ݃ሿ ൌ׷ ሾ݂ כ ݃ሿ 

݂ ؄ ݃ ݈݁ݎ ܣ  
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݌اگر  א :௣݅، آنگاه تابع ثابتܺ ܫ ՜ ሻݐ௣ሺ݅ ةبا ضابط  ܺ ൌ ݐ براي هر ݌ א را مسير   ،ܫ
:݂اگر. ناميم مي  ݌ثابت در نقطه ܫ ՜ :ଵି݂با نماد را  ݂يك مسير باشد، مسير معكوس  ܺ ܫ ՜ ܺ  

ሻݐଵሺି݂با ضابطه دهيم و نشان مي ൌ ݂ሺ1 െ ݐ براي هر،  ሻݐ א را به   ଵି݂نماد .كنيم تعريف مي ܫ
  .دهيم نشان مينيز  ି݂اختصار با 

 ܺهاي مسير در  تمام رده ةباشد، آنگاه مجموع توپولوژيكيك فضاي  ܺاگر  14-1-1قضيه  

ሾ݂تحت عمل دوتايي  כ ݃ሿ ൌ׷ ሾ݂ሿሾ݃ሿ دهد كه در شرايط زير صدق  يك دستگاه جبري تشكيل مي
 .كند مي

)i( اگرሾ݂ሿ  ݌باشد، آنگاه  رده مسير, ݍ א ሾ݂ሿߙوجود دارد به طوري كه  ܺ ൌ و  ݌

߱ሾ݂ሿ ൌ  همچنينباشد و  مي ݍ

 
)ii(  پذير است شركت عملي ،قابل تعريف باشد عمل دوتايي فوقهرگاه. 

)iii( ߙاگرሾ݂ሿ ൌ ሾ݂ሿ߱و  ݌ ൌ  ،آنگاه   ݍ

 

دهد كه عمل دوتايي ذكر شده همواره قابل تعريف نيست، براي رفع  نشان مي 14-1-1 ةقضي 
  .شويم اين مشكل به مسيرهاي بسته محدود مي

଴ݔ 15-1-1تعريف  א گروه . ناميم مي 27پايه ةنقطگيريم و آن را  را ثابت در نظر مي ܺ
 را به صورت   ଴ݔپايه ةرا با نقط ܺ 28بنيادين

 

                                                            
٢٧ Base point  
٢٨ Fundamental group  

,ଵሺܺߨ ଴ሻݔ ൌ ቊሾ݂ሿ; ݂: ܫ
پيوسته
ሱۛ ሮ ܺ & ሾ݂ሿߙ ൌ ଴ݔ ൌ ߱ሾ݂ሿቋ  

ሾ݂ሿሾ݂ିଵሿ ൌ ൣ݅௣൧ & ሾ݂ିଵሿሾ݂ሿ ൌ ൣ݅௤൧. 

ൣ݅௣൧ ሾ݂ሿ ൌ ሾ݂ሿ ൌ ሾ݂ሿൣ݅௤൧. 
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دهد، پس گروه بنيادين  تشكيل گروه مي 14-1-1ة قضي مذكور در عمل دوتاييبا كه  كنيم تعريف مي
 .فوق است عةنامگذاري مناسب براي مجمو

، به توان يافت ميفصل سوم  ]18[كه در  شتر با گروه بنيادين، خواص آن رابراي آشنايي بي
 .كنيم زير ذكر مي احكامصورت 

  16-1-1احكام 

)i(  ݔبراي هر଴ א ,ଵሺܺߨ، ܺ  .يك گروه است ଴ሻݔ

)ii(  ݔفرض كنيم଴ א  آنگاه است،  ଴ݔباشد كه شامل  ܺمسيري ازة مولف  ଴ܺو ܺ

 
)iii(  ݔهمبند مسيري باشد و  ܺاگرଵ, ଴ݔ א  آنگاه ،ܺ

  
:ఊ߮باشد، آنگاه   ݕبه  ݔمسيري از ߛدر واقع اگر ,ଵሺܺߨ ሻݔ ՜ ,ଵሺܺߨ ة با ضابط ሻݕ

߮ఊሺሾ݂ሿሻ ൌ ሾߛ݂ିߛሿ يكريختي است. 

)iv( اگرሺܺ, ,ሺܻو  ଴ሻݔ  دار باشند، آنگاه دو فضاي نقطه  ଴ሻݕ

 
)v( ߨଵ: כ݌݋ܶ ՜  يك تابعگون همورد است و همچنين اگر ݏ݌ݑ݋ݎܩ

݄, ݇: ሺܺ, ଴ሻݔ ՜ ሺܻ, ݄  و   ଴ሻݕ ؄ ଵሺ݄ሻߨ  ، آنگاه଴ሽݔሼ ݈݁ݎ ݇ ൌ  ، كه در آن ଵሺ݇ሻߨ
:ଵሺ݄ሻߨ ,ଵሺܺߨ ଴ሻݔ ՜ ,ଵሺܻߨ  .باشد با ضابطه زير مي ଴ሻݕ

 
)vi(  حكمدر(v)   ًߨمعمولاଵሺ݄ሻ 29݄نگاشت القاييدهيم و آن را  نشان مي  כ݄را با نماد  

 .ناميم مي

                                                            
٢٩ Induced map 

ଵሺ݄ሻሺሾ݂ሿሻߨ  ൌ ሾ݄ ל ݂ሿ 

,ଵሺܺߨ ଴ሻݔ ൈ ,ଵሺܻߨ ଴ሻݕ ؆ ଵ൫ܺߨ ൈ ܻ, ሺݔ଴,  ଴ሻ൯ݕ

,ଵሺܺߨ ଴ሻݔ ؆ ,ଵሺܺߨ  ଵሻݔ

,ଵሺܺߨ ଴ሻݔ ؆ ,ଵሺܺ଴ߨ  ଴ሻݔ
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)vii( حكم(v)   هاي بنيادين، يك پاياي  اينگونه نيز تعبير كرد كه ساختار گروه توان ميرا
هاي بنيادين  همسان ريخت باشند، آنگاه گروه  ܻو  ܺدو فضايبه عبارت ديگر اگر . توپولوژيكي است

 .نظيرشان نيز يكريخت است

)viii(  حكمبا توجه به(v) خارج قسمتي را در نظر گرفت، كه آن را  ةرست توان ، مي
ر دا فضاهاي نقطهة اشياء اين رست ناميم، در واقع مي   כ݌݋݄ܶيا به اختصار 30دار هموتوپي نقطه ةرست

ሺܺ, ,ሺܺهاي و مورفيسم ଴ሻݔ ଴ሻݔ ՜ ሺܻ,  كه در آن ،باشند مي  ሾ݂ሿهاي هموتوپي نسبي رده ، ଴ሻݕ
݂: ሺܺ, ଴ሻݔ ՜ ሺܻ, ሾ݄ሿሾ݂ሿتركيب نيز به صورت  دار است و نقطهيك نگاشت    ଴ሻݕ ൌ ሾ݄ ל ݂ሿ 

   .باشد مي

)ix(  توجه به اين كه هر مسير بستهبا ݂: ൫ܫ, ሶ൯ܫ ՜ ሺܺ, توان به شكل  را مي   ଴ሻݔ

:Ԣ݂دار نگاشت نقطه ሺܵଵ, 1ሻ ՜ ሺܺ, در نتيجه گروه بنيادين به صورت  ،تصور كرد و بالعكس  ଴ሻݔ
 .شود زير نيز تعريف مي

 
)x( را نيز تعريف كرد تربالابا مرتبه توان گروه هموتوپي  فوق مية با توجه به نكت. 

  
 .توان ديد را ميها  اين گروه ي ازبيشتر خواص ]18[فصل يازدهم  در

)xi( ߚاگر: ܺ ՜  براي هرنگاه آيك هم ارزي هموتوپي باشد،   ܻ ଴ݔ א نگاشت  ܺ

:כߚ،القايي آن ,ଵሺܺߨ ଴ሻݔ ՜ ,ଵ൫ܻߨ  .يكريختي است  ଴ሻ൯ݔሺߚ

)xii(  ة نكتبه با توجه(x)، همبند مسيري و از يك نوع هموتوپي   ܻو  ܺاگر فضاهاي
଴ݔباشند، آنگاه براي هر א ଴ݕو ܺ א  .ختي زير برقرار استييكر ܻ

 
                                                            
٣٠ Pointed homotopy category  

,ଵሺܺߨ ଴ሻݔ ؆ ,ଵሺܻߨ ଴ሻݕ

,௡ሺܺߨ ଴ሻݔ ൌ ቊሾ݂ᇱሿ; ݂ᇱ: ሺܵ௡, 1ሻ
پيوسته
ሱۛ ሮ ሺܺ,  ଴ሻቋݔ

,ଵሺܺߨ ଴ሻݔ ൌ ቊሾ݂ᇱሿ; ݂ᇱ: ሺܵଵ, 1ሻ
پيوسته
ሱۛ ሮ ሺܺ,  ଴ሻቋݔ
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)xiii( ݔپذير باشد و انقباض  ܺاگر فضاي଴ א ,ଵሺܺߨ، آنگاه ܺ ଴ሻݔ ൌ ሼ1ሽ  . 

)xiv( ߨଵሺܵଵ, 1ሻ ؆ Ժ 

)xv(  حكم سادگيبه (iv)  توپولوژيكرا براي هر تعداد حاصلضرب متناهي از فضاهاي 
توان اين قضيه را به حاصلضرب هر خانواده دلخواهي از فضاهاي  آيا مي. توان اثبات كرد مي

با توپولوژي حاصل ضربي اين مطلب براي هر خانواده از فضاهاي توپولوژيك تعميم داد؟ 
  .تعميم داد توان مي توپولوژيك

 باشود كه گروه بنيادين اجتماع دو فضاي توپولوژيك چيست؟  اكنون اين سئوال مطرح مي
  .دهد سئوال فوق پاسخ ميون كمپن به  ،توپولوژيكفضاهاي  شرايطي بر گذاشتن

  .پردازيم قبل از بيان اين قضيه به بيان برخي تعاريف مورد نياز مي

  .زير صدق كندويژگي  گوييم هرگاه در دو 31همبند سادهرا   ܺفضاي  17-1-1 تعريف

)i(  ܺهمبند مسيري باشد. 
)ii( بديهي باشد  ܺگروه بنيادين ،. 

هاي باز همبند  اي متشكل از مجموعه ناميم، اگر پايه مي 32همبند ساده موضعيرا   ܺفضايو  
  .ساده داشته باشد

  ݔاز ܷگوييم، هرگاه همسايگي باز  33همبند ساده نيم موضعي  ݔرا در  ܺفضايو همچنين 
پوچ هموتوپيك   ܺ، در ܷدر   ݔدلخواه با نقطه پايه تةوجود داشته باشد به طوري كه هر مسير بس

 .باشد

  .كنيم ها نكات زير را بيان مي آن  تر مفاهيم فوق و تفاوت براي درك عميق

  

                                                            
٣١ Simply connected  
٣٢ Locally simply connected  
٣٣ Semi locally simply connected  



 20    پيشنيازها :فصل اول
 

  18-1-1 اتنك
)i(  البته عكس اين . پذير همبند ساده هستند فضاهاي انقباض 16-1- 1 احكامبا توجه به

2 براي  ها௡ܵتوان ثابت كرد كه  مطلب در حالت كلي برقرار نيست، مثلاً مي ൑ اند، در  همبند ساده  ݊

 .پذير نيستند حالي كه انقباض
)ii(  واضح است كه هر فضاي همبند ساده موضعي، همبند مسيري موضعي نيز

 .باشد، چون طبق تعريف هر فضاي همبند ساده، همبند مسيري است مي

بيان  1-2فصل چهارم قضيه ]12[از پردازيم اين قضيه را  مياكنون به بيان قضيه ون كمپن 
  .كنيم مي

باشند،   ܺهاي باز و همبند مسيري از فضاي زير مجموعه  ܸو  ܷمفرض كني 19-1- 1قضيه 

ܺبه طوري كه ൌ ܷ ׫ ܷو  ܸ ת ଴ݔاي پايهة همچنين نقط .ناتهي و همبند مسيري باشد ܸ א ܷ ת ܸ  
  .كنيم هاي بنيادين ذكر شده در قضيه، انتخاب مي را، براي تمام گروه

به طوري كه نمودار  هستندهايي  همريختي  ଷߩو  ଶߩو  ଵߩگروهي دلخواه و نيز  ܪمفرض كني
   .زير جابجايي است

  
:ߪدر اين صورت همريختي منحصر به فرد ଵሺܺሻߨ ՜ وجود دارد به طوريكه سه نمودار   ܪ

 .زير جابجايي است
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