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چکیده:

تصویر همه�ی هرگاه می�شود نامیده دوم M ناصفر یکانی راست R-مدول یک باشد. دلخواه حلقه�ی یک R کنیم فرض
که طوری به باشد حلقه� یک R اگر می�شود داده نشان باشند. داشته R حلقه�ی در یکسان پوچساز آن ناصفر همریخت�های
اگر تنها و اگر است دوم M راست R-مدول آن�گاه باشد، چپ کراندار چپ گلدی R/P حلقه�ی ،R از P اید�آل هر برای
ایدآل�های روی ACC در R اگر باشد. بخش�پذیر راست R/Q-مدول یک M و R از اول ایدآل یک Q = annR(M)

ناصفر مدول هر است. دوم مدول یک که است همریختی تصویر دارای ناصفر R-مدول هر آن�گاه کند، صدق دوطرفه
یک M و حلقه یک R کنیم فرض دارد. ماکسیمال دوم زیرمدول متناهی تعداد فقط و است دوم زیرمدول شامل آرتینی
صحیح عدد و باشد دوم مدول یک M/N که طوری به است N سره�ی زیرمدول شامل که باشد ناصفر راست R-مدول
اول ایدآل�های و k ≤ n مثبت صحیح عدد صورت این در است، n میان�تهی بعد دارای M که باشد داشته وجود n مثبت
۱ ≤ i ≤ k �آن�گاه باشد، دوم مدول M/L با M از سره� زیرمدول یک L اگر که طوری به موجودند (۱ ≤ i ≤ k)Pi

زیرمدول�های از متناهی مجموع یک آرتینی مدول یک از دوم زیرمدول هر است. Pi پوچساز دارای M/L که دارد وجود
است. میان�تهی دوم

١۶D؛١٠ ١۶N۶؛٠ ١۶L؛٣٠ ١۶L۶؛٠ ١۶L٩٩ موضوعی: رده�بندی
نیم�موضعی. حلقه�های دوم، مدول میان�تهی، بعد الحاقی، اول ایدآل کلیدی: کلمات



م��ق��دم��ه

١ م��ک��دون��ال��د ١٩٧٣ س��ال در اس��ت. گ��رف��ت��ه ق��رار ت��وج��ه م��ورد اخ��ی��ر س��ال�ه��ای در ک��ه اس��ت ج��دی��دی م��ف��ه��وم دوم، م��دول�ه��ای م��ف��ه��وم
ه��رگ��اه م��ی�ش��ود �ی��ده� ن��ام� �ه �ان��وی� ث� M �ف��ر ن��اص� R-م��دول ی��ک ک��رد. م��ع��رف��ی را ت��ع��وی��ض�پ��ذی��ر �ه�ه��ای �ق� �ل� ح� روی �ان��وی��ه ث� م��دول ی��ک �ه��وم �ف� م�

پ��وچ�ت��وان. ی��ا ب��اش��د پ��وش��ا µa(m) = ma ض��اب��ط��ه�ی ب��ا µa : M −→ M ه��م��ری��خ��ت��ی a ∈ R ه��ر ب��رای
و �ی �رف� �ع� م� ٢٠٠١ �ال س� در ٢ �م��ی �اس� ی� �ط �وس� ت� �ار ب� �ن �ی� �ت� �س� �خ� ن� �ر، �ذی� �وی��ض�پ� �ع� ت� �ای �ه�ه� �ق� �ل� ح� روی دوم �ای �دول�ه� �رم� زی� و دوم �ای �دول�ه� م�
�ل��ض��رب �اص� ح� �ی��ن �ن� �چ� �م� ه� اس��ت. P-دوم م��دول ی��ک P-دوم، م��دول�ه��ای �م��وع �ج� م� داد �ان ن��ش� �م��ی �اس� ی� �رف��ت. گ� �رار ق� �ه �ع� �ال� �ط� م� �ورد م�
�ن��د �ي� ددك� �ن��ه�ه��ای دام� روی ت��ج��زي��ه�ن��اپ��ذی��ر ث��ان��وي��ه�ی م��دول�ه��ای آت��ان��ی٣ �ي��م��ی اب��راه� س��ال ه��م��ان در اس��ت. P-دوم P-دوم، م��دول�ه��ای
ی��ک روی ت��ج��زي��ه�ن��اپ��ذي��ر م��ح��ض ی��ق��ی ت��زر م��دول�ه��ای و ت��ج��زي��ه�ن��اپ��ذي��ر ث��ان��وي��ه�ی م��دول�ه��ای ب��ي��ن ارت��ب��اط��ی و ك��رد دس��ت��ه�ب��ن��دی را م��وض��ع��ی
ت��ع��م��ی��م ت��ع��وی��ض�ن��اپ��ذی��ر ح��ل��ق��ه�ه��ای روی م��دول�ه��ای ب��ه را م��ك��دون��ال��د ن��ظ��ری��ه�ی ٢٠٠٨ س��ال در ۴ آن��ی��ن� ك��رد. ب��رق��رار را دل��خ��واه دام��ن��ه�ی
ج��م��ل��ه از ال��ح��اق��ی اول�ه��ای اس��اس��ی خ��واص از ب��رخ��ی اث��ب��ات ه��م��چ��ن��ي��ن و راس��ت R-م��دول ی��ک از ال��ح��اق��ی اول�ه��ای ت��ع��ري��ف داد.
” ، “ اول ق��وی ط��ور ”ب��ه م��ف��اه��ي��م دوگ��ان ٢٠١١ س��ال در ۶ ف��رش��ادی��ف��ر� و ۵ ط��رق��ی� ان��ص��اری اس��ت. ب��وده زم��ي��ن��ه اي��ن در آن��ي��ن ك��اره��ای
�ور ط� �ه ب� ” ، “ دوم �وی ق� �ور ط� �ه ب� ” �م �ی� �اه� �ف� م� �ن ای� �ع واق� در �ه ک� “ �ه �ی� اول� �ای �دول�ه� �ر��م� زی� ” و “ �م�اول �ی� ن� ” ، “ اول �ی��ف �ع� ض� �ور ط� �ه ب�

ک��ردن��د. م��ع��رف��ی را ه��س��ت��ن��د “ ث��ان��وی��ه زی��ر�م��دول�ه��ای ” و “ ن��ی��م�دوم ” ، “ دوم ض��ع��ی��ف
�ای �ه�ه� �ق� �ل� ح� روی دوم �ای �دول�ه� م� �وان �ن� ع� �ا ب� �ه�ای �ال� �ق� م� در ،٩ �ت �ی� �م� اس� �اری �ک� �م� ه� �ا ب� ٨ �ان �ک� آل� و ٧ �ن �ک� س� ،٢٠١٣ �ال س� در

اس��ت. ش��ده ت��ن��ظ��ی��م م��رج��ع ای��ن اس��اس ب��ر پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن ک��ردن��د. ب��ررس��ی را م��وض��وع ای��ن ت��ع��وی��ض�ن��اپ��ذی��ر
�ر �ص� �ت� �خ� م� �ور ط� �ه ب� �ز �ی� ن� را اول �ای �دول�ه� م� �ی �ن� �ع� ی� دوم �ای �دول�ه� م� �ان دوگ� اس��ت. دوم �ای �دول�ه� م� روی �ه �ام� �ان�ن� �ای� پ� �ن ای� در �ا م� �ز �رک� �م� ت�

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان را اول م��دول�ه��ای از ی��خ��چ��ه�ای ت��ار دل��ی��ل ه��م��ی��ن ب��ه دی��د. خ��واه��ی��م
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٢

،١١ اس��م��ی��ت� ،١٠ دان��س� اس��ت. گ��رف��ت��ه ق��رار م��ط��ال��ع��ه م��ورد گ��ذش��ت��ه س��ال ٣٠ ط��ی م��دول�ه��ا، از اول زی��رم��دول�ه��ای و اول م��دول�ه��ای
روی �ه ک� �د �ن� �ت� �س� ه� �رادی اف� �ه �ل� �م� ج� از �وه��ی١٩ ك� و �ودی١٨ �ب� �ه� ب� ،١٧ �رم�زاده� ك� ، ١۶ �راس� �ای� ت� ، ١۵ �ان� �ک� آل� ، ١۴ �ور� م� �،� �١٣ �د� �ن� �ل� �اس� م��ک�ک� ،١٢ �و� ل�

داش��ت��ه�ان��د. م��ط��ال��ع��ه اول م��دول�ه��ای
ن��ظ��ری��ه و ح��ل��ق��ه�ه��ا ن��ظ��ری��ه در اس��اس��ی ح��ق��ای��ق و م��ف��اه��ی��م ب��رخ��ی اس��ت لازم آن، ب��ه م��رب��وط م��ط��ال��ب ب��ی��ان و اص��ل��ی ب��ح��ث ازش��روع ق��ب��ل
�ن ای� �د �ن� چ� �ر ه� �م. �ی� �ی�ده� م� �اص �ص� �ت� اخ� �وع �وض� م� �ن ای� �ه ب� را اول �ل �ص� ف� �م. �ی� �ن� ک� �ان �ی� ب� �ت، داش� �م �ی� �واه� خ� �از �ی� ن� �ا آن�ه� �ه ب� �ه ک� را �ا �دول�ه� م�

م��ی�پ��ردازی��م. آن�ه��ا ب��ه ض��رورت ح��د در ای��ن�ج��ا در ام��ا ه��س��ت��ن��د، گ��س��ت��رده ب��س��ی��ار م��ب��اح��ث
را اول و دوم �ای �دول�ه� �رم� زی� و اول و دوم �ای �دول�ه� م� دوم، �ل �ص� ف� در �د. �رن� �ی� �ی�گ� م� �ر ب� در را �ی �ل� اص� �ث �اح� �ب� م� �وم، س� و دوم �ل �ص� ف�
م��س��ت��ق��ی��م ح��اص��ل��ض��رب ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ب��ی��ان را ش��رای��ط��ی و م��ی�پ��ردازی��م دوم م��دول از م��ث��ال�ه��ای��ی ب��ی��ان ب��ه ف��ص��ل ای��ن در م��ی�ک��ن��ی��م. م��ع��رف��ی
وی��ژگ��ی�ه��ای از ب��رخ��ی و م��ی�پ��ردازی��م م��دول ی��ک از ال��ح��اق��ی اول ای��دآل م��ع��رف��ی ب��ه ه��م��چ��ن��ی��ن ب��اش��د. دوم م��دول ی��ک دوم، م��دول�ه��ای
از م��دول ی��ک از م��ی��ن��ی��م��ال اول زی��رم��دول ی��ع��ن��ی آن دوگ��ان م��ف��ه��وم و م��دول ی��ک از ک��س��ی��م��ال م��ا دوم زی��رم��دول م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان را آن

اس��ت. ش��ده ب��ی��ان ف��ص��ل ای��ن در ک��ه اس��ت م��ط��ال��ب��ی
را AB۵∗ م��دول و م��دول ی��ک از �ه��ی �ان�ت� �ی� م� �د �ع� ب� �ق��ل، �ت� �س� �م�م� ه� �رم��دول زی� اس��ت، �ه �ام� �ان�ن� �ای� پ� �ن ای� �ان��ی �ای� پ� �ل ف��ص� �ه ک� �وم س� ف��ص��ل در
ب��اش��د، n م��ی��ان�ت��ه��ی ب��ع��د ب��ا م��دول ی��ک M گ��ر ا م��ی�ش��ود داده ن��ش��ان �م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان دوم م��دول�ه��ای ب��ا را آن ارت��ب��اط و ک��رده م��ع��رف��ی
P-دوم، �دول م� ی��ک در �ر �ف� �اص� ن� �م �م� �ت� م� �ر ه� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ام �ج� �ران� س� �ت. اس� �ی �اق� �ح� ال� اول �دآل ای� �ا ت� n دارای �ر �ث� ک� �دا ح� M �اه آن�گ�

اس��ت. P-دوم
�ک��ه آن م��گ��ر م��ی�ش��ون��د، گ��رف��ت��ه ن��ظ��ر در راس��ت م��دول ع��ن��وان ب��ه م��دول�ه��ا ه��س��ت��ن��د. ی��ک��ان��ی م��دول�ه��ا و ی��ک��دار ح��ل��ق��ه�ه��ا م��ت��ن، س��راس��ر در

ش��ود. ذک��ر آن خ��لاف
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١ ف��ص��ل

پ��ی��ش�������������������������������ن��ی��از�ه��ا

و �ی �ق� ی� �زر ت� �ای �دول�ه� م� �ت، �س� �خ� ن� �ش �خ� ب� در دارد. �اص �ص� �ت� اخ� �ا �دول�ه� م� و �ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �ه�ی �ری� �ظ� ن� از �ی �ای� �ازه� �ی� �ش�ن� �ی� پ� �ه ب� �ل �ص� ف� �ن ای�
اس��ت. �ن��ی �ی� آرت� و �وت��ری ن� �ه�ه��ای �ق� �ل� ح� و �ا م��دول�ه� �ورد م� در �اه��ی �وت� ک� ب��خ��ش دوم، ب��خ��ش �م. �ی� �ن� م��ی�ک� �رف��ی �ع� م� �از �ی� ن� �د ح� در را �ر �ذی� ب��خ��ش�پ�
�ت راس� �ه�ی �ی� اول� و �م�اول �ی� ن� اول، �ای �ه�ه� �ق� �ل� ح� �ل �ام� ش� �ارم �ه� چ� �خ��ش ب� �ت. اس� �اده �م�س� �ی� ن� �ای �دول�ه� م� و �ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �ه ب� �وط �رب� م� �وم، س� �خ��ش ب�
�ل��دی گ� �ه�ی �ق� �ل� ح� �ه ب� �ت��ص��اص اخ� �م، �ش� ش� ب��خ��ش �م. �ردازی� �ی�پ� م� �م��ل �ک� م� و �اس��ی اس� �ای �رم��دول�ه� زی� �ان �ی� ب� �ه ب� �م، �ج� �ن� پ� �خ��ش ب� در �ود. ب� �د �واه� خ�

م��ی�پ��ردازی��م. ت��خ��ت م��دول�ه��ای و راس��ت ک��ام��ل ح��ل��ق��ه�ی ب��ررس��ی ب��ه پ��ای��ان��ی، ب��خ��ش دو در دارد. راس��ت

ب��خ��ش�پ��ذی��ر و ت��زری��ق��ی م��دول�ه��ای ١.١

�وع ن� �ن ای� �اه، �وت� ک� �ش �خ� ب� �ن ای� در �ت. �اس� �دول�ه� م� �ه�ی �ری� �ظ� ن� در �ی �م� �ه� م� �ار �ی� �س� ب� و �ا �ن� آش� �ی �وم� �ه� �ف� م� �ر �ذی� �ش�پ� �خ� ب� و �ی �ق� ی� �زر ت� �ای �دول�ه� م�
م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی ن��ی��از ح��د در را م��دول�ه��ا

م��ع��ادل��ن��د: زی��ر ش��رای��ط E R-م��دول ب��رای .١.١ ق��ض��ی��ه

اس��ت؛ ی��ق��ی ت��زر R-م��دول ی��ک E (۱)

�م��ی�ش��ود؛ ش��ک��اف��ت��ه R-م��دول�ه��ا از ۰ −→ E −→ M −→ N −→ ۰ ک��وت��اه دق��ی��ق دن��ب��ال��ه�ی ه��ر (۲)

.E′
= E ⊕K ک��ه اس��ت م��وج��ود E′ از K م��ث��ل زی��رم��دول��ی ،E′ م��ان��ن��د E از ت��وس��ی��ع ه��ر ازای ب��ه (۳)

■ .[٢٩] م��رج��ع از ۹ · ۱۱ ق��ض��ی��ه�ی اث��ب��ات.



پ��ی��ش�������������������������������ن��ی��از�ه��ا .١ ۴ف��ص��ل

R در r ن��اص��ف��ر ع��ن��ص��ر ه��ر ب��رای ه��رگ��اه اس��ت، راس��ت م��ن��ظ��م c ∈ R ع��ن��ص��ر گ��وی��ی��م ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��م ف��رض .٢.١ ت��ع��ری��ف
�اه �رگ� ه� اس��ت، �م �ظ� �ن� م� R از c �ر �ص� �ن� ع� �م �ی� �وی� گ� �رد. ک� �ری��ف �ع� ت� را چ��پ �م �ظ� �ن� م� �ر �ص� �ن� ع� �وان �ی�ت� م� �ه �اب� �ش� م� �ور ط� �ه ب� . cr ̸= ۰ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش�

ب��اش��د. چ��پ و راس��ت م��ن��ظ��م

داش��ت��ه وج��ود b ∈ R ن��اص��ف��ر ع��ض��و ی��ک ه��رگ��اه اس��ت، ص��ف��ر راس��ت ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم ی��ک a ∈ R ن��اص��ف��ر ع��ن��ص��ر گ��وی��ی��م .٣.١ ت��ع��ری��ف
�ه �ت� داش� �ود وج� b ∈ R �ر �ف� �اص� ن� �و �ض� ع� ی��ک �اه �رگ� ه� اس��ت، �ر �ف� ص� چ��پ �ه �ی� �ل� �وم�ع� �س� �ق� م� ی��ک a ∈ R �ر �ف� �اص� ن� �ر �ص� �ن� ع� .ba = ۰ �ه ک� �د �اش� ب�

.ab = ۰ ک��ه ب��اش��د

�م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� R در c �م �ظ� �ن� م� �ر �ص� �ن� ع� �ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �ت، اس� �ر �ذی� �ش�پ� �خ� ب� X �ت راس� �دول R-م� �ک ی� �م �ی� �وی� گ� .۴.١ �ف �ری� �ع� ت�
.X = Xc = {xc | x ∈ X}

اس��ت. ب��خ��ش�پ��ذی��ر م��دول ی��ک ی��ق��ی ت��زر R-م��دول ه��ر .۵.١ گ��زاره

�ی��ه �ل� ع� �ق��س��وم م� r ∈ R و ،E از �واه��ی دل��خ� �و ع��ض� e �ی��م �ن� ک� ف��رض �ی��ن �ن� �م��چ� ه� �اش��د. ب� �ق��ی ی� �زر ت� R-م��دول ی��ک E �ی��م �ن� ک� ف��رض اث��ب��ات.
.(s ∈ R) م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف f(rs) = es ص��ورت ب��ه را f : rR → E ت��اب��ع م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در را زی��ر ن��م��ودار ن��ب��اش��د. ص��ف��ر چ��پ

ب��ن��اب��رای��ن .s− s
′
= ۰ ی��م: دار ن��ی��س��ت، ص��ف��ر چ��پ ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم r ای��ن�ک��ه از و r(s− s

′
) = ۰ آن�گ��اه ،rs = rs

′ گ��ر ا

es = es
′

�ت اس� �ی �ق� ی� �زر ت� E �ون چ� �ت. اس� �ی �ت� �خ� �ری� �م� R-ه� ی��ک ،f �د دی� �وان �ی�ت� م� �ی �ادگ� س� �ه ب� �ت. اس� �ف �ری� �ع� �وش�ت� خ� f �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ن ای�
ن��ت��ی��ج��ه: در .g|rR = f ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت م��وج��ود g : R → E ه��م��ری��خ��ت��ی

e = f(r) = g(r) = g(۱)r.

■ اس��ت. ب��خ��ش�پ��ذی��ر E م��ی�ده��د ن��ش��ان ای��ن

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان را م��دول ی��ک پ��وچ��س��از م��ف��ه��وم ادام��ه در

ب��اش��د. راس��ت R-م��دول ی��ک M ک��ن��ی��م ف��رض .۶.١ ت��ع��ری��ف

م��ج��م��وع��ه�ی (۱)

{r ∈ R | Mr = (۰)}

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش annR(M) ن��م��اد ب��ا و م��ی�ن��ام��ی��م R در M پ��وچ��س��از را آن ک��ه اس��ت، R ح��ل��ق��ه�ی از ای��دآل ی��ک
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م��ج��م��وع��ه�ی آن�گ��اه ب��اش��د، R ح��ل��ق��ه�ی از چ��پ ای��دآل ی��ک I گ��ر ا (۲)

{m ∈ M | mI = (۰)}

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش annM (I) ن��م��اد ب��ا و م��ی�ن��ام��ی��م M در I پ��وچ��س��از را آن ک��ه اس��ت M از زی��رم��دول ی��ک

.annR(M) = (۰) ه��رگ��اه اس��ت، وف��ادار M گ��وی��ی��م ب��اش��د. راس��ت R-م��دول ی��ک M ک��ن��ی��م ف��رض (۳)

�ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �ی �ق� ی� �زر ت� �ت راس� �دول R-م� �ک ی� E و R �ه�ی �ق� �ل� ح� از �ه �رف� دوط� �دآل ای� �ک ی� I �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٧.١ �زاره گ�
اس��ت. ی��ق��ی ت��زر R/I-م��دول ع��ن��وان ب��ه annE(I)

،B اس��ت. ت��ک��ری��خ��ت��ی g و م��دول��ی R/I-ه��م��ری��خ��ت��ی ،g و f R/I-م��دول، ،C و B ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ظ��ر در را زی��ر ن��م��ودار اث��ب��ات.

اس��ت ی��ق��ی ت��زر E چ��ون ه��س��ت��ن��د. R-ه��م��ری��خ��ت��ی ،g و f وق��ت��ی گ��رف��ت، ن��ظ��ر در R-م��دول ع��ن��وان ب��ه م��ی�ت��وان را annE(I) و C
ودر h(c)r = h(cr) = ۰ ص��ورت ای��ن در .c ∈ C و r ∈ I ک��ن��ی��م ف��رض م��ی�ش��ود. ک��ام��ل h R-ه��م��ری��خ��ت��ی ت��وس��ط ب��الا ن��م��ودار

ن��ت��ی��ج��ه:

h(C) ⊆ annE(I).

ج��اب��ه�ج��ای��ی ن��م��ودار ب��ن��اب��رای��ن ده��ی��م. ق��رار اس��ت ش��ده داده ن��ش��ان ن��م��ودار در ک��ه ه��م��ان�گ��ون��ه را h′ R-ه��م��ری��خ��ت��ی م��ی�ت��وان��ی��م م��ا ن��ت��ی��ج��ه در
■ اس��ت. ی��ق��ی ت��زر R/I-م��دول ع��ن��وان ب��ه annE(I) م��ی�ده��د ن��ش��ان ای��ن اس��ت. R/I-ه��م��ری��خ��ت��ی ی��ک h′ ع��لاوه ب��ه اس��ت.

آرت��ی��ن��ی و ن��وت��ری ح��ل��ق��ه�ه��ای و م��دول�ه��ا ٢.١

م��ط��ل��ب گ��س��ت��ردگ��ی وج��ود ب��ا م��ی�گ��ی��رد. ق��رار اس��ت��ف��اده م��ورد ب��ع��داً ک��ه آورده�ای��م م��دول�ه��ا ای��ن م��ورد در ک��وت��اه��ی م��ط��ال��ب ب��خ��ش ای��ن در
م��ی�پ��ردازی��م. م��وض��وع ای��ن ب��ه م��خ��ت��ص��ر ط��ور ب��ه ای��ن��ج��ا در (آرت��ی��ن��ی)، ن��وت��ری م��دول�ه��ای م��ورد در
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ش��رط در {Ci}i∈I خ��ان��واده�ی گ��وی��ی��م ب��اش��د. م��ج��م��وع��ه ی��ک زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای از خ��ان��واده�ای {Ci}i∈I ک��ن��ی��م ف��رض .٨.١ ت��ع��ری��ف
�ر ه� �ادل، �ع� م� �ور ط� �ه ب� �د. �اش� �ب� ن� �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �ودی �ع� ص� �داً �ی� ک� ا �ر �ی� �ج� زن� �چ �ی� ه� �ل �ام� ش� �اه �رگ� ه� �د، �ن� �ی�ک� م� �دق ص� (ACC) �ودی �ع� ص� �ر �ی� �ج� زن�

ب��اش��د. ش��م��ول) راب��ط��ه�ی ب��ه (ن��س��ب��ت ک��س��ی��م��ال م��ا ع��ض��و دارای آن از ن��ات��ه��ی زی��رخ��ان��واده�ی
�ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �ی �زول� ن� �داً �ی� ک� ا �ر �ی� �ج� زن� �چ �ی� ه� �ل �ام� ش� �اه �رگ� ه� �د، �ن� �ی�ک� م� �دق ص� (DCC) �زول��ی ن� �ر �ی� �ج� زن� �رط ش� در {Ci}i∈I �واده�ی �ان� خ� �م �ی� �وی� گ�

ب��اش��د. ش��م��ول) راب��ط��ه�ی ب��ه (ن��س��ب��ت م��ی��ن��ی��م��ال ع��ض��و دارای آن از ن��ات��ه��ی خ��ان��واده�ی ه��ر م��ع��ادل ط��ور ب��ه ن��ب��اش��د.

�ام �م� ت� �واده�ی �ان� خ� �اه �رگ� ه� �ت، اس� �ری �وت� ن� �دول م� �ک ی� M �م �ی� �وی� گ� �د. �اش� ب� �ت راس� �دول R-م� �ک ی� M �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٩.١ �ف �ری� �ع� ت�
ک��ن��د. ص��دق ACC در M زی��رم��دول�ه��ای

ب��اش��د. ن��وت��ری (چ��پ) راس��ت R-م��دول ی��ک ع��ن��وان ب��ه R ه��رگ��اه اس��ت، (چ��پ) راس��ت ن��وت��ری ح��ل��ق��ه�ی ی��ک R گ��وی��ی��م

�ام �م� ت� �واده�ی �ان� خ� �اه �رگ� ه� �ت، اس� �ی �ن� �ی� آرت� �دول م� �ک ی� M �م �ی� �وی� گ� �د. �اش� ب� �ت راس� �دول R-م� ی��ک M �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .١٠.١ �ف �ری� �ع� ت�
ک��ن��د. ص��دق DCC در M زی��رم��دول�ه��ای

ب��اش��د. آرت��ی��ن��ی (چ��پ) راس��ت R-م��دول ع��ن��وان ب��ه R ه��رگ��اه اس��ت، (چ��پ) راس��ت آرت��ی��ن��ی ح��ل��ق��ه�ی ی��ک R گ��وی��ی��م

ن��ی��م�س��اده ح��ل��ق��ه�ه��ای و م��دول�ه��ا ٣.١

م��ی�پ��ردازی��م. ن��ی��م�س��اده م��دول�ه��ای و ح��ل��ق��ه�ه��ا ب��ررس��ی ب��ه ب��خ��ش ای��ن در

ب��اش��د. راس��ت R-م��دول ی��ک M و ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��م ف��رض .١١.١ ت��ع��ری��ف

ب��اش��د. ن��داش��ت��ه ص��ف��ر و خ��ودش ج��ز ب��ه زی��رم��دول��ی M و M ̸= (۰) ه��رگ��اه اس��ت، س��اده M گ��وی��ی��م (۱)

ب��اش��د. آن از م��س��ت��ق��ی��م��ی ج��م��ع��ون��د ی��ک ،M از زی��رم��دول ه��ر ه��رگ��اه اس��ت، ن��ی��م�س��اده M گ��وی��ی��م (۲)

ب��اش��د. ی��ک��ری��خ��ت��ش دو ب��ه دو س��اده�ی زی��رم��دول�ه��ای از م��س��ت��ق��ی��م��ی ج��م��ع M ه��رگ��اه اس��ت، ه��م��گ��ن ن��ی��م�س��اده�ی M گ��وی��ی��م (۳)

اس��ت: م��ع��ادل زی��ر ش��رای��ط R ح��ل��ق��ه�ی ب��رای .١٢.١ ق��ض��ی��ه

م��ی�ش��ود؛ ش��ک��اف��ت��ه R-م��دول�ه��ا از ک��وت��اه دق��ی��ق دن��ب��ال��ه�ی ه��ر (۱)

ه��س��ت��ن��د؛ ن��ی��م�س��اده راس��ت R-م��دول�ه��ای ه��م��ه�ی (۲)

ه��س��ت��ن��د؛ ن��ی��م�س��اده ت��ول��ی��د م��ت��ن��اه��ی راس��ت R-م��دول�ه��ای ه��م��ه�ی (۳)

ه��س��ت��ن��د؛ ن��ی��م�س��اده دوری راس��ت R-م��دول�ه��ای ه��م��ه�ی (۴)

اس��ت. ن��ی��م�س��اده راس��ت، R-م��دول ع��ن��وان ب��ه R (۵)

■ .[١۵] م��رج��ع از ۲ · ۵ ق��ض��ی��ه�ی اث��ب��ات.
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ک��ن��د. ص��دق ١٢.١ ق��ض��ی��ه�ی م��ع��ادل ش��رای��ط از ی��ک��ی در R ه��رگ��اه اس��ت، راس��ت ن��ی��م�س��اده�ی R ح��ل��ق��ه�ی گ��وی��ی��م .١٣.١ ت��ع��ری��ف

�ر �ف� ص� ای��دآل آن �ره�ی س� �ه�ی) �رف� (دوط� ای��دآل �ا �ه� �ن� ت� �اه �رگ� ه� اس��ت، �اده س� R �م �ی� �وی� گ� �د. �اش� ب� �ه �ق� �ل� ح� ی��ک R �م �ی� �ن� ک� ف��رض .١۴.١ �ری��ف �ع� ت�
ب��اش��د.

�خ��ص �ش� م� �ل �ام� ک� �ور ط� �ه ب� را �اده �م�س� �ی� ن� �ای �ه�ه� �ق� �ل� ح� �ار �ت� �اخ� س� �ت، اس� �روف �ع� م� ١ �ن �ی� �رن-آرت� ودرب� �ه�ی �ی� �ض� ق� �ه ب� �ه ک� �ر زی� �ه�ی �ی� �ض� ق�
م��ی�ک��ن��د.

�ای �ه�ه� �ق� �ل� ح� و n۱, ..., nr ∈ N �داد اع� �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �ت راس� �اده�ی �م�س� �ی� ن� �ه�ی �ق� �ل� ح� �ک ی� R �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .١۵.١ �ه �ی� �ض� ق�
ک��ه ط��وری ب��ه دارن��د وج��ود D۱, ..., Dr ت��ق��س��ی��م

R ∼= Matn۱(D۱)× ...×Matnr(Dr)

س��اده�ی راس��ت م��دول ت��ا r �اً دق��ی��ق� و ه��س��ت��ن��د ی��ک��ت��ا ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��د در (nr, Dr) و ... و (n۱, D۱) زوج�ه��ای و r ع��دد ع��لاوه ب��ه
دارد. وج��ود R روی ن��ای��ک��ری��خ��ت

■ .[١۵] م��رج��ع از ۳ · ۵ ق��ض��ی��ه�ی اث��ب��ات.

ب��اش��د. چ��پ ن��ی��م�س��اده�ی گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت راس��ت ن��ی��م�س��اده�ی ح��ل��ق��ه�ی ی��ک R ح��ل��ق��ه�ی .١۶.١ ن��ت��ی��ج��ه

■ اس��ت. واض��ح ن��ت��ی��ج��ه اس��ت، ب��رق��رار راس��ت م��دول�ه��ای ه��م��ان��ن��د ن��ی��ز چ��پ م��دول�ه��ای ١۵.١ب��رای ق��ض��ی��ه�ی چ��ون اث��ب��ات.

�ت راس� و �پ چ� �اده�ی �م�س� �ی� ن� �ه ب� �اره�ای اش� �ا، �ه�ه� �ق� �ل� ح� �ورد م� در �س پ� �ن ای� از �وق، ف� �ه�ی �ج� �ی� �ت� ن� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�
اس��ت. ن��ی��م�س��اده ح��ل��ق��ه�ی ی��ک R م��ی�گ��وی��ی��م س��اده ط��ور ب��ه و ن��م��ی�ک��ن��ی��م

راس��ت اول��ی��ه و ن��ی��م�اول اول، ح��ل��ق��ه�ه��ا�ی ۴.١

از �ی �رخ� ب� و �رده ک� �ی �رف� �ع� م� �د، �ن� �ن� �ی�ک� م� �ا �ف� ای� �ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �ه�ی �ری� �ظ� ن� در �ی �م� �ه� م� �ق��ش ن� �ه ک� را �ه �ی� اول� و �م�اول �ی� ن� اول، �ای �ه�ه� �ق� �ل� ح� �خ��ش ب� �ن ای� در
م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان ن��ی��ازم��ن��دی��م، آن�ه��ا ب��ه آی��ن��ده ف��ص��ل�ه��ای در ک��ه را آن�ه��ا خ��واص

ب��رای و ،P ̸= R ه��رگ��اه اس��ت، اول R �ق��ه�ی �ل� ح� از P ای��دآل �ی��م گ��وی� ب��اش��د. دل��خ��واه �ق��ه�ی �ل� ح� ی��ک R �ی��م �ن� ک� ف��رض .١٧.١ ت��ع��ری��ف
،R از B و A ای��دآل�ه��ای

AB ⊆ P =⇒ A ⊆ P Bی��ا ⊆ P.

١Wedderburn-Artin theorem
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ای��دآل ه��ر ب��رای �اه ه��رگ� اس��ت، �ی��م�اول ن� R �ق��ه�ی �ل� ح� از C ای��دآل �ی��م گ��وی� ب��اش��د. دل��خ��واه �ق��ه�ی �ل� ح� ی��ک R �ی��م �ن� ک� ف��رض .١٨.١ ت��ع��ری��ف
،R از A

A۲ ⊆ C =⇒ A ⊆ C.

اس��ت. ن��ی��م�اول ه��م��ی��ش��ه اول ای��دآل ی��ک م��ث��ال ب��رای

ب��اش��د. R از (ن��ی��م�اول) اول ای��دآل ی��ک (۰) ه��رگ��اه اس��ت، (ن��ی��م�اول) اول R ح��ل��ق��ه�ی گ��وی��ی��م .١٩.١ ت��ع��ری��ف

A گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت (ن��ی��م�اول) اول ح��ل��ق��ه�ی R/A ،A ای��دآل ه��ر ب��رای گ��رف��ت، ن��ت��ی��ج��ه م��ی�ت��وان ف��اص��ل��ه ب��لا ق��ب��ل ت��ع��ری��ف از
ب��اش��د. R از (ن��ی��م�اول) اول ای��دآل ی��ک

اس��ت: م��ع��ادل زی��ر ش��رای��ط ،R ح��ل��ق��ه�ی ه��ر ب��رای .٢٠.١ ق��ض��ی��ه

اس��ت؛ ن��ی��م�س��اده R ح��ل��ق��ه�ی (۱)

اس��ت؛ چ��پ آرت��ی��ن��ی و ن��ی��م�اول R ح��ل��ق��ه�ی (۲)

دارد. چ��پ اص��ل��ی ای��دآل�ه��ای روی DCC و ن��ی��م�اول R ح��ل��ق��ه�ی (۳)

■ [١۵] م��رج��ع از ۱۰ · ۲۴ ق��ض��ی��ه�ی اث��ب��ات.

�دآل ای� �ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و �ر گ� ا اس��ت �م�اول �ی� ن� �ه�ی �ق� �ل� ح� ی��ک R ص��ورت ای��ن در �د. �اش� ب� �واه �خ� دل� �ه�ی �ق� �ل� ح� ی��ک R �م �ی� �ن� ک� ف��رض .٢١.١ �زاره گ�
ب��اش��د. ن��داش��ت��ه ن��اص��ف��ر پ��وچ�ت��وان

■ .[١۵] م��رج��ع از ۱۰ · ۱۶ گ��زاره�ی اث��ب��ات.
م��ی�پ��ردازی��م. راس��ت اول��ی��ه�ی ای��دآل ب��ررس��ی ب��ه ن��ی��از ح��د در ادام��ه در

�ت راس� �دول R-م� �اه �رگ� ه� �ت، اس� �پ) چ� �ه�ی �ی� (اول� �ت راس� �ه�ی �ی� اول� R �م �ی� �وی� گ� �د. �اش� ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٢٢.١ �ف �ری� �ع� ت�
ب��اش��د. داش��ت��ه وج��ود وف��اداری و س��اده (چ��پ)

ح��ل��ق��ه�ی R/I ه��رگ��اه اس��ت، چ��پ) (اول��ی��ه�ی راس��ت اول��ی��ه�ی I گ��وی��ی��م .I ⊴R و ب��اش��د ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��م ف��رض .٢٣.١ ت��ع��ری��ف
ب��اش��د. (چ��پ) راس��ت اول��ی��ه�ی

�دول R-م� �ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و �ر گ� ا اس��ت راس��ت �ه�ی �ی� اول� I ص��ورت ای��ن در .I ⊴ R و �د �اش� ب� �ه �ق� �ل� ح� ی��ک R �م �ی� �ن� ک� ف��رض .٢۴.١ �ه �ی� �ض� ق�
.annR(M) = I ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د م��وج��ود M م��ان��ن��د س��اده�ای راس��ت

و �اده س� �ت راس� �دول R/I-م� پ��س �ت. اس� �ت راس� �ه�ی �ی� اول� R/I �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �ت راس� �ه�ی �ی� اول� I �م �ی� �ن� ک� �رض ف� اث��ب��ات.
�ی �ادگ� س� �ه ب� .MI = (۰) و �ت اس� �دول R-م� ی��ک M �ت، اس� �دول R/I-م� ی��ک M �ون چ� �ت. اس� �ود �وج� م� M �د �ن� �ان� م� �اداری وف�

.annR(M) = I و اس��ت س��اده R-م��دول ی��ک M داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان
،MI = (۰) �ه �ج� �ی� �ت� ن� در .annR(M) = I �ه ک� �د �اش� ب� �ود �وج� م� M �د �ن� �ان� م� �اده�ای س� �ت راس� �دول R-م� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �س �ک� �رع� ب�
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و �ت، اس� �اده س� �دول R/I-م� �وان �ن� ع� �ه ب� M �رد ک� �ی �ررس� ب� �وان �ی�ت� م� �ی �ادگ� س� �ه ب� �ت. اس� �دول R/I-م� �ک ی� ،M �ن �رای� �اب� �ن� ب� و
■ اس��ت. راس��ت اول��ی��ه�ی ای��دآل ی��ک I و راس��ت اول��ی��ه�ی ح��ل��ق��ه�ی R/I م��ی�ده��د ن��ش��ان ای��ن .annR/I(M) = (۰)

م��ع��ادل��ن��د: زی��ر ش��رای��ط ب��اش��د. راس��ت آرت��ی��ن��ی ح��ل��ق��ه�ی ی��ک R ک��ن��ی��م ف��رض .٢۵.١ گ��زاره

اس��ت؛ س��اده R ح��ل��ق��ه�ی (۱)

اس��ت؛ راس��ت اول��ی��ه�ی ح��ل��ق��ه�ی ی��ک R ح��ل��ق��ه�ی (۲)

اس��ت. اول R ح��ل��ق��ه�ی (۳)

دارد. �ی��م��ال ک��س� م��ا راس��ت ای��دآل پ��س اس��ت �ل��ق��ه ح� ی��ک R چ��ون ب��اش��د. س��اده �ل��ق��ه�ی ح� ی��ک R �ن��ی��م ک� ف��رض :(۱) ⇒ (۲) اث��ب��ات.
R �ون چ� اس��ت. R در �ه �رف� دوط� �دآل ای� ی��ک annR(M) �رف��ی ط� از اس��ت. �ود �وج� م� MR �د �ن� �ان� م� �اده�ای س� راس��ت �دول م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در

اس��ت س��اده

annR(M) = R ی��ا annR(M) = (۰)

پ��س اس��ت س��اده R-م��دول ی��ک M ک��ه آن�ج��ای��ی از

annR(M) ̸= R

اس��ت. راس��ت اول��ی��ه�ی ح��ل��ق��ه�ی ی��ک R م��ی�ده��د ن��ش��ان ای��ن .annR(M) = (۰) ن��ت��ی��ج��ه در
M م��ان��ن��د وف��اداری و س��اده راس��ت R-م��دول ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. راس��ت اول��ی��ه�ی ح��ل��ق��ه�ی ی��ک R ک��ن��ی��م ف��رض :(۲) ⇒ (۳)

چ��ون ح��ال .MA ̸= (۰) ی��م دار ،M ب��ودن وف��ادار وی��ژگ��ی ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��اش��د. R ن��اص��ف��ر ای��دآل ی��ک A ک��ن��ی��م ف��رض اس��ت. م��وج��ود
، MA ≤ M و اس��ت س��اده M

M = MA

آن�گ��اه ب��اش��د، R ن��اص��ف��ر ای��دآل ی��ک B گ��ر ا م��ش��اب��ه ط��ور ب��ه

M = MB

ن��ت��ی��ج��ه در

M(AB) = (MA)B = MB ̸= (۰) =⇒ AB ̸= (۰)

اس��ت. اول ح��ل��ق��ه�ی ی��ک R م��ی�ده��د ن��ش��ان ای��ن
از اس��ت. �اده �م�س� �ی� ن� R �ق��ه�ی �ل� ح� ،٢٠.١ �ب��ق ط� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در �د. �اش� ب� راس��ت �ن��ی �ی� آرت� و اول �ه�ی �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��م �ن� ک� ف��رض :(۳) ⇒ (۱)

■ اس��ت. س��اده ح��ل��ق��ه�ی R م��ی�ده��د ن��ش��ان ای��ن ن��دارد. س��اده م��ول��ف��ه�ی ی��ک از ب��ی��ش پ��س اس��ت، اول R ط��رف��ی

ج��ی��ک��وب��س��ن رادی��ک��ال اس��ت لازم آن از پ��ی��ش م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان ن��ی��از ح��د در را ن��ی��م�م��وض��ع��ی ح��ل��ق��ه�ه��ای م��ف��ه��وم ب��خ��ش ای��ن پ��ای��ان در
ک��ن��ی��م. ت��ع��ری��ف را ح��ل��ق��ه ی��ک
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�ک��ال رادی� را R �م��ال �ی� �س� ک� �ا م� راس��ت �ای �دآل�ه� ای� �ام �م� ت� �راک �ت� اش� ص��ورت ای��ن در �د. �اش� ب� �ه �ق� �ل� ح� ی��ک R �م �ی� �ن� ک� ف��رض .٢۶.١ �ری��ف �ع� ت�
م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش J(R) ن��م��اد ب��ا را آن و گ��وی��ی��م R ج��ی��ک��وب��س��ن

م��ی�ب��اش��د. ک��س��ی��م��ال م��ا چ��پ ای��دآل�ه��ای ت��م��ام اش��ت��راک ،J(R) ک��ه م��ی�ش��ود داده ن��ش��ان

M �ای �از�ه� �س� �وچ� پ� �راک �ت� اش� �اوی �س� م� R �س��ن �وب� �ک� �ی� ج� �ال �ک� رادی� �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �ه �ق� �ل� ح� ی��ک R �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٢٧.١ �ه �ی� �ض� ق�
اس��ت. س��اده راس��ت R-م��دول ع��ن��وان ب��ه M ک��ه اس��ت

■ .[١۵] م��رج��ع از ۴ · ۲ ن��ت��ی��ج��ه�ی اث��ب��ات.

اس��ت. R ح��ل��ق��ه�ی از دوط��رف��ه ای��دآل ی��ک J(R) ق��ب��ل، ق��ض��ی��ه�ی ب��ه ت��وج��ه ب��ا

ب��اش��د. آرت��ی��ن��ی R/J(R) ه��رگ��اه اس��ت، ن��ی��م�م��وض��ع��ی R ح��ل��ق��ه�ی گ��وی��ی��م .٢٨.١ ت��ع��ری��ف
ب��اش��د. داش��ت��ه ک��س��ی��م��ال م��ا (راس��ت) ای��دآل ی��ک ت��ن��ه��ا R ه��رگ��اه اس��ت، م��وض��ع��ی R ح��ل��ق��ه�ی گ��وی��ی��م

دارد. راس��ت اول��ی��ه�ی ای��دآل م��ت��ن��اه��ی ت��ع��داد ف��ق��ط R آن�گ��اه ب��اش��د، ن��ی��م�م��وض��ع��ی ح��ل��ق��ه�ی R گ��ر ا .٢٩.١ گ��زاره

�اده �م�س� �ی� ن� R/J(R) �ن �رای� �اب� �ن� ب� و �ت اس� �ی �ن� �ی� آرت� R/J(R) �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �ی �ع� �وض� �م�م� �ی� ن� �ه�ی �ق� �ل� ح� R �م �ی� �ن� ک� �رض ف� اث��ب��ات.
�ن��ون ک� ا اس��ت. �ن��اه��ی �ت� م� �ت��ی ی��ک��ری��خ� ت��ح��ت �ای��ش س��اده�ه� ت��ع��داد �ن��ی، �ی� آرت� �ی��م�س��اده�ی ن� �ق��ه�ی �ل� ح� ه��ر �ی��ن ودرب��رن-�آرت� �ی��ه�ی ق��ض� �اب��ر �ن� ب� اس��ت.
م��ی�ش��ود. س��اده R/J(R)-م��دول �ن��وان ع� ب��ه �ن��د، م��ی�ک� ص��ف��ر را س��اده ه��ر �ی��ک��وب��س��ن ج� چ��ون �ی��ری��م ب��گ� ن��ظ��ر در R روی ک��ه س��اده�ای ه��ر
�ن��اه��ی �ت� م� �ت��ی �ری��خ� ی��ک� ت��ح��ت �ی��ز ن� R روی س��اده�ه��ای پ��س اس��ت. �ن��اه��ی �ت� م� �ت��ی �ری��خ� ی��ک� ت��ح��ت R/J(R) روی س��اده�ه��ا ت��ع��داد ط��رف��ی از
�ن��اه��ی �ت� م� ی��ک��ری��خ��ت��ی ت��ح��ت R روی س��اده�ه��ای چ��ون اس��ت. س��اده R-م��دول ی��ک پ��وچ��س��از ،R از راس��ت �ی��ه�ی اول� ای��دآل ه��ر اس��ت.
■ اس��ت. م��ت��ن��اه��ی R راس��ت اول��ی��ه�ی ای��دآل�ه��ای ت��ع��داد پ��س اس��ت، ب��راب��ر ب��اه��م ی��ک��ری��خ��ت R-م��دول�ه��ای پ��وچ��س��از و اس��ت

م��ک��م��ل و اس��اس��ی زی��رم��دول�ه��ای ۵.١

�ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ا آن�ه� �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ت �ی� �م� اه� �ب �وج� م� �ه ک� �د دارن� �ی �اص� خ� �ای �ی�ه� �ژگ� وی� �ا آن�ه� از �ی �ض� �ع� ب� �دول، م� �ک ی� �ای �دول�ه� �رم� زی� �ان �ی� م� در
پ��رداخ��ت. خ��واه��ی��م آن�ه��ا از م��ه��م دس��ت��ه�ی چ��ن��د ب��ررس��ی ب��ه ب��خ��ش ای��ن در م��ی�ش��ود. دی��گ��ر زی��رم��دول�ه��ای

آن و اس��ت M از اس��اس��ی زی��رم��دول ی��ک N گ��وی��ی��م .N ≤ M و ب��اش��د راس��ت R-م��دول ی��ک M ک��ن��ی��م ف��رض .٣٠.١ ت��ع��ری��ف
.N ∩X ̸= (۰) ب��اش��ی��م داش��ت��ه M از X ن��اص��ف��ر زی��رم��دول�ه��ای ه��م��ه�ی ب��رای ه��رگ��اه م��ی�ده��ی��م، ن��ش��ان N ≤e M ن��م��اد ب��ا را

اس��ت. N از اس��اس��ی ت��وس��ی��ع ی��ک M گ��وی��ی��م ه��م��چ��ن��ی��ن ،N ≤e M گ��ر ا
.I ⊴e RR آن�گ��اه ب��اش��د، داش��ت��ه ن��ات��ه��ی اش��ت��راک R ن��اص��ف��ر راس��ت ای��دآل�ه��ای ت��م��ام ب��ا ،R ح��ل��ق��ه�ی از I راس��ت ای��دآل ی��ک گ��ر ا

.I ⊴e RR ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. R از ن��اص��ف��ر ای��دآل ی��ک I و اول ح��ل��ق��ه�ی ی��ک R ک��ن��ی��م ف��رض .٣١.١ ل��م



پ��ی��ش�������������������������������ن��ی��از�ه��ا .١ ١١ف��ص��ل

اس��ت، اول ح��ل��ق��ه�ی R چ��ون ب��اش��د. R از ن��اص��ف��ر و دل��خ��واه راس��ت ای��دآل ی��ک A ک��ن��ی��م ف��رض اث��ب��ات.

(۰) ̸= AI ⊆ A ∩ I.

■ اس��ت. R از اس��اس��ی راس��ت ای��دآل ی��ک I م��ی�ده��د ن��ش��ان ای��ن

و m ∈ M �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� .N ≤e M و �د �اش� ب� �ت راس� �دول R-م� �ک ی� M �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٣٢.١ �م ل�
.m−۱N ⊴e RR ص��ورت ای��ن در .m−۱N = {r ∈ R|mr ∈ N}

■ .[٢٢] م��رج��ع از ۲ · ۲ · ۲ ل��م اث��ب��ات.

در N ب��رای �م �م� �ت� م� ی��ک L ≤ M �رم��دول زی� �م �ی� �وی� گ� .N ≤ M و �اش��د ب� راس��ت R-م��دول ی��ک M �ی��م �ن� ک� ف��رض .٣٣.١ �ع��ری��ف ت�
ب��اش��د. م��ی��ن��ی��م��ال خ��اص��ی��ت ای��ن ب��ه ن��س��ب��ت L و M = N + L ه��رگ��اه اس��ت، M

�اه �رگ� ه� �ت، اس� M در �م �م� �ت� م� �ک ی� H ≤ M �دول �رم� زی� �م �ی� �وی� گ� �د. �اش� ب� �ت راس� �دول R-م� ی��ک M �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٣۴.١ �ف �ری� �ع� ت�
ب��اش��د. M در G ب��رای م��ت��م��م ی��ک H ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود M از G زی��رم��دول

ی��م. دار را م��ک��م��ل زی��رم��دول�ه��ای م��ت��م��م، زی��رم��دول�ه��ای دوگ��ان ع��ن��وان ب��ه

در L ب��رای �م��ل م��ک� ی��ک C ≤ M زی��رم��دول �ی��م �وی� گ� .L ≤ M و ب��اش��د راس��ت R-م��دول ی��ک M �ی��م �ن� ک� ف��رض .٣۵.١ �ع��ری��ف ت�
ب��اش��د. ک��س��ی��م��ال م��ا خ��اص��ی��ت ای��ن ب��ه ن��س��ب��ت C و C ∩ L = (۰) ه��رگ��اه اس��ت، M

�ه ک� را M از C۰ �دول �رم� زی� �ر ه� �ع واق� در �ت. اس� M در �ل �م� �ک� م� �ک ی� دارای ،M از �دول �رم� زی� �ر ه� ،٢ زرن �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�
داد. ت��وس��ع��ه M در L ب��رای م��ک��م��ل ی��ک ب��ه م��ی�ت��وان ،C۰ ∩ L = (۰)

�اه �رگ� ه� �ت، اس� M در �ل �م� �ک� م� �ک ی� C ≤ M �دول �رم� زی� �م �ی� �وی� گ� �د. �اش� ب� �ت راس� �دول R-م� ی��ک M �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٣۶.١ �ف �ری� �ع� ت�
ب��اش��د. M در N ب��رای م��ک��م��ل ی��ک C ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود N ≤ M زی��رم��دول

اس��ت، �ت��ه ب��س� M در اس��اس��ی ط��ور ب��ه C ≤ M زی��رم��دول �ی��م �وی� گ� ب��اش��د. راس��ت R-م��دول ی��ک M �ی��م �ن� ک� ف��رض .٣٧.١ �ع��ری��ف ت�
اس��ت. M از ب��س��ت��ه زی��رم��دول ی��ک C م��ی�گ��وی��ی��م اخ��ت��ص��ار ب��ه ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ن��داش��ت��ه M در س��ره اس��اس��ی ت��وس��ی��ع ،C گ��اه ه��ر

گ��ر ا اس��ت M در م��ک��م��ل C زی��رم��دول ص��ورت ای��ن در .C ≤ M و ب��اش��د راس��ت R-م��دول ی��ک M ک��ن��ی��م ف��رض .٣٨.١ گ��زاره
ب��اش��د. ب��س��ت��ه M در اس��اس��ی) ط��ور (ب��ه C گ��ر ا ت��ن��ه��ا و

■ .[١۶] م��رج��ع از ۶ · ۳۲ گ��زاره�ی اث��ب��ات.

٢Zorn lemma
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راس��ت گ��ل��دی ح��ل��ق��ه�ی ۶.١

در ک��ه �ای��ی �ای� ق��ض� ب��رخ��ی و ک��رده �ع��رف��ی م� را �ق��ه �ل� ح� ی��ک راس��ت ک��س��ره��ای �ق��ه�ی �ل� ح� و �ل��دی گ� �ه�ی �ق� �ل� ح� �ن��واخ��ت، ی��ک� م��دول ب��خ��ش ای��ن در
م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان ن��ی��ازم��ن��دی��م آی��ن��ده ف��ص��ل�ه��ای

�دول �رم� زی� �ر ه� و U ̸= (۰) �اه �رگ� ه� �ت، اس� �ت �واخ� �ن� �ک� ی� U �م �ی� �وی� گ� �د. �اش� ب� �ت راس� �دول R-م� ی��ک U �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٣٩.١ �ف �ری� �ع� ت�
ب��اش��د. اس��اس��ی زی��رم��دول ی��ک ،U از ن��اص��ف��ر

ش��ام��ل M ه��رگ��اه اس��ت، م��ت��ن��اه��ی ی��ک��ن��واخ��ت ب��ع��د دارای M گ��وی��ی��م ب��اش��د. راس��ت R-م��دول ی��ک M ک��ن��ی��م ف��رض .۴٠.١ ت��ع��ری��ف
ن��ب��اش��د. ن��اص��ف��ر زی��رم��دول�ه��ای از ن��ام��ت��ن��اه��ی م��س��ت��ق��ی��م م��ج��م��وع

دارد. م��ت��ن��اه��ی ی��ک��ن��واخ��ت ب��ع��د ،N آن�گ��اه N ≤ M و ب��اش��د م��ت��ن��اه��ی ی��ک��ن��واخ��ت ب��ع��د دارای M گ��ر ا ک��ن��ی��د ت��وج��ه

اس��ت. ی��ک��ن��واخ��ت زی��رم��دول ی��ک ش��ام��ل M آن�گ��اه ،M ̸= (۰) و ب��اش��د م��ت��ن��اه��ی ی��ک��ن��واخ��ت ب��ع��د دارای M گ��ر ا .۴١.١ ل��م

■ .[٢٢] م��رج��ع از ۲ · ۷ ل��م اث��ب��ات.

در R و �اش��د ب� �اه��ی �ن� �ت� م� راس��ت �واخ��ت �ن� �ک� ی� �د �ع� ب� دارای R �اه �رگ� ه� اس��ت، راس��ت �ل��دی گ� �ه�ی �ق� �ل� ح� R �ه�ی �ق� �ل� ح� �م �ی� �وی� گ� .۴٢.١ �ری��ف �ع� ت�
و چ��پ گ��ل��دی ح��ل��ق��ه�ی R گ��ر ا م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف چ��پ گ��ل��دی ح��ل��ق��ه�ی م��ش��اب��ه ط��ور ب��ه ک��ن��د. ص��دق راس��ت��ش پ��وچ��س��ازه��ای روی ACC

م��ی�ن��ام��ی��م. گ��ل��دی ح��ل��ق��ه�ی ی��ک را R آن�گ��اه ب��اش��د، راس��ت

�ت، اس� �اب ت� از �ارغ ف� M راس��ت �دول R-م� �م �ی� �وی� گ� �د. �اش� ب� �م�اول �ی� ن� �ت راس� �دی �ل� گ� �ه�ی �ق� �ل� ح� �ک ی� R �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .۴٣.١ �ری��ف �ع� ت�
.mc ̸= ۰ ب��اش��ی��م داش��ت��ه c ∈ R م��ن��ظ��م ع��ن��ص��ر ه��ر و m ∈ M ن��اص��ف��ر ع��ن��ص��ر ه��ر ب��رای ه��رگ��اه

ه��رگ��اه: اس��ت، R از راس��ت ک��س��ره��ای� ح��ل��ق��ه�ی ی��ک S گ��وی��ی��م ب��اش��ن��د. ح��ل��ق��ه S و R ک��ن��ی��م ف��رض .۴۴.١ ت��ع��ری��ف

.R ⊆ S (۱)

ب��اش��د. S در دوط��رف��ه وارون دارای R از م��ن��ظ��م ع��ن��ص��ر ه��ر (۲)

.s = rd−۱ ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د م��وج��ود d ∈ R م��ن��ظ��م ع��ن��ص��ر و r ∈ R ع��ن��ص��ر ،S از s ع��ن��ص��ر ه��ر ب��رای (۳)

راس��ت �ل��دی گ� �ه�ی �ق� �ل� ح� ی��ک R �ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و �ر گ� ا اس��ت �اده س� �م �ی� ن� راس��ت �ره��ای ک��س� �ه�ی �ق� �ل� ح� ی��ک دارای ،R �ه�ی �ق� �ل� ح� .۴۵.١ �ی��ه ق��ض�
ب��اش��د. ن��ی��م�اول

■ .[١۴] م��رج��ع از ۵ · ۱۰ ق��ض��ی��ه�ی اث��ب��ات.

م��ع��ادل��ن��د: زی��ر ش��رای��ط ب��اش��د. S راس��ت ک��س��ره��ای ح��ل��ق��ه�ی دارای R ک��ن��ی��م ف��رض .۴۶.١ ق��ض��ی��ه

اس��ت؛ ی��ق��ی ت��زر ت��اب، از ف��ارغ و پ��ذی��ر ب��خ��ش راس��ت R-م��دول ه��ر (۱)

اس��ت. ن��ی��م�س��اده S (۲)



پ��ی��ش�������������������������������ن��ی��از�ه��ا .١ ١٣ف��ص��ل

■ .[١٧] م��رج��ع از ۳ · ۳ ق��ض��ی��ه�ی اث��ب��ات.

م��ج��م��وع��ه�ی ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��م ف��رض .۴٧.١ ل��م

{x ∈ R | xE = (۰), R Eدر اس��اس��ی راس��ت ای��دآل ی��ک {ب��رای

اس��ت. R از ای��دآل ی��ک م��ی�ده��ی��م، ن��ش��ان Z(RR) ی��ا Z(R) ب��ا را آن ک��ه

ک��ن��ی��م ف��رض .Z(R) ̸= ∅ ن��ت��ی��ج��ه در و ۰ ∈ Z(R) پ��س اس��ت، خ��ودش از اس��اس��ی راس��ت ای��دآل ی��ک ع��ن��وان ب��ه R چ��ون اث��ب��ات.
ک��ه ط��وری ب��ه م��وج��ودن��د R از J و I اس��اس��ی راس��ت ای��دآل�ه��ای ص��ورت ای��ن در .x, y ∈ Z(R)

xI = yJ = (۰)

و اس��ت، R از اس��اس��ی راس��ت ای��دآل ی��ک I ∩ J ط��رف��ی از

(x± y)(I ∩ J) = (۰)

ن��ت��ی��ج��ه در

x± y ∈ Z(R)

راس��ت ای��دآل ،٣٢.١ ل��م ب��ن��اب��ر ،t ∈ R ه��ر ب��رای

K = {r ∈ R | tr ∈ I}

�ک ی� Z(R) �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ن ای� .tx ∈ Z(R) �وح �وض� ب� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� .xt ∈ Z(R) �ن �رای� �اب� �ن� ب� .xtK ≤ xI و �ت، اس� �ی �اس� اس�
■ اس��ت. ای��دآل

م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده R از راس��ت م��ن��ف��رد ای��دآل ق��ب��ل، ل��م در Z(R) ای��دآل .۴٨.١ ت��ع��ری��ف

ص��ورت ای��ن در �ن��د. م��ی�ک� ص��دق �ت��ش راس� پ��وچ��س��ازه��ای روی ACC در ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د �ه �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��م �ن� ک� ف��رض .۴٩.١ ل��م
.Z(R) = (۰) آن�گ��اه ب��اش��د، ن��ی��م�اول R گ��ر ا ب��ه�ع��لاوه اس��ت. پ��وچ�ت��وان Z(R) ی��ع��ن��ی ،R راس��ت م��ن��ف��رد ای��دآل

وج��ود r.annR(A) ⊆ r.annR(A
۲) ⊆ r.annR(A

۳) ⊆ ... زن��ج��ی��ر گ��رف��ت��ن ن��ظ��ر در ب��ا .Z(R) = A م��ی�ده��ی��م ق��رار اث��ب��ات.
ک��ه ط��وری ب��ه n > ۰ دارد

r.annR(A
n) = r.annR(A

n+۱)

م��ج��م��وع��ه�ی .An+۱ ̸= (۰) ک��ن��ی��م ف��رض

C = {r.annR(a) | Ana ̸= (۰)}



پ��ی��ش�������������������������������ن��ی��از�ه��ا .١ ١۴ف��ص��ل

�ای �ازه� �س� �وچ� پ� روی ACC در �ه ک� �ت اس� �ه��ای �ق� �ل� ح� R �ی �رف� ط� از .C ̸= ∅ �ن �رای� �اب� �ن� ب� An+۱ ̸= (۰) �ون چ� �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را
گ��ر ا اس��ت. C ک��س��ی��م��ال م��ا ع��ض��و r.annR(a) ک��ه اس��ت م��وج��ود a ی��ع��ن��ی دارد. ک��س��ی��م��ال م��ا ع��ض��و C پ��س م��ی�ک��ن��د. ص��دق راس��ت��ش

آن�گ��اه ،b ∈ A

r.annR(b) ⊴e R

ب��ن��اب��رای��ن

aR ∩ r.annR(b) ̸= (۰)

ای��ن .bar = ۰ ل��ذا ،x ∈ r.annR(b) چ��ون ول��ی .ar ̸= ۰ و x = ar ک��ه ط��وری ب��ه م��وج��ودن��د x ∈ aR و r ∈ R رو ای��ن از
م��ی�ده��د: ن��ت��ی��ج��ه

r.annR(a) & r.annR(ba)

�ق �ب� ط� �ن �رای� �اب� �ن� ب� و ،An+۱a = (۰) �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ن ای� .Anba = (۰) �ه �ن�ک� ای� �ر �گ� م� �ت، اس� a �اب �خ� �ت� ان� �ا ب� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ن ای�
.An+۱ = (۰) رو ای��ن از .Ana = (۰) ،n ان��ت��خ��اب

�ر �ف� �اص� ن� �وان �وچ�ت� پ� �دآل ای� R �د، �ن� �ی�ک� م� �اب �ج� ای� ٢١.١ �زاره�ی گ� اس��ت �م�اول �ی� ن� �ه�ی �ق� �ل� ح� ی��ک R �ه ک� �ن ای� از دوم، �م��ت �س� ق� �ات �ب� اث� �رای ب�
■ .Z(R) = (۰) ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. R پ��وچ�ت��وان ای��دآل ی��ک Z(R) ق��ب��ل ق��س��م��ت ط��ب��ق ط��رف��ی از ب��اش��د. ن��داش��ت��ه

ف��رض �ی��ن �ن� �چ� �م� ه� .Z(R) = (۰) و �اش��د ب� �اه��ی �ن� �ت� م� راس��ت �واخ��ت �ن� �ک� ی� �د �ع� ب� از �م�اول �ی� ن� �ه�ی �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��م �ن� ک� ف��رض .۵٠.١ گ��زاره
.cR ⊴e R و اس��ت م��ن��ظ��م c ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. راس��ت م��ن��ظ��م ع��ن��ص��ر ی��ک c ک��ن��ی��م

■ .[٢٢] م��رج��ع از ۲ · ۳ · ۴ گ��زاره�ی اث��ب��ات.

ف��رض �ی��ن �ن� �چ� �م� ه� .Z(R) = (۰) و �اش��د ب� �اه��ی �ن� �ت� م� راس��ت �واخ��ت �ن� �ک� ی� �د �ع� ب� از �م�اول �ی� ن� �ه�ی �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��م �ن� ک� ف��رض .۵١.١ گ��زاره
اس��ت: ب��رق��رار زی��ر اح��ک��ام ب��اش��د. R از راس��ت ای��دآل ی��ک E ک��ن��ی��م

r.annR(c)؛ ∩ E = (۰) ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت c ع��ن��ص��ر ی��ک ش��ام��ل E (۱)

ب��اش��د. R از م��ن��ظ��م ع��ن��ص��ر ی��ک ش��ام��ل E گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت اس��اس��ی E (۲)

ب��ه �د دارن� وج��ود c, d ∈ E �ن��اص��ر ع� ،E۲ ̸= (۰) چ��ون �اش��د. ب� �ن��واخ��ت �ک� ی� E ک��ه �م �ری� �ی� م��ی�گ� �ر ن��ظ� در را �ت��ی �ال� ح� �ت��دا اب� :(۱) اث��ب��ات.
م��ی�ده��ی��م ق��رار .cd ̸= ۰ ک��ه ط��وری

V = r.annR(c) ∩ E

،٣٢.١ ل��م ط��ب��ق ب��ن��اب��رای��ن و V ⊴e E اس��ت، ی��ک��ن��واخ��ت E چ��ون .V ̸= (۰) م��ی�ک��ن��ی��م ف��رض و

d−۱V = {r ∈ R | dr ∈ V } ⊴e R.


