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 چكيده

 
 

 شده نمايينمايي  توزيع و شده نمايي نمايي، توزيع نمايي، هاي توزيع خانواده به باتوجه نامه پايان اين در

 برآورد هاي روش به يافته تعميم شده نمايي نمايي، توزيع پارامترهاي برآورد .ارايه مي شود يافته، تعميم

 ماركفي كارلو -مونت سازي شبيه روش برآورد وبا استفاده از  درستنمايي ماكزيمم برآورد و گشتاوري

با توجه به نتايج بدست آمده . ارايه شده است  درستنمايي ماكزيمم برآورد گشتاوري و مقايسه دو روش برآورد
  .ا معرفي شده است ، برآورد كار
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 مقدمه
 

 جايگزيني عنوان به را شده نمايي نمايي، توزيع محققين آن كاربرد و نمايي هاي توزيع اهميت به توجه با اخيراً
 اين در كه اند داده قرار مطالعه مورد را آن مختلف خواص و اند كرده پيشنهاد وايبل و گاما هاي توزيع براي
 گرفتن نظر در با و پرداخته شده نمايي عهاي توزي معرفي به نمايي هاي توزيع خانواده به توجه با نامه پايان

 مد توزيع اين پارامترهاي برآورد همچنين .است شده معرفي يافته تعميم شده نمايي نمايي، توزيع ها، توزيع اين

 اين در نها آ آوردن دست به در درستنمايي ماكزيمم برآورد و گشتاوري برآورد شهاي رو به كه است بوده نظر
 شبيه و عددي هاي روش از استفاده به نياز غيرخطي معادلات حل در كه نجا آ از .است شده اقدام نامه پايان

 در .است شده پرداخته ماركفي كارلو -مونت و گيبس سازي شبيه معرفي به دوم فصل در لذا باشد مي سازي

 ماكزيمم برآورد و گشتاوري برآورد شامل پارامترها كلاسيك برآورد هاي روش به توجه با چهارم ,سوم فصل
پنجم  درفصل .است شده ارائه يافته تعميم شده نمايي نمايي، توزيع پارامترهاي برآورد منظور به درستنمايي

 افزار نرم از استفاده با كلاسيك روش به پارامترها برآورد براي آمده هدست ب نتايج Matlab v سازي شبيه

  .است گرديده ارائه و7.1
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  نمايي  هاي يعتوزخانواده 1- 1

به طور مستقل توسط سه آماردان به  1938و  1937 يها سالنمايي در  هاي يعتوزخواص خانواده 
به . مطالعه و بررسي شده است )] 1 [منبع (و دارمويس )] 1 [منبع ( ، پيتمن)] 1 [منبع (كوپمن يها نام

يز ن »كوپمن، پيتمن و دارمويس هاي يعتوزانواده خ«ا ر ها يعتوزهمين دليل بعضي از محققين اين گونه 
  .نامند يم

)) لا توابع احتماي(ي احتمال چگالخانواده توابع  ){ }:f x Rθ θ ∈Θ اين . را در نظر بگيريد ⊇
)ن شود اگر بتوا يمگفته ) يخانواده نمايي يك پارامترا ي(خانواده، عضو خانواده نمايي  )f xθ  را به صورت

  :زير نوشت 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )c d xf x a b x e θ
θ θ=                                                                                   ( 1-1 ) 

)ن كه در آ )c θ و( )a θ ز توابعي دلخواه اθ ،( )b x و( )d x ز توابعي دلخواه اx ه باشند، به طوري ك يم

( )b x و( )a θ هر دو توابعي مثبت هستند.  

)، )1-1(ه اگر در رابط ) ( ){ }expb x R x= و( ) ( ){ }expa Qθ θ=  را ) 1(باشند آنگاه رابطة
  :توان به صورت زير نوشت  يم

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }expf x c d x Q R xθ θ θ= + + )1-2 (  

)) لا توابع احتماي(حال، خانوادة توابع چگالي احتمال  ){ }: kf x Rθ θ ∈Θ . را در نظر بگيريد ⊇
شود اگر  يمگفته  )يپارامتر -  kنمايي  هاي يعتوزا خانوادة ي(نمايي  هاي يعتوزاين خانواده، عضو خانوادة 

)بتوان  )f xθ  را به صورت زير نوشت:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

exp
k

i i
i

f x a b x c d xθ θ θ
=

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ )1-3 (  

)كه در آن  )a θ  و( )ic θ،1,...,i k=،  توابعي از( )1,..., kθ θ θ= و( )b x و( )id x ،1,...,i k=، 
)ه باشند، به طوري ك يم xتوابعي از  )b x  و( )a θ توابعي مثبت هستند.  
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)) 3-1(اگر در رابطة  ) ( ){ }expa Qθ θ=  و( ) ( ){ }expb x R x=  انتخاب شوند، آنگاه رابطة
 :به صورت زير خواهد شد  )1-3(

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

exp
k

i i
i

f x c d x Q R xθ θ θ
=

⎧ ⎫
= + +⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ )1-4 (  

حالت پيوسته و گسسته وجود دارد كه بصورت زير توضيح داده  نمايي در هاي يعتوزخانواده 
  .خواهد شد

 حالت پيوستهخانواده توزيع نمايي  1- 1-1

ሼيك پارامتري  هاي يچگالخانوادة .  1 ఏ݂ሺݔሻ: ߆߳ߠ ك ܴሽ  يعهاي نمايي توزمتعلق به خانوادة
௫ݏگاه يهتكبا) 2-1(شود، اگر بتوان را به صورت رابطة  يمبا شرايط مطلوب گفته ) يك پارامتري( ൌ

ሺ ܽ , ܾ ሻدر آن ؛ كه شتنو: 

  .بستگي ندارند θبه  bو  aهيچ يك از مقادير : الف 
): ب  )c θ  تابعي غير صفر و پيوسته ازθ ،θ ∈Θ، است.  
)هر يك از توابع : ج  ) 0d x′ ≡ )( )d x′  مشتق تابع( )d x و  )دباش يم( )R x،  توابعي

  .باشند يم XSروي  xاز پيوسته 
)پارامتري  - kهاي يچگالخانواده  .2 ){ }: kf x Rθ θ ∈Θ نمايي  هاي يعتوزمتعلق به خانوادة  ⊇

)k - شود، اگر بتوان  يمبا شرايط مطلوب گفته  )يپارامتر( )f xθ  با ) 4(را به صورت رابطة
)ه گا يهتك ),XS a b= در آن ؛ كه نوشت: 

)به  bو  aهيچ يك از مقادير : الف  )1,..., kθ θ θ= بستگي ندارند.  
): ب  )ic θ ،1,...,i k=،  توابع غير صفر، به طور تابعي مستقل و پيوسته ازjθ ا، ه

1,...,j k=، هستند.  

): ج  )id x′ ،1,...,i k=، وابعي پيوسته از ت( ),x a b∈ تابع  ها آنباشند و هيچ يك از  يم
  .خطي همگن از بقيه نيستند

): د  )R x  تابعي پيوسته از( ),x a b∈ باشد يم.  
  

( )f xθ
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 حالت گسسته1-1-2

)خانوادة توابع احتمال يك پارامتري  .1 ){ }:f x Rθ θ ∈Θ  هاي يعتوزمتعلق به خانواده  ⊇
)شود اگر بتوان  يمبا شرايط مطلوب گفته  )يك پارامتري(نمايي  )f xθ  1(را به صورت -

}ه گا يهتكبا ) 2 }1 2: , ,...XS x x a a=  :در آن ؛ كه نوشت =

  .بستگي ندارد θبه  XSمجموعة : الف 
): ب  )c θ  يك تابع غير صفر پيوسته ازθ ،θ ∈Θ، است.  
): ج  )d x  يك تابع غير صفر ازx  روي مجموعةXS باشد يم.  

)پارامتري  - kهاي يچگالخانواده  .2 ){ }: kf x Rθ θ ∈Θ  هاي يعتوزمتعلق به خانوادة  ⊇
)شود، اگر بتوان  يمبا شرايط مطلوب گفته  )يپارامتر - k(نمايي  )f xθ  را به صورت
}ه گا يهتكبا ) 4(رابطة  }1 2: , ,...XS x x a a=  :در آن ؛ كه نوشت =

)به  XSمجموعة : الف  )1,..., kθ θ θ= بستگي ندارد.  
): ب  )ic θ ،1,...,i k=،  توابعي غير صفر، به طور تابعي مستقل و پيوسته ازjθ ا، ه

1,...,j k=، هستند.  
): ج  )id x ،1,...,i k=،  توابعي غير صفر ازx   روي مجموعةXS  است و هيچ يك از
  .تابعي خطي از بقيه نيست ها آن

توزيع نرمال، : استاندارد در حالت پيوسته نظير  هاي يعتوزبا توجه به آنچه كه بيان شد بسياري از 
: ، توزيع پاراتو، توزيع وايبل و توزيع گوسين معكوس و در حالت گسسته از قبيل تابتوزيع گاما، توزيع 

 هاي يسرواسن و توزيع توزيع پ ،)لاسكاپ(ي ي منفا دوجملهي، توزيع ا دوجملهتوزيع برنولي، توزيع 
  .باشند يم)يپارامتر -  kك پارامتري و ي(نمايي  هاي يعتوزلگاريتمي متعلق به خانوادة 

  :نمايي اشاره نماييم  هاي يعتوزو خواص خانوادة  ها يژگيودر پايان لازم است به برخي از 

) 2-1(نمايي به صورت  هاي يعتوزيك متغير تصادفي با شرايط مطلوب از خانوادة  Xر اگ -1
 :باشد، آنگاه 

( ) ( )
( )

Q
E d X

cθ

θ
θ
′

⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ ′
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)ن كه در آ )Q θ′  و( )c θ′ ع به ترتيب مشتق تواب( )Q θ و( )c θباشند يم.  

پارامتري به  - kي نماي هاي يعتوزيك متغير تصادفي با شرايط مطلوب از خانوادة  Xر اگ -2
)ب باشد، آنگاه با انتخا) 4-1(صورت  )i ic θ θ=، 

  : الف 

( ) ( )
i

i

Q
E d Xθ

θ
θ

∂
⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ ∂

 

  : ب 

( ) ( ) ( )2

,     ;         i ji j
i j

Q
Cov d X d Xθ

θ
θ θ

∂
⎡ ⎤ = − ≠⎣ ⎦ ∂ ∂

 

,1د براي يك نمونه تصادفي مانن -3 , nX XK  نمايي  هاي يعتوزاز خانوادةk -  پارامتري به

)، )3-1(صورت  ) ( )1
1 1

,...,
n n

j k j
j j

d X d X
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ع در واق. باشد يمθي يك آماره بسنده برا ∑

( ) ( )1
1 1

,...,
n n

j k j
j j

d X d X
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  . باشند يمي بسنده مينيمال ها آماره∑

,1ر اگ -4 , nX XK نمايي يك پارامتري باشد به صورت  هاي يعتوزي تصادفي از خانوادة ا مونهن

)آنگاه . باشد) 1-1( )1

n
ii

d X
  .تمينيمال كامل اس بسندهيك آمارة  ∑=

وابسته  θر كه براي آن دامنه مقاديري كه در آن چگالي نامنفي به پارامت ها يچگالهر خانواده  -5
 .باشد ينمباشد، متعلق به خانوادة نمايي 

,1ر اگ -6 , nX XK   باشد، تابع ) 2-1(نمايي به صورت  هاي يعتوزيك نمونة تصادفي از خانوادة
,1م چگالي احتمال توأ , nX XK  برابر است با 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1
,..., exp n n

n i ii i
f x x c d x nQ R xθ θ θ

= =
= + +∑ ∑  

)ز آنگاه واريانس هر تابع خطي ا )1

n
ii

d X
)ر در برآورد پارامت ∑= ) ( )1

n
ii

E d Xθγ θ
=

⎡ ⎤= ⎣ ⎦∑ 

 .دهد يمرائو را به دست  –كران پايين كرامر 
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  نمايي شده هاي يعتوز 2- 1

)ع تاب ) ( )H x G x
α

⎡ ⎤= ⎣  ()CDF(شود اگر تابع توزيع تجمعي  يمتوزيع نمايي شده ناميده  ⎦

Cumulative Distribution Function (،( )G x ر توسط پارامتα  كه يك عدد حقيقي مثبت
      )PRHRM(معكوس شده ) زيان(ل نرخ مخاطره همچنين مد. باشد، نمايي شده باشد يم
)Proportional Reversed Hazard Rate Model (  شود، زماني كه تابع نرخ مخاطره  يمنيز ناميده

به صورت زير تعريف شده  RHRF( )Reversed Hazard Rate Function  ( ،H(ه معكوس شد
  :باشد 

( ) ( ) ( )
( )

* lnH

h xdx H x
dx H x

λ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦  

)ن در آكه  )h x  تابع چگالي احتمال)PDF() Probability Density Function  ( مطابق با تابع
)ع توزي )H x؛ بنابراين باشد يم:  

( ) ( ){ } ( )
( ){ }

( )
1

* *
H G

G x g x
x x

G x

α

α

α
λ αλ

−

= =  

ه با تابع نرخ مخاطره معكوس شد αت با نسبت ثاب Hه بنابراين تابع نرخ مخاطره معكوس شد
G متناسب است.  

)ي توان نشان داد كه تابع توزيع تجمع يم )H x  ه توان به صورت جملات تابع نرخ مخاطر يمرا

( )H xλ  و تابع نرخ مخاطره معكوس شده به صورت زير نوشت:  

( ) ( )
( ) ( )*

H

H H

x
H x

x x
λ

λ λ
=

+
 

  :اگر 

1. 1α )ي گاه به طور خط، آن= ) ( )H x G x= . 

Nαيك عدد صحيح مثبت باشد،  αر اگ .2 = ،1,2,...N )گاه ، آن= ) ( ) N
H x G x⎡ ⎤= ⎣ تابع  ⎦

 .باشد يم Gي گرفته شده از تابع توزيع تجمع Nم توزيع تجمعي ماكزيمم نمونه تصادفي به حج
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. سازد يترم منعطفو  تر يقوآن را  ها دادهافزودن يك يا چند پارامتر به يك توزيع براي مدل سازي 
Gي تابع توزيع تجمع Gي به صورت نمايي به تابع توزيع تجمع αر براي مثال، اضافه كردن پارامت α  را به

Gه توزيع نمايي شدباشد و تابع  يترم منعطفتواناتر و  ها دادهآورد كه براي مدل سازي  يموجود  α  كاملاً با
  .متفاوت است Gع تابع توزي

 مايي شده، ننمايي هاي يعتوزخانوادة  )2-1- 1

)هاي يچگالخانوادة  )1., ,..., kf θ θ ع را كه بتوان براي يك انتخاب مناسب تواب( ).,...,.a ،( ).b ،

( ).,...,.jc  و( ).jd ،1,...,j k=،  به صورت زير نوشت:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1

; ,..., ,..., exp ,...,
k

k k j k j
j

f x a b x c d xθ θ θ θ θ θ
=

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑  

1kي برا. شود يمپارامتري تعريف  - kي متعلق به خانواده نماي ك ي(خانوادة نمايي يك پارامتري  ،=
  .دشو يماصل ح) يبعد

  :داراي تابع چگالي احتمال به صورت  Xي اگر متغير تصادف

( )          ;     0  , 0xf x e xλ
λ λ λ−= ≥ >  

  :تو تابع توزيع تجمعي به صور

( ) 1              ;           x 0  , 0x
XF x e λ λ−= − ≥ >  

نمايش داده  ሻߣexp ሺ~ܺت باشد و به صور يم λر داراي توزيع نمايي با پارامت Xم گويي يمگاه باشد، آن
  .شود يم

G( α , λ ) ،1αييعن ،λو  αبا پارامترهاي  اگر در تابع چگالي گاما ، تابع چگالي گاما به تابع چگالي =
  باشد يمشود كه تابع چگالي آن به صورت زير  يمتبديل  )ينفم(ي نماي

( )             ;         0 ,  0xf x e xλ
λ λ λ−= ≥ >  

1,2,3λي و نمودار آن برا   :به صورت زير خواهد بود  =
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باشد و دوم اينكه  يمبنابراين اول اين كه تابع چگالي نمايي حالت خاصي از تابع چگالي گاما 
  . باشد يميع با توزيع نمايي داراي توزيع گاما همتوزمجموع متغيرهاي تصادفي مستقل 

از آنجا كه توزيع نمايي به عنوان الگويي براي طول عمر فرايندهاي گوناگون مورد استفاده قرار 
ين كه تعداد وقايع در فاصله توان نشان داد كه طول فاصله زماني بين وقايع متوالي، مشروط بر ا يمگيرد يم

  .زماني ثابت داراي توزيع پواسن باشد، داراي توزيع نمايي است

را به  αر گونه كه در بخش قبل بيان شد اگر به تابع توزيع تجمعي يك متغير تصادفي، پارامتهمان
 ) ]20 [منبع  (.باشد يمآيد كه به توزيع نمايي شده معروف  يمصورت نمايي اضافه نمود توزيعي به دست 
گردد كه  يمرا اضافه كرد، توزيع نمايي، نمايي شده حاصل  αر حال اگر به تابع توزيع تجمعي نمايي پارامت

  :باشد  يمتابع چگالي احتمال و تابع توزيع تجمعي آن به ترتيب به صورت زير 

( ) ( ) 1
; , 1          ;       0  , 0  , 0x x

Ef x e e x
αλ λα λ αλ α λ
−− −= − > > >  

( ) ( ); , 1          ;       0  , 0  , 0x
EF x e x

αλα λ α λ−= − > > >  

گاما و وايبل  هاي يعتوزپارامترهاي تابع توزيع نمايي، نمايي شده همانند پارامترهاي مقياس و مكان 
داري وابسته به پارامتر مقياس يع نمايي، نمايي شده به طور معني توابع چگالي مختلف توز. باشد يم
  .باشد يمتوزيع گاما  هاي يژگيوكاملاً مشابه  ها Ĥنهاي يژگيوهمچنين بسياري از . باشند يم

  :باشد  يمتابع مخاطره توزيع نمايي، نمايي شده به ترتيب به صورت زير و تابع بقا 
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( ) ( ); , 1 1               ;           0  , 0  , 0x
ES x e x

αλα λ α λ−= − − > > >  

( ) ( )
( )

1
1

; ,               ;           0  , 0  , 0
1 1

x x

E x

e e
h x x

e

αλ λ

αλ

αλ
α λ α λ

−− −

−

−
= > > >

− −
 

1αي برا. باشند يمبه ترتيب پارامترهاي مقياس و مكان  λو αن كه در آ ؛ گردد يمتوزيع نمايي حاصل  =
، λر براي ه. باشند يمگاما، وايبل و نمايي، نمايي شده تعميم يافته توزيع نمايي  هاي يعتوزخانواده بنابراين 

1αر گا 1αر گاه تابع مخاطره غير نزولي و اگآن،< ي تابعي غير صعودي و برا ،گاه تابع مخاطرهآن ،>

1α   .باشد يمتابعي ثابت  =

 برآوردگرهاي گشتاوري و ماكزيمم درستنمايي 3- 1

ي وجود دارد كه از ميان اين ا نقطهچندين روش براي به دست آوردن برآوردگرهاي 
  :توان به  يمها روش

 .يروش گشتاور -1

 .يروش ماكزيمم درستنماي -2

 .زروش بي -3

و يي پرداخته گشتاوري و ماكزيمم درستنما يها روشبه اختصار به معرفي اشاره كرد كه در قسمت مقدمه 
گشتاوري و ماكزيمم درستنمايي تحت عنوان  يها روشبه ترتيب به بررسي  سومو دومي ها فصلدر 

  .برآوردگرهاي كلاسيك پارامترها خواهيم پرداخت

  هاي كلاسيك برآورديابيروش )1-3-1

، كه مبتني بر به كارگيري )  Method of  Moment Estimator( برآورد گشتاوري يها روش
باشد، و برآورد ماكزيمم  يميكه وابسته به صحيح بودن يا نبودن پارامترهاي توزيع ا نمونهگشتاورهاي 

رآوردگر ماكزيمم ب«م عبارت است از دستورالعملي براي به دست آوردن برآوردگري به نادرستنمايي كه 
شود و مبتني  يمياد )  MLE )Maximum Likelihood Estimatorكه از آن به اختصار »درستنمايي

كلاسيك  يها روشباشد، را  يماست و تابعي از پارامتر  »ابع درستنماييت«تابع آماري مهم به نام  بر يك
در روش برآورد ماكزيمم درستنمايي براي تداعي اينكه تابع . گويند يمبرآورديابي پارامترهاي توزيع 
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)د است، نما θز درستنمايي تابعي ا )1, ,..., nL x xθ ا ي( )1.; ,..., nL x x  را براي تابع درستنمايي به كار
)ي تابع درستنماي. بريم يم )1, ,..., nL x xθ ،1ة اي كه متغيرهاي تصادفي مقدار ويژ ييدرستنما,..., nx x  را

براي متغيرهاي تصادفي گسسته، برابر ؛ بنابراين درستنمايي مقدار يك تابع چگالي است. دهد يماختيار كنند 
نشان دهيد، مقدار ويژة متغيرهاي  0θا مقدار آن را بو معلوم باشد  θد فرض كني. با احتمال يك است

,...,1ر آن مقدا »ديشتر محتمل است رخ دهب«تصادفي كه  nx x′ )ه است به طوري ك ′ )
1 , , 1 0,..., ;

nX X nf x x θK 
 .ماكزيمم باشد

نشان داده  θ̂ا ، كه بΘر د θز همچنين در برآورد ماكزيمم درستنمايي هدف پيدا كردن آن مقدار ا
)ي شود، است كه تابع درستنماي يم )1, ,..., nL x xθ ′ كه تابع درستنمايي را  θ̂ر معمولاً مقدا. را ماكزيمم كند ′

,...,1ز كند، تابعي ا يمماكزيمم  nx x، د مانن( )1
ˆ ˆ ,..., nx xθ ϑ= وقتي چنين حالتي باشد، متغير . باشد يم

)ي تصادف )1
ˆˆ ,..., nx xϑΘ رض كنيد ماكزيمم تابع ف[. نامند يم θي را برآوردگر ماكزيمم درستنماي =

  ].درستنمايي همواره وجود دارد

 كارلو ماركفي –روش شبيه سازي مونت  4- 1

)ت يي به صورانتگرالهادر برآورد بيزي پارامترها، معمولاً با  ) ( ) ( )E x dπ φ θ φ θ π θ θ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ∫ 
)ن كه در آشويم  يمروبرو  )xπ θ ن تابع چگالي احتمال پسيθباشد يم .θ  عد بالاممكن است برداري با ب

تي با استفاده از ح θر الا بودن بعد برداب .باشد كه منجر به بروز مشكلاتي در حل انتگرال ذكر شده گردد
حل ) ]18[منبع ( و تقريب تيرني و كادان) ]9[منبع (يشنهاد شده، به عنوان مثال، تقريب ليندليپيبهايتقر

د تواند با مشكل مواجه سازد و اين مشكل ممكن است به وضوح زماني كه توزيع مور يمانتگرال فوق را 
  .نظر، توزيع آميخته باشد ايجاد شود

به عنوان  ) Markov chain Monte Carlo(كارلو –مونت  –ركف الگوريتم زنجيره ما
در حالت خاص  و( Metropolis – Hasting algorithm(هاستينگ –هاي متروپليس  يتمالگور
ي پس از نامگذاردر آمار بسيار كاربرد دارد و علت آن است كه اين )  Gibbs sampler(ير گيبسگ نمونه

صورت گرفته است و در اوايل قرن نوزدهم )]8 [منبع ( و هاستينگ) ]11 [منبع (  متروپليس و همكاران
يبها از مقادير پيشين نمونه براي توليد تصادفي نمونه بعدي تقرچون اين . كاربرد آن در آمار آغاز شده است

  .شوند يمكنند به اين نام شناخته  يمكنند و يك زنجيره ماركف توليد  يماستفاده 



 15

)ع ي بيزي از تاببرآوردهاكارلو ماركفي در محاسبه  –نت براي استفاده از روش مو )φ θ)ابع ت
ل ، ابتدا بايد توجه داشت كه مشكل اساسي در حل انتگرا)θي توزيع بردار پارامترها

( ) ( ) ( )E x dπ φ θ φ θ π θ θ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ )ه فرض آن است ك ∫ ) ( )x dφ θ π θ θ < يها نمونهاگر بتوان . ∫∞
( ) ( )1 ,..., Nθ θ ن را از تابع چگالي احتمال پسي( )xπ θ  كارلو  –كشيد آنگاه با استفاده از مجموع مونت

  :توان به صورت ميانگين برآورد مورد نظر را به دست آورد  يم

( )( )
1

1ˆ
N

i
N

iN
φ φ θ

=

= ∑  

ل ير و داراي توزيع پايا با تابع چگالي احتما،كاهش ناپذامنظمن(اگر با استفاده از زنجيره ماركف 

( )xπ θ (يري،ناپذ يلتحوتوليد گردند، آنگاه با استفاده از قضيه  ها نمونه  

( )N̂
N

Eπφ φ θ
→∞

⎡ ⎤→ ⎣ ⎦  

  .شود يمميانگين تحويل ناپذيري ناميده  N̂φد برآور

)س ها، اگر واريان يرهزنجهمچنين براي بسياري از  )φ θ  متناهي باشد، قضيه حد مركزي ثابت
اين روش شبيه سازي در فصل اول مورد بررسي قرار . افتد يمگردد و به صورت هندسي همگرايي اتفاق  يم

 .خواهد گرفت

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 16

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

  

  

 

 

 

 

 

 

  

  

  كارلو -مونت  –روش شبيه سازي زنجيره ماركف 
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  كه از آن به روش  ،كارلو –مونت  –ماركفدر اين فصل به بررسي شبيه سازي به روش زنجيره 
(Markov Chain Monte Carlo )MCMC  پردازيم يمشود، و چگونگي پيدايش اين روش  يمياد.  

  ها رهيزنجو  ماركف 2-1
هاي انتگرالي  يتكمبه منظور ارزيابي ) MCMC(كارلو  –مونت  –ماركفاستفاده از روش زنجيره 

ير گ نمونهي از ا قدمهم«با انتشار  ])7[منبع( يمانآغاز آن توسط گيمان و گ. ساله دارد 50اقل ي حدا گستره
هاي پسين  يتكمبه عنوان يك روش براي به دست آوردن  1984در سال  )Gibbs sampler (»گيبس

توسط گلفاند و  »يريگ انتگرالاهنماي ر«ه بود و پس از آن با انتشار مقال يندهاي تجديد تصويرامشكل در فر
. به صورت نمايي رشد كردكارلو ماركفي  –مونت ، سرعت انتشار مقالات 1990در سال ) ]5[منبع(اسميت

باز  1953يس و همكاران در سال وپلرمتتوسط  ها داده، به پيدايش توليد ها توسعهحال اينكه گذشته اين 
  .گردد يم

 –ماركفكارلو و شبيه سازي زنجيره  –شبيه سازي مونت  يها روشي كه در بين ا عمدهتفاوتي 
. باشد يمدير شبيه سازي شده متوالي مشخص شده گردد ساختار وابسته بين مقا يمكارلو ايجاد  –مونت 
ي از مقادير شبيه سازي شده مستقل، مطابق با توزيع احتمال خواسته ا مجموعهكارلو  –مونت  يها روش

كنند كه  يمكارلو مقاديري را توليد  –مونت  –ماركفزنجيره  يها روشكنند در حالي كه  يمشده را توليد 
اي آن است كه اين زنجيره يك بار به  يهپامفهوم . هر مقدار وابستگي اندكي به مقدار ماقبل خود را دارند

شود و زنجيره راه را براي رسيدن به توزيع پسين مورد نظر خواسته شده پيدا  يماندازه و طول كافي شروع 
اي سرگردان حول آن خلاصه نمود، بنابراين به طور  يرهزنجتوان اين توزيع را با در نظر گرفتن  يمكند و  يم

  .شود يميي از مقادير ثبت شده توليد ها آمارهخلاصه 
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 ؟چيست ماركفزنجيره )  1-1- 2

  .باشد يمنياز  ماركفهاي  يرهزنجدر ابتدا تعريف مفاهيم اوليه در زمينه 

 
 فرآيند تصادفي •

تصادفي تعريف شده بر فضاي معلوم و هاي  يتكمي متوالي از ا مجموعهيند تصادفي يك فرا

]ت باشد و به صور يم Θن يكسا ]{ }:t t Tθ ي ا جموعهم T، معمولاً، اما نه ضرورتاً. شود يمنمايش داده  ∋

]ت ي زماني به صورها فاصلهاز اعداد صحيح مثبت متوالي، زوج  ] [ ] [ ]{ }0 1 2, , ,...t t tθ θ θ= =   .باشد يم =

در ) 482ص ] 13[منبع(همچنين تعريفي ديگر از فرايند تصادفي را با استفاده از تعريف بيلينگزلي
  :توان ارائه كرد  يميند تصادفي به صورت زير مورد فرا

]ه يند تصادفي يك مجموعك فراي« ]:tX t T∈ ل از متغيرهاي تصادفي بر فضاي احتما( ), , PΩ ℑ 
  .».باشد يم

به اين نوع محدوديت از  مند علاقهفقط كارلو  –مونت  –ماركفبا استفاده از روش زنجيره 
تعريف شود، كه برد  Θه گا يهتكبت به يند تصادفي همچنين بايد نسايك فر. يندهاي تصادفي هستيمفرا

شده باشد  يريگ اندازهه متغير مورد علاقه چگونه با توجه به اينك گاه يهتكاين . را معين كند θن مقادير ممك
  .تواند گسسته يا پيوسته باشد يم

]يند تصادفي با اين ويژگي كه هر مكان خاص در دنباله، ا، يك فرماركفيك زنجيره  ]tθ،  فقط به

]مقدار ماقبل زنجيره،  ]1tθ ، تر ماقبلين به طور شرطي از تمام مقادير و بنابراباشد  يموابسته است،  ،−
[ ] [ ] [ ]0 1 2, ,..., tθ θ θ   :توان آن را به صورت زير بيان كرد  يممستقل است كه  −

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )0 1 2 1 1| , ,..., , |t t t t tP A P Aθ θ θ θ θ θ θ− − −∈ = ∈  )2– 1  (  

؛ باشد يمبر فضاي كل حالات  )اي از پيشامدها محدودهك پيشامد يا ي(هر مجموعه مشخص  Aن كه در آ
اين ويژگي به نتايج مطلوبي براي توليد . ماند يمسرگردان باقي  گاه يهتك، حول ماركفيك زنجيره بنابراين 

اي از  يهناحرسد زيرا در نهايت زنجيره  يمه شده از زنجيره حدي خواست هاي يعتوزي بزرگ از ها نمونه
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ي از اين توزيع كه استقلال ا نمونهتواند  يمكند و  يمكه بالاترين چگالي با آن را داشته باشد پيدا  گاه يهتك
ن براي توزيع پسي ها آنتوان از  يمي هستند كه ا نمونهاين مقادير، مقادير . كمي را داشته باشد توليد كند

  .شود يممورد علاقه خواسته شده استفاده 

در  گاه يهتكمالات حركت به ساير نقاط در يندهاي انتقال و تعريف احتيك ارتباط بنيادي بين فرا
ين راه براي تفكر در مورد اين ساختار در تعريف انتقال هسته تر ساده. جريان حركت زنجيره وجود دارد

خاص بر اساس  يها مكانبه عنوان مكانيسم كلي براي شرح دادن احتمال حركت به ديگر  ،Kمركزي، 
كردن در هر دو  استنباطفايده اين نكته در اين است كه )  141ص ] 15[منبع (.باشد يمجريان زنجيره 

)ه انتقال هسته مركزي نياز دارد ك. فضاي گسسته و پيوسته يكسان است ),K Aθ  را به عنوان اندازه احتمال
Aه به مجموع گاه يهتكدر  θط براي همة نقا ∈Θ ؛ بنابراين تعريف كرد( ),K Aθ ي بالقوه ها گاشتن

  .است ها آنانتقال پيشامدها به احتمال رخداد 

 Aر عنصر گسسته د Kي برا ،k×kيك ماتريس نگاشت  Kت گسسته اس گاه يهتكزماني كه 
هاي ممكن  يتوضعاست، كه در آن هر ستون تعريف احتمال يك تغيير وضعيت از اولين دوره به تمام 

  :باشد  يم

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

1

, ,

, ,

k

A

k k k

p p
P

p p

θ θ θ θ

θ θ θ θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

K

M M

L

 )2– 2     (  

نشانگر آن هستند كه زنجيره به  ها ستوندهند كه زنجيره در اين رديف است و  يمكه در آن سطرها نشان 
كنند و  يمگردد و تابع چگالي شرطي را تعريف  يميكبرابر  APي مجموع سطرها. رديف بعدي رفته است

را پوشش  گاه يهتكو هر نتيجه ممكن در  باشند يمبراي مقدار شروع يكسان مشخص شده  ها آنتمام 
  :ام داريم  - iر به عنوان مثال براي سط .ددهن يم

( )1
,k

i jj
p θ θ

=∑  

)هر عنصر ماتريس يك احتمال خوش رفتار  ), 0; ,i jp i j Aθ θ ≥ ∀   .باشد يم ∋

): يك تابع چگالي احتمال شرطي است  Kه پيوسته است آنگا گاه يهتكزماني كه  )| if θ θ  و به
Aθم درستي مفهوم احتمال را براي تما   .كند يمام معلوم، تعريف  -  iθن در مكا ∋
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تغيير احتمالات بين دو وضعيت انتخاب شده يك ويژگي مهم از تغيير هسته مركزي آن است كه 
ت براي مثال احتمال انتقال از وضعي. توان محاسبه كرد يمگام را با ضرب نمودن  mه براي تعداد دلخوا

i xθ jت در زمان صفر به وضعي = yθ دست ه زير ب يها ضربيله مجموع به وسمرحله  m در دقيقاً =
  :آيد  يم

[ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1

0
i 1 1 2 1

تغيѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧيرات حاصѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧله 
ѧѧاي ممكѧѧѧѧن   ѧѧام راههѧѧѧѧتم

| ...  p , , ... ,
m

mm
i j m jp x y p p

θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ
−

−= = = ∑∑ ∑
1444442444443

14243

 )2– 3        (  

ن بنابراي
[ ] [ ]( )0 | mm
i jp x yθ θ= باشد و اين ويژگي عيناً براي  يميك ماتريس انتقال تصادفي نيز  =

پيوسته فقط با اندكي تغيير سيگما به انتگرال  ماركفهاي  يرهزنجهاي گسسته ثابت است و براي  يرهزنجتمام 
  .آيد يمدست ه ب

حاصل كلية مراحل  yه ب xز آن است كه احتمال كل انتقال يافتن ا) 3 –2(ايده اصلي در رابطه 
در نظر  xز ا yه ممكن رسيدن ب يها راهبه همين دليل بايد سيگما را بر تمام . باشد يممياني مورد نياز 

  .گرفت

 كلموگروف –معادلات چپمن   )  1-2- 2

. شوند يمگردد كه چگونه زنجيره احتمالات به يكديگر متصل  يممنجر به اين نكته ) 3 –2(رابطه 
با يكديگر به صورت  ها يتموفقكلموگروف چگونگي هم مرز بودن نتايج  –معادلات خاص چپمن 

  .دهند يماحتمالي را ارائه 

را به صورت ) 3 –2(چپ رابطه  گسسته و پيوسته سمت )گاه يهتك(براي هر دو فضاي وضعيت 
  :دهيم  يمخلاصه ارائه 

( )
( ) ( )

( ) ( )

1

1 2

1 2

m

تمѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧام  

ѧѧѧѧѧѧرد  ѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧب

, ,
,

, ,
zmهѧѧѧا m

m m

z

p x z p z y
p x y

p x z p z y dz
+

⎧
⎪

= ⎨
⎪
⎩

∑

∫
 )2– 4      (  

توان  يمرا ) 4 – 1(ه هستند زيرا رابط تر يفظرصوصاً براي حالت گسسته كلموگروف مخ –معادلات چپمن 
  :ماتريس انتقال ارائه داد  يها ضربي از حاصل ا دنبالهبه صورت 


