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پایان�نامه این تدوین در سزیده دکتر آقای جناب گرانقدر استاد زحمات از مͬ�دانم لازم خودم بر ابتدا در
خودم بر عمر آخر تا استادی چنین داشتن برای بنده مطمئنا و باشم داشته را قدردانͬ و تشͺر کمال
که رضایی دکتر جناب و آقالاری دکتر جناب جانفدا، دکتر جناب زحمات از همچنین بالید. خواهم
محترم اساتید تمامͬ از همچنین مͬ�نمایم. قدردانͬ داشته�ام درس کلاس�های در را شاگردی�شان افتخار
دارم. را امتنان مزید نیز بوده�اند سهیم بنده علمͬ رشد در که ارومیه دانشͽاه علوم دانشͺده ریاضͬ گروه
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چͺیده

modR با را مولد متناهͬ رسته�یR-مدول�های باشد. نوتری موضعͬ جابجایی Rیͷحلقه فرضکنیم

نمایش G(R) با را صفر G-بعد با R-مدول�های تمام شامل mod R از زیر�رسته�پر١ و مͬ�دهیم نشان

R-مدول ͷی که کنیم فرض و باشد غیر�گورنشتین٣ و هنسلین٢ حلقه ͷی R کنیم فرض مͬ�دهیم.

در G(R) آنگاه باشد ͷی حداکثر عمق۴ دارای R اگر شرایط، این با باشد. موجود G(R) در غیر��آزاد

در پادورد�متناهͬ زیر��رسته ͷی صفر G-بعد با R-مدول�هایی (رسته�ی نیست متناهͬ�پادورد mod R

نشان پایان�نامه این در .([۵] نیست موضعͬ حلقه�های از خاصͬ نوع برای ۵ متناهͬ�مولد مدول�های رسته

است. برقرار است دو R عمق که زمانͬ مشابهͬ گزاره�های مͬ�دهیم

١Full subcategory
٢Henselian
٣non-Gornestein
۴Depth
۵Finite generated



مقدمه

تمام و جابجایی نوتری حلقه�های حلقه�ها، تمام که کرد خواهیم فرض پایان�نامه این سرتاسر در

معرفͬ مدول�ها برای را همولوژی٧ ناوردایی [٢]۶ اوسلندر هستند. مولد متناهͬ مدول�های مدول�ها،

دارایخصوصیات ناوردایی این مͬ�شود. گفته G-بعد خلاصه به�طور یا و گورنشتین٨ بعد استکه کرده

که مͬ�دانیم اوسلندر-بوخبام-سر٩ قضیه�ی طبق مثال برای است. پروژکتیو بعدهای با زیادی مشابه

روی مدول هر مͬ�کند: مشخص را پایه�ای حلقه�های از منظم خاصیت ͷی پروژکتیو بعد بودن متناهͬ

آن ای مانده رده میدان که موضعͬ حلقه ͷی و است متناهͬ پروژکتیو بعد دارای منظم موضعͬ حلقه

پایه حلقه از گورنشتین خاصیت G-بعد، بودن متناهͬ است. منظم باشد متناهͬ پروژکتیو بعد دارای

است صفر G-بعد دارای مدول ͷی گورنشتین موضعͬ حلقه ͷی سرتاسر در مͬ�کند. مشخص را

داشته انتظار که است طبیعͬ بنابراین باشد. ماکسیمال١٠ ماکولͬ کوهن مدول ͷی اگر تنها و اگر

کوهن- های مدول با مشابه رفتاری دلخواه، موضعͬ حلقه ͷی روی صفر G-بعد با مدول�هایی باشیم

از را کوهن-ماکولͬ حلقه ͷی باشند. داشته گورنشتین موضعͬ حلقه ͷی روی ماکسیمال ماکولͬ

تجزیه� ماکسیمال کوهن-ماکولͬ مدول�های متناهͬ تعدادی دارای هرگاه مͬ�نامیم نمایش�متناه١١ͬ نوع

کوهن- های حلقه از گورنشتین، موضعͬ حلقه�های مفروضات اندکͬ تحت باشد. غیر�یͺریخت ناپذیر

ماکسیمال کوهن�-�ماکولͬ مدول�های تمام و مͬ�شوند طبقه�بندی کاملا متناهͬ نمایش نوع از ماکولͬ

را [١٣] بیشتر جزئیات (برای شده�اند. مطالعه مشخص طور به آن�ها روی غیریͺریخت ناپذیر١٢ تجزیه

تجزیه مدول�های متناهͬ تعداد دارای که غیرگورنشتین موضعͬ ی حلقه تا علاقه�مندیم ما لذا ببینید.)

تجزیه�ناپذیر مدول�های تمام بخصوص و کنیم مطالعه را هستند صفر G-بعد از غیریͺریخت ناپذیر

کنیم. تعیین را حلقه�هایی چنین روی غیر�یͺریخت

۶Auslander
٧Homological invariant
٨Gorenstein Dimension
٩Auslander-Buchbaum-Serre
١٠Maximal Cohen-Macaulay
١١Finite presentation
١٢Decomposable
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١ فصل

همولوژی و جابجایی جبر از اولیه مفاهیم

ابتدایی های یادآوری ١.١

شود. بیان آن خلاف که این مͽر هستند یͺدار و جابجایی حلقه�های حلقه�ها، تمام فصل این در

ماکسیمال ایده�آل�های تمام مجموعه و مͬ�دهیم نمایش Spec R با را اول ایده�آل�های تمام مجموعه

مͬ�دهیم. نمایش Max R با را

مͬ�دهد تشͺیل ١ͬͺزاریس توپولوژی نام به ͬͺتوپولوژی فضای ͷی R حلقه از اول، های ایده�آل مجموعه

این در مفصل طور به [A.٣ پیوست ،[۶]] در مͬ�کند. ایجاد توپولوژی و جبر میان ارتباطͬ پل ͷی که

است. شده بحث مورد

است. ماکسیمال ایده�آل ͷی دارای حداقل R ̸= ٠ حلقه هر .١.١.١ قضیه

شود. مراجعه [١.٣ قضیه ،[۶]] به اثبات.

دارد. وجود a شامل R از ماکسیمالͬ ایده�آل آنگاه باشد، R از ایده�آل ͷی a ̸= (١) اگر .٢.١.١ نتیجه

است. ماکسیمال ایده�آل ͷی در مشمول R غیریͺه عنصر هر .٣.١.١ نتیجه

مجموعه�ی زورن، لم از استفاده با باشد نوتری A اگر -١ .۴.١.١ نکته

است. ماکسیمال عنصر ͷی دارای {I| ایده�آل ͷی I, I ̸= (١)}

١Zariski

١



٢ همولوژی و جابجایی جبر از اولیه مفاهیم .١ فصل

حلقه اند. چنین میدان�ها مثال برای دارند. ماکسیمال ایده�آل ͷی تنها که دارد وجود هایی حلقه -٢

k =
R

m
میدان مͬ�نامیم. موضعͬ یͷحلقه را باشد m ماکسیمال ایده�آل ͷی تنها شامل که را R

مͬ�نامیم. R های مانده میدان را

باشد R از ماکسیمال ایده�آل ͷی m ̸= (١) و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض -١ .۵.١.١ قضیه

است موضعͬ حلقه ͷی R صورت این در باشد. R در یͺه عضو ͷی x ∈ R \m هر بطوریͺه

است؛ آن ماکسیمال ایده�آل m و

١+m از عنصر هر بطوریͺه باشد. آن ماکسیمال ایده�آل ͷی m و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض -٢

است. موضعͬ ای حلقه R صورت این در باشد. یͺه R در (x ∈ m که ١+ x هر (یعنͬ

شود. مراجعه [١.۵ قضیه ،[۶]] به اثبات.

مجموعه است. ایده�آل ͷیR حلقه�ی در پوچتوان عناصر تمام از Nمتشͺل مجموعه�ی تعریف١.١.۶.

مͬ�نامیم. R ٢ پوچ رادیͺال را N

است. R از اول ایده�آل�های تمام اشتراک R پوچ رادیͺال .٧.١.١ قضیه

شود. مراجعه [١.٨ قضیه ،[١]] به اثبات.

ایده�آل�های تمام اشتراک بصورت و داده نشان J(R) نماد با را R رادیͺال٣ ژاکوبسن .٨.١.١ تعریف

مͬ�کنیم. تعریف R از ماکسیمال

n ∈ N٠ سوپریمم را آن و نمایشمͬ�دهیم dimR با Rرا حلقه کرول بعد کرول۴) (بعد تعریف٩.١.١.

واقع در مͬ�باشد، spec R به متعلق pi هر که مͬ�گیریم نظر در p٠ ⊂ p١ ⊂ · · · ⊂ pn زنجیر در هایی

محض شمول n دقیقا بالا زنجیر در که مͬ�کنیم دقت است. اول های ایده�آل از زنجیر ͷی زنجیر، این

داریم. شمولͬ هیچ بدون را p٠ فقط n = ٠ برای و دارد وجود

٢Nil radical
٣Jacobsen Radical
۴Krull



٣ همولوژی و جابجایی جبر از اولیه مفاهیم .١ فصل

مͬ�نامیم. ۵ شبه�موضعͬ یͷحلقه را ماکسیمال ایده�آل متناهͬ تعداد با حلقه ͷی .١٠.١.١ تعریف

مͬ�نامیم ضربی ی بسته زیرمجموعه یا ضربی را S ⊂ R مجموعه زیر ͷی -١ .١١.١.١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرط دو هرگاه

١ ∈ S آ-

a ∈ S, b ∈ S ⇒ ab ∈ S ب-

کسرهای حلقه یا ۶ سازی موضعͬ باشد. ضربی بسته مجموعه زیر ͷی S ⊂ R کنیم فرض -٢

مͬ�کنیم: تعریف زیر بصورت را S به نسبت R از S−١R

S−١R := {a
b
| a ∈ R, b ∈ S}

زیر بصورت آن ارزی هم رابطه که مͬ�نماید (a, b) ∈ R × S ارزی هم های رده به اشاره a
b
که

است.

(a, b) ∼ (a′, b′)⇔ ∃s ∈ S : s(ab′ − a′b) = ٠

.k =
R

m
که مͬ�دهیم نشان (R,m, k) یا و (R,m) نماد با را موضعͬ های حلقه .١ نمادگذاری

سازی موضعͬ است. ضربی بسته زیرمجموعه ͷیR از p اول ایده�آل هر برای R
p

-١ .١٢.١.١ نکته

داریم و داده نشان Rp با را
R

p
به نسبت R

R

p
:= Rp := {

a

b
| a, b ∈ R, b /∈ p}

مͬ�نامیم. p در R سازی موضعͬ را عمل این

عنصر هر در است. Rp در ایده�آل ͷی بوضوح pRp = {a
b
| a ∈ p, b ̸= p} ی مجموعه

۵Semi-local
۶Localization



۴ همولوژی و جابجایی جبر از اولیه مفاهیم .١ فصل

ͷی Rp مͬ�دهد نشان این و است. یͺه a
b
لذا و b

a
∈ Rp بنابراین ،a ̸= p داریم a

b
∈ Rp \ pRp

.[١.۴.٣ قضیه ،[۶]] است pRp ماکسیمال ایده�آل با موضعͬ حلقه

mRm ماکسیمال ایده�آل با موضعͬ حلقه Rm باشد ماکسیمال ایده�آل ͷی m ⊂ R اگر واقع در

مͬ�باشد.

مجموعه ͷی تشͺیل نیستند، صفر علیه مقسوم که R از عناصری تمام از متشͺل S ی مجموعه -٢

،S این برای مͬ�دهند. ضربی بسته

S−١R := Q(R) =: Qout(R)

میدان را این صورت این در باشد، صحیح حوزه R اگر مͬ�نامیم. R از کلͬ کسرهای حلقه را

مͬ�نامیم. R کسرهای

مدول باشد. زیرمدول ͷی N ⊂ M و باشد R-مدول ͷی M کنیم فرض -١ .١٣.١.١ تعریف

توسط را M
N
ای مانده یا قسمتͬ خارج

M

N
:= {m+N | m ∈M}

مͬ�کنیم. تعریف

m,nبصورت عنصر دو ارزی هم که Mاست عناصر ارزی هم های رده از ای مجموعه M
N
یعنͬ

رده در عنصر هر مͬ�دهیم. نشان [m] با یا و m +N با را ارزی هم رده مͬ�باشد. m− n ∈ N

مͬ�نامیم. نماینده ͷی را m+N

صورت این در باشد. R-مدولͬ همریختͬ ͷی φ : M −→ N کنیم فرض -٢

φمͬ�نامیم. ٧ هم�هسته را coker(φ) := N

Im(φ)

٧cokernel



۵ همولوژی و جابجایی جبر از اولیه مفاهیم .١ فصل

بصورت را Tors(M) ٨ تابی زیرمدول باشد. MیRͷ-مدول کنیم فرض -١ .١۴.١.١ تعریف

Tors(M) = {m ∈M | ∃ a ∈ A; am = نیست,٠ صفر علیه مقسوم a}

گاه هر نامیم تابدار را مدول این همچنین .Tors(M) = ٠ هرگاه تابنامیم از آزاد Mرا مدول

Tors(M)؛ =M

بصورت را (N : P قسمت( خارج صورت این در باشند زیرمدول دو N,P ⊂M کنیم فرض -٢

(N : P ) := (N :R P ) := {r ∈ R | rP ⊂ N}

است؛ قسمتͬ خارج های آل ایده تعمیم قسمتͬ خارج مدول که داریم توجه

این در باشد ایده�آل ͷی I ⊂ R کنیم فرض است. موجود نیز ها قسمت خارج از دیͽری نوع -٣

تعریف (P :M I) := {m ∈ M | I.m ⊂ P}بصورت Mرا در I از P قسمت خارج صورت

مͬ�کنیم؛

مͬ�شود: تعریف زیر بصورت
⊕

i∈IMi مستقیم جمع باشند، مدول i ∈ I که Miها فرضکنیم -۴

⊕
i∈I

Mi = {(mi)i∈I | mi ∈Mi,mi ̸= متناهͬ,٠ های i {برای

شود. مͬ تعریف
∏

i∈I = {(mi)i∈I | mi ∈Mi} توسط
∏

i∈I مستقیم ضرب

هم بر مستقیم ضرب و مستقیم جمع I = {١, · · · , n} متناهͬ گذار اندیس مجموعه ͷی برای

دهیم. مͬ M١نمایش
⊕
· · ·

⊕
Mn نماد با و شوند مͬ منطبق

اصلͬ عدد .M ∼=
⊕

i∈I R هرگاه مͬ�نامیم آزاد Mرا مدول باشد. MیRͷ-مدول فرضکنیم -۵

هر هرگاه Mنامیم پایه٩ را S ⊂Mزیرمجموعه Mمͬ�نامیم. ی مرتبه را I گذار اندیس مجموعه

٨Torsion submodule
٩Base



۶ همولوژی و جابجایی جبر از اولیه مفاهیم .١ فصل

m = r١m١+ · · ·+rnmn متناهͬ ترکیبخطͬ بصورت منحصربفرد بصورت بتوان mرا ∈M

.(m به (وابسته n چند برای ri ∈ R و mi ∈ S که نوشت

حالت این در شوند. مͬ برداری فضاهای همان ها، مدول باشد، میدان ͷی R اگر که دانیم مͬ

در را Z
(٢) Z-مدول مثال (برای باشد. نمͬ درست است، آزاد مدول هر که مطلب این همواره

بͽیرید). نظر

.[٢.١.٩ تمرین ،[۶]] باشد. آزاد تواند نمͬ Tors(M) ̸= ٠ Mکه مدول ͷی تر دقیق بعبارتͬ

جمع R-مدول، ͷی با ایده�آل ͷی ضرب R-مدول، ͷی های مدول زیر جمع -١ .١۵.١.١ لم

است؛ R-مدول ͷی نیز ها R-مدول از مستقم ضرب و مستقیم

است؛ R در ایده�آل ͷی مدول R-زیر دو از قسمتͬ خارج مدول -٢

است؛ M مدول زیر ͷی ایده�آل، ͷی توسط زیرمدول ͷی قسمت خارج -٣

است. M از زیرمدولͬ Tors(M) تابی مدول -۴

شود. مراجعه [٢.١.٨ قضیه ،[۶]] به اثبات.

.M ∼= Rn

L
باشیم داشته L ⊂ Rn مناسب مجموعه زیر برای و باشد MیRͷ-مدول کنیم فرض

،L ∼= Rm

N
داریم N ⊂ Rm مناسب های زیرمدول برخͬ برای آنگاه باشد، شده تولید متناهیا نیز L اگر

های همریختͬ همچنین و

Rm −→ Rm

N
∼= L ⊂ Rn −→ Rn

L
∼= M

( Rm −→ Rm

N
∼= L ⊂ Rn ترکیب ) φ : Rm −→ Rn همریختͬ هم�هسته با M بنابراین داریم. را

بیان n×mماتریس ͷی توسط φنگاشت ،Rn و Rm های پایه گرفتن نظر در ثابت با است. یͺریخت

.[٢.١.٢١ لم ،[۶]] دهیم. مͬ نشان φ با نیز را آن که شود مͬ
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n×mماتریس هرگاه نمایشنامیم متناهͬ Mرا باشد. MیRͷ-مدول فرضکنیم تعریف١.١.١۶.

نمایش ماتریس را φ باشد. یͺریخت Rm φ−→ Rn نگاشت هم�هسته Mبا بطوریͺه باشد موجود φ مثل

دهیم. مͬ نشان Rm φ−→ Rn −→M −→ ٠ با نیز Mرا نمایش و Mمͬ�نامیم

نمایش باشد. R-مدول ͷی M و باشد موضعͬ حلقه ͷی(R,m) کنیم فرض .١٧.١.١ تعریف

.n = dimR/m(M/mM) هرگاه مͬ�نامیم مینیمال١٠ نمایش را M از Rm φ−→ Rn −→ M −→ ٠

ماتریس های درایه یعنͬ ،φ(Rm) ⊂ mRn اگر تنها و اگر n = dimR/m(M/mM) که داریم توجه

هستند. m به متعلق نمایش

های نمایش با R-مدول دو N و M کنیم فرض .١٨.١.١ لم

Rr
ψ // Rs κ // N // ٠

Rm
φ // Rn π //M // ٠

صورت: این در باشند،

های همریختͬ صورت این در باشد. R-مدولͬ همریختͬ ͷی λ : M −→ N کنیم فرض -١

است. جابجایی زیر نمودار که دارد وجود Rn β−→ Rs و Rm α−→ Rr مدولͬ

Rm
φ //

α

��

Rn π //

β

��

M //

λ
��

٠

Rr
ψ // Rs κ // N // ٠

.λ ◦ π = κ ◦ β و β ◦ φ = ψ ◦ α یعنͬ

در β(Im(φ)) ⊂ Im(ψ) بطوریͺه باشد R-مدولͬ همریختͬ ͷی β : Rn −→ Rs کنیم فرض -٢

است موجود λ : M −→ N همریختͬ و α : Rm −→ Rr R-مدولͬ همریختͬ صورت این

١٠minimal presentation
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است. جابجایی زیر نمودار بطوریͺه

Rm
φ //

α

��

Rn π //

β
��

M //

λ
��

٠

Rr
ψ // Rs κ // N // ٠

شود. مراجعه [٢.١.٢۵ قضیه ،[۶]] به اثبات.

همدیͽر به زیر قضیه توسط که اند تعریفشده مشابه روشͬ به نوتری های مدول و نوتری های حلقه

شوند. مͬ داده پیوند

این در باشد، مولد متناهͬ R-مدول ͷی M و باشد نوتری حلقه ͷی R کنیم فرض .١٩.١.١ قضیه

است. نوتری R-مدول ͷی M صورت

شود. مراجعه [٢.١.٢٩ قضیه ،[۶]] به اثبات.

R رادیͺال ژاکوبسن در مشمول ایده�آلͬ I ⊂ R و حلقه ͷی R فرضکنیم ناکایاما١١) (لم .٢٠.١.١ لم

که باشد زیرمدولͬ N ⊂ M و باشد مولد متناهͬ R-مدول ͷی M کنیم فرض باشد.

داشت خواهیم M = IM اگر خاص، درحالت .M = N صورت این در .M = IM + N

.M = ٠

شود. مراجعه [٢.١.٣٠ قضیه ،[۶]] به اثبات.

Supp(M) با Mرا محمل باشد، MیRͷ-مدول و باشد حلقه ͷی R فرضکنیم .٢١.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر بصورت و دهیم مͬ نشان

Supp(M) := {p ⊂ R اول Mp|ایده�آل ̸= ⟨٠⟩}

١١Nakayama Lemma
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آنگاه باشد، شده تولید متناهیا R-مدول ͷی M و باشد حلقه ͷی R اگر .٢٢.١.١ قضیه

Supp(M) := {p ⊂ R اول |ایده�آل p ⊃ Ann(M)} =: V (Ann(M))

شود. مراجعه [٢.١.۴١ قضیه ،[۶]] به اثبات.

اولیه١٢ های ایده�آل ٢.١

باشیم: داشته a, b ∈ R هر برای هرگاه نامیم اولیه ایده�آل را R حلقه از q ی سره ایده�آل .١.٢.١ تعریف

ab ∈ q⇒ a ∈ q یا b ∈
√
q

از اول ایده�آل ͷی p :=
√
qصورت این در باشد، R از اولیه ایده�آل ͷی q کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم. p-اولیه ایده�آل ͷی را q شرایط این با است. R

R از p-اولیه ایده�آل ͷی نیز
∩n
i=١ qi آنگاه باشند R از p-اولیه ایده�آل q١, · · · , qn اگر .٣.٢.١ قضیه

است.

شود. مراجعه [١.٢.٢ قضیه ،[٧]] به اثبات.

q صورت این در .√q = m ∈ Max R و باشد R حلقه از ایده�آل ͷی q کنیم فرض .۴.٢.١ قضیه

است. m-اولیه ایده�آل ͷی

شود. مراجعه [١.٢.٣ قضیه ،[٧]] به اثبات.

ایده�آل ͷی q کنیم ض فر و باشد ای حلقه همریختͬ ͷی φ : R −→ S کنیم فرض .۵.٢.١ قضیه

است. R از pc-اولیه ایده�آل ͷی qc صورت این در باشد. S از p-اولیه

شود. مراجعه [١.٢.۵ قضیه ،[٧]] به اثبات.

١٢Primary ideals
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را M ١٣ی وابسته� اول های ایده�آل مجموعه باشد. R-مدول ͷی M کنیم فرض .۶.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر بصورت

AssRM := {p ∈ Spec R |∃ ٠ ̸= x ∈M : p = Ann(x)}

صورت این در باشد. R نوتری حلقه روی ناصفر مولد متناهͬ مدول ͷیM فرضکنیم .٧.٢.١ قضیه

زنجیر

(٠) =M٠ ⊆M١ ⊆ · · · ⊆Mn =M

آن در که .Mi/Mi−١ ∼= R/pi داریم i هر برای بطوریͺه است موجود M های زیرمدول از

.pi ∈ Spec(R)

شود. مراجعه [١.٣.۶ قضیه ،[٧]] به اثبات.

اولیه تجزیه ٣.١

باشیم داشته x ∈M و r ∈ R هر برای اگر نامیم اولیه زیرمدول ͷی Mرا R-مدول از Q سره زیرمدول

rx ∈ Q⇒ x ∈ Q یا r ∈
√
AnnM/Q

R از اول ایده�آل ͷی p :=
√
AnnM/Q آنگاه Mباشد�، از اولیه زیرمدول ͷی Q اگر .١.٣.١ تعریف

نامید. خواهیم R از �اولیهp یͷایده�آل را Q است.

N٢ N١و Nکه = N١
∩
N٢ ی رابطه هرگاه نامیم ناپذیر تحویل Mرا از N زیرمدول .٢.٣.١ تعریف

.N = N٢ یا N = N١ دهد، نتیجه Mهستند از هایی مدول زیر

از ناپذیر تحویل سره مدول زیر هر صورت این در باشد. نوتری ای حلقه R کنیم فرض .٣.٣.١ قضیه

است. اولیه مولد، متناهͬ R-مدول ͷی

١٣Assosiated Prime Ideals
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شود. مراجعه [١.۴.۴ قضیه ،[٧]] به اثبات.

Mاشتراک Nاز زیرمدول هر صورت این در باشد. نوتری MیRͷ-مدول فرضکنیم .۴.٣.١ قضیه

است. Mناپذیر تحویل زیرمدول متناهͬ تعداد از متناهͬ

شود. مراجعه [١.۴.۵ قضیه ،[٧]] به اثبات.

مͬ�باشد N = Q١
∩
· · ·

∩
Qn متناهͬ اشتراک ،M از N زیرمدول از اولیه تجزیه ͷی .۵.٣.١ تعریف

ایده�آل Qi هر که N = Q١
∩
· · ·

∩
Qn اولیه تجزیه هستند. M از اولیه هایی زیرمدولͬ ها Qi که

هرگاه نامیم مینیمال را است pi-اولیه

باشند؛ R از متمایز اول های ایده�آل p١, · · · , pn -١

نمود. حذف N = Q١
∩
· · ·

∩
Qn اشتراک از نتوان را ای Qi هیچ -٢

اولیه) تجزیه (وجود .۶.٣.١ قضیه

تجزیه Mدارای از N سره زیرمدول هر صورت این در باشد. نوتری MیRͷ-مدول کنیم فرض

است. اولیه

شود. مراجعه [٧.١١ لم و ٧.١٠ لم ،[١]] به اثبات.

Nکه = Q′
١
∩
· · ·

∩
Q′
n Nو = Q١

∩
· · ·

∩
Qn فرضکنیم تجزیه) یͺتایی اول (قضیه .٧.٣.١ قضیه

صورت این در باشند. N برای مینیمال تجزیه دو هستند p′i-اولیه ها Q′
i pi-اولیه، های ایده�آل Qi

{p١, · · · , pn} = Ass(M/N) = {p′١, · · · , p′m}

شود. مراجعه [۴.۵ قضیه ،[١]] به اثبات.

Nکه = Q′
١
∩
· · ·

∩
Q′
n Nو = Q١

∩
· · ·

∩
Qn فرضکنیم تجزیه) یͺتایی دوم (قضیه .٨.٣.١ قضیه

اگر باشند. N برای مینیمال تجزیه دو هستند p′i-اولیه ها Q′
i pi-اولیه، های ایده�آل Qi

Qj = Q′
j آنگاه pj ∈ {p١, · · · , pn}

شود. مراجعه [۴.١٠ قضیه ،[١]] به اثبات.
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رسته ۴.١

نمایشمͬ�دهیم، obj C با ,A,B,Cکه · · · مانند اشیا از ای مجموعه از عبارتاست C ی رسته از منظور

همراه به

.C از B و A ء شͬ دو هر ازای به Hom(A,B) مجزای های مجموعه -١

دهیم؛ مͬ نشان f : A −→ B نماد با و نامند مͬ ریخت را Hom(A,B) عناصر

است: موجود زیر تابع متمایز) لزوما (نه C و B ،A ء شͬ سه هر برای -٢

Hom(A,B)×Hom(B,C) −→ Hom(A,C)

(g, f) 7−→ g ◦ f

است: زیر خواص دارای تابع این نامند. مͬ f و g ترکیب را g ◦ f که

در هایی ریخت h : C −→ D و g : B −→ C ،f : A −→ B اگر یعنͬ پذیری: شرکت - آ

آنگاه باشند C

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)

هر برای بطوریͺه باشد موجود ١B : B −→ B ریخت C از B شͬ هر برای همانͬ: عنصر - بـ

را ١B نگاشت .g ◦ ١B = g و ١B ◦ f = f باشیم داشته g : B −→ C و f : A −→ B

زیرا یͺتاست. B شͬ هر همانͬ ریخت که است واضح مͬ�نامیم. همانͬ عنصر

١B = ١B ◦ ١B′ = ١B′

Bتعریف و A مجموعه دو هر ازای به و باشند ها مجموعه تمام C اشیا فرضکنیم .١.۴.١ مثال

مͬ�کنیم

Hom(A,B) = {f : A −→ B | دلخواه تابعͬ f }



١٣ همولوژی و جابجایی جبر از اولیه مفاهیم .١ فصل

ترکیب تابع

Hom(B,C)×Hom(A,B) −→ Hom(A,C)

همانͬ� تابع B مجموعه هر ازای به مͬ�کنیم. تعریف توابع عادی ترکیب بصورت را

پس است پذیر شرکت توابع ترکیب مͬ�دانیم مͬ�گیریم. نظر در B همانͬ ریخت ١B : B −→ B

است. رسته ͷی C

و A آبلͬ گروه دو هر ازای به و باشد آبلͬ های گروه تمام مجموعه C کنیم فرض .٢.۴.١ مثال

کنیم تعریف B

Hom(A,B) = HomZ(A,B)

پس است تابع ͷی همریختͬ هر چون مͬ�کنیم. تعریف توابع عادی ترکیب همان را ترکیب تابع

است. رسته ͷی C

A اگر و باشد D در شͬ ͷی C در شͬ هر هرگاه Dمͬ�نامیم زیررسته را C رسته .٣.۴.١ تعریف

باشد. D در Hom(A,B) در مشمول C در Hom(A,B) آنگاه باشند C در شͬ دو B و

مساوی C در Hom(A,B) مجموعه C اشیای از B جفتAو هر برای و باشد D زیررسته C اگر

مͬ�نامیم. D از پر یͷزیررسته را C آنگاه باشد D در Hom(A,B)

ͷی تشͺیل گروهͬ همریختͬ�های تمام مجموعه با همراه آبلͬ های گروه مجموعه .۴.۴.١ مثال

مͬ�دهیم. نمایش Ab با را آن که مͬ�دهند رسته

مͬ�باشد. ها گروه رسته از پر زیررسته ͷی رسته این

هرگاه نامیم جمع١۴ͬ پیش را C رسته .۵.۴.١ تعریف

باشد؛ صفر شͬ ͷی دارای C -١

١۴Preadditive
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باشد. جمعͬ آبلͬ گروه ͷی Hom(A,B) مجموعه C اشیای از B جفتAو هر برای -٢

مͬ�نامیم؛ جمعͬ را C رسته آنگاه باشد، برقرار زیر شرط اگر بعلاوه

ترکیب نگاشت A,B,C ∈ C عناصر تمام برای -٣

Hom(A,B)×Hom(B,C) −→ Hom(A,C)

(f, g) 7−→ f ◦ g

باشیم داشته h, k ∈ Hom(A,B) و f, g ∈ Hom(B,C) هر برای یعنͬ باشد، دوخطͬ

(f + g)h = fh+ gh ; f(h+ k) = fh+ fk

C شͬ دو هر حاصلضرب هرگاه مͬ�نامیم جمعͬ رسته ͷی را C جمعͬ پیش رسته .۶.۴.١ تذکر

باشد. C در

مجموعه توسط که باشد C رسته در اشیا از خانواده ͷی {Xi}i∈I کنیم فرض .٧.۴.١ تعریف

نگاشت�های (که pi : X −→ Xi ریخت�های با C از X شͬ ͷی شوند. مͬ گذاری اندیس I

ریخت�های و C از Y شͬ هر برای اگر نامیم {Xi}i∈I حاصلضربخانواده را مͬ�نامیم) تصویری

pif = fi بطوریͺه باشد موجود f : Y −→ X بفرد منحصر ریخت (i ∈ I) ،fi : Y −→ Xi

باشد. جابجایی زیر نمودار i ∈ I هر برای یعنͬ .i ∈ I هر برای

X
pi // Xi

Y

∃f

OO

fi

>>}}}}}}}}

تصویری نگاشت با X ′ و pi : X −→ Xi تصویری نگاشت با X اگر .٨.۴.١ قضیه

C رسته اشیا از متشͺل {Xi}i∈I خانواده از حاصلضرب دو i ∈ I که p′i : X ′ −→ Xi

هستند. C اشیا از یͺریخت شͬ دو X ′ و X آنگاه باشند،


