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 تقدیم و تشکر

 کران خود، آدمی را زیور عقل آراست.سپاس خداوند حکیم را که با لطف بی

 بی شککه  دارمصمیمانه تشکر و قدردانی  ،جناب آقای دکتر فرهاد درستکار محترم خود،دریغ استاد راهنمای از زحمات بی

 رسید.بدون راهنمایی ایشان، این مجموعه به انجام نمی

 نمایم.دکتر رحیمی برای قبول زحمت داوری نیز تشکر میآقای دکتر انصاری  و آقای از داوران محترم، 

اساتید محترم گروه ریاضی محض و ی تشکر از همه و از آقای دکتر عباسی رئیس دانشکده علوم ریاضی دانشگاه گیلان سپاسبا  

 .گیلانعوامل اداری و اجرایی دانشکده علوم ریاضی دانشگاه  یهمهمدیر تحصیلات تکمیلی و 

 و با تشکر از عوامل کتابخانه دانشکده علوم و کتابخانه مرکزی دانشگاه گیلان.
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ایدنباله مکولی – کوهنهای دوبخشی پذیر و گرافهای پوستهگراف    

 مینا بابایی گورابسری



                                                                                             1                                                                                                                             پیشگفتار

 

  پیشگفتار

هکَلی استفادُ  - ّای کَّي ّا اس هفَْم حلقِ ی حذس کزاى بالا بزای کزُ بزای اثبات هسألِ  R. Stanleyهیلادی  1791در سال 

 ّای سادکی آغاس شذ.  ی هجتوع با ایي کار استفادُ اس ابشارّای جبز جابجایی در هطالعِ. ًوَد

را   I(G)آل یالی  {، ایذُ   , . . . , 1 }ّای ی رأس با هجوَعِ Gبزای یک گزاف هتٌاّی  R. Villarrealهیلادی  1771در سال 

ی  ی خَاص حلقِ تزکیبیاتی هطالعِتعزیف ًوَد. در جبز جابجایی      , . . .,K [ 1 ی در حلقِ
    

1               

      
 ی هطالعِرا بِ  

ًوایٌذ. اس جولِ هباحث جالب  هزتبظ هی ،G ّای هستقل گزاف یعٌی هجتوع سادکی هتشکل اس توام ٍجِ   ٍ یا  Gخَاص گزاف  

داًاى هعزٍفی اس  ای اشارُ ًوَد کِ ریاضی هکَلی دًبالِ - ّای کَّي هکَلی ٍ گزاف - ّای کَّي تَاى بِ گزاف در ایي شاخِ هی

 اًذ.  در ایي سهیٌِ ًتایج جذیذی را هٌتشز ًوَدُ J. Herzog ،T. Hibi ،A. Van Tuyl ٍ R. Villarrealجولِ 

-هقذهاتی هیباشذ. در فصل اٍل بِ تعاریف ٍ قضایای تذٍیي شذُ است ٍ شاهل چْار فصل هی [9]ی ایي پایاى ًاهِ بز اساس هقالِ

-پذیز ٍ هطالب هزبَط بِ ایي تعزیف خَاّین پزداخت. در فصل سَم ًیش گزافپزداسین. در فصل دٍم بِ بزرسی هفَْم گزاف پَستِ

 پزداسین.در فصل چْارم بِ یک کاربزد اس هَارد بالا هیٍ ًوایین ای را هطالعِ هیهکَلی دًبالِ –ّای دٍبخشی  کَّي 
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 1های مدرجحلقه     1-1

ای مدرج گوییم اگر بتوان خانواده -G ی را یک حلقه Rباشد. یک حلقه مانند   eیک گروه با همانی G. فرض کنیم 1-1-1تعریف 

Rg | g}مانند  Rهای جمعی از زیرگروه ∈ G}   یافت که:چنان 

(1 :)R=  Rg g ∈ G
⨁ مانند   Rgهای صورت جمع تعداد متناهی از عضوان به طور منحصربفرد به تورا می rمانند  R)یعنی هر عضو .    

r = xg1
+ xg2

 + ⋯ +  xgk
xgiکه  

∈ Rgi
 نوشت.( 

 (2 :)RgRg′ ⊂ Rgg′  که در آن منظور ازRgRg′ های حاصلضربهای متناهی از ی تمام جمععبارت است از مجموعهrgrg′  که

rg ∈ Rg  وrg′ ∈ Rg′. 

⋃هر عضو از  .2-1-1تعریف  Rgg ∈ G از  2را یک عضو همگنR  گوییم. چنانچه داشته باشیم∈ Rgr ، را یک عضو همگن آنگاه آن

= deg r نویسیمگوییم و می gی از درجه g ( در تعریف فوق، هر عضو 1). با توجه به شرطr ∈ R  دارای نمایش منحصربفرد به

= rصورت  ∑ rg g ∈ G   است کهrg ∈ Rg  به ازای هرg ∈ G  و تعدادrgباشد.های غیر صفر، متناهی می 

 گوییم. Rاز  3ی همگننیز مؤلفه ها راrgدراین صورت 

, xrیک میدان  Kفرض کنیم  .3-1-1مثال  … ،x2 ،x1 ،r ی متغیر باشند، دراین صورت حلقهR= K[x1 , … , xr] یک 

nتوانیم فرض کنیم به ازای هر مدرج است، زیرا می -  ℤی حلقه ≥ 0، 

Rn = {∑ ai x1

m
1 x2

m
2 … xr

mr |m1 + m2 + ⋯ + mr = n} 

nو به ازای هر  < 0 ،Rn = {0}. 

= R دراین صورت  Rnn ∈ ℤ
RnRmیک گروه با عمل جمعی است،  ℤو چون      ⨁  ⊂ Rn+m. 

 مدول )چپ( مدرج گوییم اگر Rرا یک  Mمدول )چپ( باشد،  Rیک  Mمدرج و  - Gی یک حلقه Rفرض کنیم  .4-1-1تعریف 
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Mσ| 𝜎}ها به صورت ای از زیر مدولخانواده ∈ G} :چنان موجود باشند که 

(1 :)M=  Mσ𝜎 ∈G
 ⨁     

(2 :)RτM𝜎 ⊂ M𝜏𝜎  به ازای هر𝜏 , 𝜎 ∈ G. 

h(M)هر عضو  .5-1-1تعریف  = ⋃ M𝜎σ ∈G  0را یک عضو همگن گوییم. اگر ≠ m ∈ Mσ آنگاه ،m را یک عضو همگن 

= deg mنویسیم گوییم ومی σی از درجه  𝜎( در تعریف 1. توجه داریم که بنا به شرط )هر 5-1-1 ،m ∈ M دارای نمایش 

=mمنحصربفردی به صورت  ∑ mσσ ∈ G  جز تعداد متناهی ه های همگن است که در آن باز مؤلفهmσ، در  باشد.بقیه برابر صفر می

=Rی مدرج حلقه K[x1 , … , xn] ی ای از درجههر تک جملهn ی همگن است.یک مؤلفه 

دارای تحلیل آزاد مدرج مینیمال به  Mدانیم مدول مدرج است. می – Rیک  Mی مدرج و یک حلقه Rفرض کنیم  .6-1-1تعریف 

 صورت

0 ⟶  R(−j)βp ,j(M)
j 

⨁  ⟶  R(−j)
β

p−1 ,j
(M)

j 
⨁ ⟶ ⋯ ⟶    R(−j)β0 ,j(M)

j 
⨁ ⟶ M ⟶ 0 

≥ p ,که در آن  n  R(−j)، R - ی انتقال ازمدول مدرج به دست آمده به وسیلهR  یبه اندازه j است. در این صورت عدد 

βi,j(M) را (i, j) –  امین عدد مدرج بتی ازM  ی دقیقا برابر با تعداد مولدهای از درجه گوییم که آنj درi  امین مدول سی زی

  جی است.

دارای  I گوییمهستند  dی ی مولدهای آن از درجهباشد که همه Rی مدرج آل همگن از حلقهیک ایده Iفرض کنیم  .7-1-1تعریف 

iاست اگر به ازای هر  4ی خطیتحلیلیک  ≥ jو  0 ≠ i + d :داشته باشیم 

βij = 0   

ی از درجه Iهای همگن آل تولید شده توسط تمام مؤلفهباشد، ایده Rی مدرج آل مدرج از حلقهیک ایده Iفرض کنیم  .8-1-1قرارداد

d  را با(Id) دهیم.نشان می 

                                                           
4 linear resolution 
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 داشته باشد. ی خطیتحلیلیک  d ،(Id)است اگر برای هر  5ایرا خطی مولفه Iآل همگن یک ایده. 9-1-1تعریف 

آل تولید شده ایده I[d]صورت باشد، دراین خالی از مربعهای ایآل تولید شده توسط تک جملهایده I. فرض کنیم 11-1-1تعریف 

 است. Iاز  dی از درجه خالی از مربعهای ایتوسط تک جمله

 6مجتمع سادکی   1-2

, 1}ی مجموعه [n]فرض کنیم  .1-2-1تعریف … , n}  .های یک مجموعه از زیرمجموعهباشد[n] را یک مجتمع سادکی   ∆مانند

F اگرگوییم  ∈ ⊃ ′Fو    ∆ F،  آنگاهF′ ∈ ∆.  

∋ i هر ازایبه که  در تعریف مجتمع سادکی این شرط گاهی اوقات .2-2-1توجه [n] ،{i} ∈  گیرند.را نیز در نظر می ∆

∋ هرعضو . 3-2-1تعریف ∆F وجه  8نامیم. بعدمی ∆از  7وجه را یکF  برابر با|F| − های برابر با تعداد عضو |F|است که  1

=dim F.است بنابراین   F یمجموعه |F| −                  صورته را ب ∆بعد  همچنین 1

  dim∆= max {dim F | F ∈ ∆ } 

 کنیم.تعریف می

هر وجه ماکزیمال  را یک یال و هر وجه از بعد صفر را یک رأس گوییم. همچنین ∆وجه از بعد یکِ مجتمع سادکی  هر .4-2-1تعریف 

 گوییم. 9رویهابر وجه یا را یک نسبت به رابطه شمول  ∆از 

,H1}اگر  .5-2-1تعریف  … , Hs} توسط تولید شده  ∆از  10زیر مجتمع باشد، ∆های ی وجهاز مجموعه ایزیرمجموعه 

H1, … , Hs  را با〈H1, … , Hs〉  که مشمول در حداقل یکی از  ∆هایی از ی تمام وجهرا برابر با مجموعهنشان داده و آنHi  به ازای

1 ≤ i ≤ n کنیم.است، تعریف می 

                                                           
5 Componentwise linear 
6 Simplicial complex 
7 Face 
8 Dimension 
9 Facet 
10 Subcomplex 
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. است ∆ تعیینیک شاخص برای  (∆)ℱ آنگاه .باشد هاابروجه  ی تماممجموعه ینشان دهنده (∆)ℱفرض کنیم  .6-2-1تعریف 

(∆)ℱ وقتی که = {F1 و … =∆ نویسیممی ،{Fn و 〈F1 و …  . 〈Fn و

 ی آن یکسان باشد.هاابروجهنامیم اگر تعداد عضوهای تمام می 11یک مجتمع سادکی را محض .7-2-1تعریف

∌ را که  [n]از  Fی زیر مجموعه .8-2-1تعریف  ∆Fنامیم.می ∆از  12وجه، غیر 

 باشد. نمی ∆است که هیچ یک وجهی از  [n]های مینیمال از تمام زیر مجموعهی نشان دهنده (∆)𝓝 .9-2-1قرارداد

 بدیهی استدو مجتمع سادکی باشند  Γو  ∆فرض کنیم  .11-2-1تعریف 

{A ∪ B | A ∈ ∆ , B ∈ Γ} 

∆یک مجتمع سادکی است، این مجتمع سادکی را با  ∗ Γ دهیم.نشان می 

x1هر  .11-2-1تعریف

a
1 … xn

an نامیم و آن را با نماد می 13ای را یک تک جملهxa دهیم که نشان می = (a1, … ,  an)a 

= و  (x1 , … , xn)x باشندمی. xa  های نامیم اگر مؤلفهمی 14خالی از مربعرا تک جمله ایa ی یعنa1, … , an  همواره صفر یا یک

 باشند.

 نامیم.می 15(از مربع خالی از مربع( را ایده آل تک جمله ای )خالیها )ایده آل تولید شده توسط تک جمله ای

dاز بعد  [n]یک مجتمع سادکی روی  ∆فرض کنیم . 12-2-1اصطلاح  − ≥ به ازای هر  باشد. 1 i ≤ d0، ∆(i)  راi 16اسکلت امین 

|F|است که  ∆از  Fهای های آن، آن وجهطوری که وجهه نامیم بمی [n]روی  ∆از  ≤ i +  یعنی: 1

∆(i)= {F ∈ ∆| dim F ≤ i} ⊂ ∆. 

                                                           
11 Pure 
12 Non Face 
13 Monomial 
14 Squarefree 
15 (Squarefree) Monomial Ideal 
16 Ith skeleton 
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(i)∆شود که به وضوح دیده می
≥ ازای هرنیز به   i ≤ d0، .یک مجتمع سادکی است 

= فرض کنیم . 13-2-1قرارداد  K[x1 , … , xn]R با 17ی چندجمله اییک حلقه n  متغیر بر میدانK  نیز  یک مجتمع  ∆باشد و

⊇ Fاست. آنگاه برای هر  [n]سادکی روی  [n] کنیم:قرارداد می 

xF: = ∏ xii∈F  . 

= Rکنیم نیز فرض می 15-2-1و  14-2-1در تعریف  K[x1 , … , xn] اب ی چندجمله اییک حلقه n  متغیر بر میدانK و  است

 .باشدمی [n]نیز  یک مجتمع سادکی روی  ∆

∌ که   xF ایهای خالی از مربع ایاست که توسط تک جمله Rاز  ∆I آل، ایده∆از  18یزنراایده آل استنلی ر .14-2-1تعریف  ∆F، 

 شود. به عبارت دیگرتولید می

I∆ = ⟨xF| F ∈ 𝒩(∆)⟩. 

 ه ای کxF  خالی از مربعهای تک جمله ای است که توسط Rاز  I(∆) آل، ایده ∆از  ابر وجهایده آل  .15-2-1تعریف

F ∈ ℱ(∆)، شود. بنابراینتولید می 

(∆) = ⟨xF | F ∈ ℱ(∆)⟩.I 

 دهیم و آن عبارت است از نشان می v∆را با  ∆باشد. دوگان  [n]ی یک مجتمع سادکی بر مجموعه ∆فرض کنیم  .16-2-1تعریف 

∆v= {[n]\F  | F ∉ ∆} 

 نامیم.می 19را دوگان الکساندر v∆و 

v( v∆)یک مجتمع سادکی است و  v∆ی ( مجموعه[1.5.2 ,6].)ر.ک 17-2-1لم  = ∆. 

⊃ Fاگر برای هر  .18- 2-1قرارداد  [n]،  فرض کنیمF = [n] \ F مجتمع سادکی تولید شده توسط   ∆صورت  باشد دراینF 

∋ Fهایی است که  ℱ(∆) :یعنی 

 

                                                           
17 Polynomial 
18 Stanley-Reisner ideals 
19 Alexander dual 
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∆= ⟨F | F ∈ ℱ(∆)⟩. 

 ( خواهیم داشت:[1.5.3 ,6])ر.ک .19-2-1لم 

I∆v = I(∆ ). 

⊃ F. برای هر 21-2-1قرارداد   [n] کنیم:قرارداد می 

PF: = ⟨xi | i ∈ F⟩. 

 آل اول است.یک ایده PFو بدیهی است 

 به صورت زیر است: ∆Iاز  20ی استانداردی اولیهتجزیه( ]1.5.46 ,[. )ر.ک 21-2-1لم 

I∆ = ⋂ PFF  ∈ ℱ(∆)  . 

∆Iفرض کنیم  ([1.5.5 ,6])ر.ک .22-2-1نتیجه  = PF1
∩ … ∩ PFm

 که در آنباشد  ∆Iی استانداردی از ی اولیهتجزیه 

 Fj ⊂ [n]  1به ازای هر ≤ j ≤ m اگر .G(I∆v)  مجموعه مولدهایI∆v آنگاه: باشد 

G(I∆v) = {XF1
 , … , XFm

}. 

 آلاز ایده مربعخالی از باشد آنگاه دوگان الکساندر  خالی از مربعای آل تک جملهیک ایده Iفرض کنیم  .23-2-1نکته 

I = (x1,1 … x1 ,s1
, … , xt ,1 … xt ,st

 آلایده ،(

Iv = (x1,1, … , x1,s1
) ∩ . ..  ∩ (xt,1, … , xt ,st

) 

 است.

= Iدانیم اگر می برهان: 〈x1,1 … x1 ,s1
, … , xt ,1 … xt ,st

 و ∆I = Iباشد آنگاه یک مجتمع سادکی موجود است به طوری که،  〈

𝓝(∆) = {{x1,1, … , x1 ,s1
}, … , {xt ,1, … , xt ,st

Iv. اما {{  =  I∆v  داریم  22-2-1و بنا بر لم 

  .Iv  =  I∆v = ⋂ PFF  ∈ ℱ(∆v)  

                                                           
20 Standard Primary decomposition 
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 حال از 

{xi ,1, … , xi ,si
} ∈ 𝒩(∆) ⟺ Fi = [n]\ {xi ,1, … , xi ,si

} ∈ ℱ(∆v) 

 گیریم کهنتیجه می

Iv  =  I∆v = ⋂ PF = ⋂ P{x
i ,1,…,xi ,si

}

k

i=1F  ∈ ℱ(∆v) 

= ⋂ 〈xi ,1, … , xi ,si
〉

k

i=1

 

= Iرو اگر از این 〈x1,1 … x1 ,s1
, … , xt ,1 … xt ,st

⋂همان  Ivمنظور از  〈 〈xi ,1, … , xi ,si
〉k

i=1  .است 

 

 21گراف      1-3

 E(G)های گراف را با و مجموعه یال VGیا  V(G)های گراف را با ی رأسمجموعه. یک گراف باشد Gفرض کنیم  .1-3-1 قرارداد

 دهیم.نشان می EG یا

 نامیم.می22گراف ساده  ،و طوقه نداشته باشد یال وجود داشته باشد یکگرافی را که بین هر دو رأس آن حداکثر  .2-3-1تعریف 

 ها یک یال وجود داشته باشد.نامیم اگر بین آنمی 23را مجاور Gاز گراف  w و vدو رأس متمایز  .3-3-1تعریف 

 nنامیم. یک گراف کامل با می 24متمایز آن مجاور باشند، گراف کاملرأس  را که هر دو Gی متناهی گراف ساده. 4-3-1تعریف 
 به صورت K5گراف طور مثال ه ب دهیم.نشان می Knرأس را با 

                                                                         x1 

                                                              x2                      x5    

                                                            x3                        x4 

          K5 

 است.

 است. E(G)تعلق دارد و هر یال آن عضو  VG، خود یک گراف است که هر رأس آن به Gیک زیر گراف از گراف  .5-3-1تعریف 

                                                           
21 Graph 
22 Simple graph 
23 Adjacent 
24 Complete graph 
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-زیرمجموعه تمامشامل  E(G)را که مجموعه یالی  VGروی  Gگراف متناهی  یک گراف متناهی است، Gفرض کنیم . 6-3-1 تعریف

, i}دو عضوی  های j} از VG  است که{i , j} ∉ E(G) از گراف  25را گراف مکملG عنوان مثال اگر به  نامیم.میG  گراف                                                                                                                                                    

                                                              x4                    x1 

                                                             x3                     x2 

                                                                       G 

 به صورت   Gباشد آنگاه گراف مکمل آن یعنی 

                                                            x4                  x1 

                                                           x3                   x2 

                                                                     G        
 است.

 .در نظر گرفتبعد یک از توان یک مجتمع سادکی گراف متناهی می متناظر با هر .7-3-1توجه 

 صورته ها بیالها و رأسای از دنباله j  و iبین دو رأس  qبا طول  Gاز گراف  26یک راه .8-3-1تعریف 

                                                 ek−1    ek−2                     e3        e2        e1 
                                                                               ..............                

                                              xk     xk−1      xk−2          x4          x3          x2        x1       

x1است که در آن  = i  وxk = j. 

 به صورت Gاز گراف  C، یک زیرگراف qبا طول  Gاز گراف  27یک دور .9-3-1تعریف 

                                                    ek−1    ek−2                     e3        e2        e1 
  ....        ... ....             .......... 

            xk     xk−1       xk−2         x4         x3         x2        x1       

x1است که در آن  = xk. 

 گوییم اگر برای هر دو رأس از آن یک راه وجود داشته باشد. 28را همبند  VG ی رأسیبا مجموعه G یک گراف. 11-3-1تعریف 

                                                           
25 Complementary Graph 
26 Walk 
27 Cycle 
28 Connected 
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 نامیم.می 30درختیک اشد ه همبند بجنگل را ک هرگوییم و  29جنگلیک گراف متناهی بدون هیچ دور را  هر .11-3-1تعریف 

VG  32ینامیم اگر یک تجزیهمی 31را دوبخشی VGبا مجموعه رأسی  G. یک گراف 12-3-1تعریف  = V1 ∪ V2 وجود چنان 

, i}به صورت  Gباشد که هر یال از  داشته j}  است کهi ∈ V1  وj ∈ V2. 

یک گراف دوبخشی  .13-3-1تعریف  G VG  یبا تجزیه  = V1 ∪ V2 نامیم هرگاه بین هر رأس از دوبخشی کامل میرا  V1 با هر  

V2رأس از  یال وجود داشته باشد. گراف دوبخشی کامل   G را که   |V1| = m و   |V2| = n است با   Km ,n به طور  دهیم.نشان می 

 مثال

                                                                  y1                   x1             

                                                                 y2                    x2 

                                                                                     K2,2                                                                            

دارای طول زوج باشد در نتیجه هر  Gاگر هر دور از  تنها و ، دوبخشی است اگرGیک گراف متناهی  ([9.1.1 ,6])ر.ک  .14-3-1لم 

 جنگل یک گراف دوبخشی است.

, i}از آن،  jو  iرا که برای هر رأس  Gهای مجموعه رأساز  Cی یک زیر مجموعه. 15 -3-1تعریف  j}  یالی از گرافG  است، یک

 گراف  Gبه طور مثال اگر  نامیم.می 33دسته

                                                           x4                    x1 

                                                         x3                     x2 
                                                                      G 

=C باشد آنگاه {x1 , x3 , x4} دسته از گراف  یکG باشدمی. 

 تشکیل یک مجتمع سادکی Gهای گراف ی تمام دستهرأس باشد. مجموعه nیک گراف متناهی با  Gفرض کنیم . 16-3-1تعریف 

 دهیم.نشان می (G)∆دهد. این مجتمع سادکی را با را می [n]روی 

                                                           
29 Forest 
30 Tree 
31 Bipartite 
32 Decomposition 
36 Cliqe 
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= Rفرض کنیم  .17-3-1تعریف  K[x1, … , xn] ها با ی چندجمله اییک حلقهn  متغیر بر میدانK  باشد، به هر یال 

e = {xi , xj}   از گرافG ای یک تک جملهUe = xixj کنیم. ایده آل تک جمله ای مرتبط میI(G) تمام یرا که به وسیله 

∋ که  Ue خالی از مربعهای ایتک جمله E(G) e از گراف  34یالیایده آل را  شودتولید میG نامیم.می  

I(G) = 〈{xixj |{xi , xj} ∈ E(G)}〉. 

 گراف زیر باشد Gمثال اگر  عنوانبه 

                                                                                     x1 

                                                                x2                              x5 

                                                                                x3                     x4 
                                                                                              G    

 آنگاه 

I(G) = 〈x1x2 , x2x3 , x4x5 , x2x5, x1x5〉. 

 برابر است یعنی: (G)∆استنلی رایزنر از مجتمع سادکی با ایده آل  Gگراف  از ایده آل یالیبدیهی است . 18-3-1توجه 

I(G)= I∆(G). 

 از گراف  35یک پوشش رأسیرا  VGاز  C یزیر مجموعه باشد. VGبا مجموعه رأسی یک گراف  Gفرض کنیم  .19-3-1تعریف 

G اشتراک هر یال از گراف   اگر نامیممیG  با مجموعه یC .برای گرافبه عنوان مثال  غیر تهی باشد 

                                                                  x3                     x1 

                                                             
                                                                  x4                    x2 

                                                                                       G 

= Cی مجموعه {x1, x2 , x4} یک پوشش رأسی از گراف G  .است 

 را یک C، نباشد Gیک پوشش رأسی از  Cسره از  یباشد و هیچ زیر مجموعه G یک پوشش رأسی از C اگر .21-3-1تعریف 

 مثال در گراف به طور .دهیمشان مین M(G)های رأسی مینیمال را با ی تمام پوششنامیم. مجموعهمی 36مینیمالپوشش رأسی 

                                                           
34 Edge ideal 
35 Vertex cover 
36 Minimal vertex cover 
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                                                                  x3                     x1 

                                                                x4                      x2   
                                                                                       G 

Cی مجموعه = {x1, x4}  یک پوشش رأسی مینیمال از گرافG باشد.نیز می 

گوییم  Gاز  37مستقل مجموعهرا  VGاز  S یزیر مجموعه باشد. VGیک گراف روی مجموعه رأسی  Gفرض کنیم  .21-3-1تعریف 

, S ،{i از jو  i به ازای هر دو رأس اگر j}  یالی از گرافG به عنوان مثال در گراف  .نباشد 

                                                                           x1 

                                                            x2                           x5 

                                                                          x3                  x4 
                                                                                     G         

S یمجموعه = {x2 , x3  , x5}  ل از گراف قی مستیک مجموعهG .است 

 یباشد و هیچ زیر مجموعه G مستقل از یک مجموعه Sاست اگر  Gمستقل ماکسیمال از گراف  ییک مجموعه S .22-3-1تعریف 

 به طور مثال در گراف وجود نباشد.م Sشامل  G مستقل از

                                                                             x1 

                                                               x2                          x5 

                                                                            x3                  x4 
                                                                                        G   

, x2}یمجموعه x3 , x4 , x5}  ی مستقل ماکسیمال از گراف یک مجموعهG .است  

از  )ماکسیمال( مستقل یک مجموعهی  VGاز  S زیرمجموعه بدیهی است یک گراف متناهی است. Gفرض کنیم  .23-3-1 تبصره

G  است اگر وتنها اگر VG \ S  از  )مینیمال( پوشش رأسییکG  .باشد 

 گوییم اگر هر دو یال از آن مجموعه دارای انتهای یکسان نباشند. 38مستقلرا  Gهای گراف یک مجموعه از یال. 24-3-1تعریف 

                                                           
37 Independent set 
38 Independent 
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 x3           x2           x1                                         در گراف           

                                                                        y3         y2             y1 

                                                                                                 G   

, x1} هاییال y1} , {x2 , y2} , {x3 , y3} دهدرا تشکیل می هایالاز  یک مجموعه مستقل. 

 یک گراف متناهی باشد. Gفرض کنیم . 25-3-1تعریف 

(i) های رأسی مینیمال از گراف در بین تعداد عضوهای تمام پوششG  کوچکترین عدد را با𝛼0(G)  پوشش نشان داده و آن را عدد

 از گراف گوییم. 39رأسی

(ii) مستقل از گراف  یهابیشترین تعداد یالG  را باβ1
(G) گراف  40نشان داده و آن را عدد استقلالG .گوییم 

 NG(U)با  را Uی مجاور با باشد. مجموعه U ⊂ VGباشد و  VGهای یک گراف با مجموعه رأس G. فرض کنیم 26-3-1تعریف 

 مجاور باشد. Uهای با یکی از رأساست که حداقل  Gهایی از ی رأسدهیم و مجموعهنشان می N(U)یا 

رأس باشد.  nبا  V2رأس و  mبا   V1یک گراف دوبخشی با مجموعه های رأسی  Gفرض کنیم   ([6.1.4 ,10])ر.ک.27-3-1گزاره 

⊃ Aاگر برای هر V1 ،|A| ≤ |N(A)|  باشد آنگاهm  یال مستقل درG .وجود دارد 

 باشد، اگر یک عدد صحیح V2و  V1های رأسی دوبخشی با مجموعهیک گراف  G( فرض کنیم [6.1.5 ,10])ر.ک .28-3-1نتیجه 

p ≥ ⊃ Aچنان وجود داشته باشد که برای هر  0 V1 ،|A| − p ≤ |N(A)|  آنگاهm - p  یال مستقل درG وجود دارد که 

m= |V1|. 

𝛽1(G)یک گراف دوبخشی باشد آنگاه:  G: اگر (König) 29-3-1قضیه  = 𝛼0(G). 

VG فرض کنیم برهان: = V1 ∪ V2   هایرأس برای مجموعهیک جدا سازی G  باشد به طوری که هر یال ازG ،V1  را بهV2 

= rکنیم که فرض می کند.وصل می 𝛽1(G)  وm= |V1| ، بنابراین چونr  یال مستقل درG گیریم که وجود دارد نتیجه می 

                                                           
39 Vertex covering number 
40Independenece number 


