
 

  
  
  

   علوم رياضي علوم رياضي  دانشكدهدانشكده
  گروه آمارگروه آمار

  
  نامه كارشناسي ارشدنامه كارشناسي ارشد  پايانپايان

  رشته آمار رياضيرشته آمار رياضي
  

  عنوانعنوان
  اسپلايناسپلاين--لگلگبرآورد تابع چگالي به روش برآورد تابع چگالي به روش 

  
  استاد راهنمااستاد راهنما

  دكتر حسينعلي نيرومنددكتر حسينعلي نيرومند
  

  استاد مشاوراستاد مشاور
  دكتر حسن دوستيدكتر حسن دوستي

  
  تدوينتدوين

  مهديه عرفانيانمهديه عرفانيان
  
  13881388شهريور شهريور 
  



 

 يا هو



 

 

 بسمه تعالي
 پايان نامه تحصيلي دانشجويان/رسالهمشخصات 

 دانشگاه فردوسي مشهد

 اسپلاين-لگبرآورد تابع چگالي به روش : پايان نامه/رسالهعنوان 
  مهديه عرفانيان:نام نويسنده
 دكتر حسينعلي نيرومند:  راهنما) ان( نام استاد
 ي دكتر حسن دوست:مشاور) ان(نام استاد

 آمار رياضي: رشته تحصيلي  آمار:گروه علوم رياضي:  دانشكده

 28/6/1388   : دفاعتاريخ        : بتاريخ تصوي

  صفحه148 : تعداد صفحات دكتري                كارشناسي ارشد         : مقطع تحصيلي

 
 : پايان نامه /رسالهچكيده 

انـد، بـه معرفـي        هاي ناپارامتري برآورد چگالي كه تاكنون ارائه شـده          وشنامه پس از مرور تعدادي از ر        در اين پايان  
يافتـه را بيـان و    هاي خطي گسترش مدل. ايم رافسون پرداخته-نيوتن سازي  بهينهها و روش اسپلاين-Bها،    اسپلاين

بتـدا فـرض   ، ااسـپلاين - لگدر روش. ايم را معرفي كرده اسپلاين براي تابع چگالي     -مدل لگ حالت خاص آن، يعني     
كنيم تابع چگالي جامعه به شكل تبديل لجستيك است و سپس برآورد پارامترهاي مجهول مدل را با استفاده از                     مي

به منظور به دست    . شوند  رافسون محاسبه مي  -نيوتن كه  از روش      آوريم  نمايي ماكزيمم به دست مي      برآوردگر درست 
ي برآوردگرهاي سازگار ضـعيف و قـوي    ها و ارائه اب گام به گام گرهي توابع پايه، از دو روش انتخ آوردن تعداد بهينه 

ها    كردن گره  حذفها و      كردن گره  اضافه به گام از تركيب دو روش         روش گام . كنيم  براي تعداد توابع پايه استفاده مي     
ي برآوردگـر   ائـه در روش ار. انـد  هاي رائو و والد به كار گرفتـه شـده   ها به ترتيب آماره    تشكيل شده است كه در آن     

 بـراي ايـن     گيريم و سـپس برآوردگرهـايي را        سازگار، تعداد توابع پايه را به صورت يك پارامتر مجهول در نظر مي            
 كه بر حسـب نـوع       شود  مياثبات  . آوريم  ليبلر به دست مي   -ي كولبك   با استفاده از يك جانشين براي فاصله      پارامتر  
كنيم، برآوردگرها سازگار ضعيف يا قوي خواهنـد          گرها استفاده مي   كه در به دست آوردن اين برآورد        اطلاعي محك
هـاي    ايم و روش    سازي پرداخته    به شبيه  R آماري   افزار  نرم موجود در    اسپلاين- لگ ي    در انتها با استفاده از بسته     . بود
 .ايم ي توابع پايه را مقايسه كرده شده براي يافتن تعداد بهينه ارائه
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method, we first suppose that the density function of the population can be written in the 
form of the logistic transformation. We estimate the unknown parameters of model by the 
maximum likelihood estimators calculated by the Newton-Raphson method. In order to 
find the optimum number of basis functions, we use two methods which are the stepwise 
knots selection and providing the weakly and strongly consistent estimators for the 
number of basis functions. In the stepwise knots selection method, we use a combination 
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treat the number of basis functions as an unknown parameter and find some estimators 
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 گفتار پيش   
 گفتار پيش

 

 

پيشرفت عظيم در توان . ايم ي آمار بوده هاي گذشته شاهد تغيير باورنكردني در نظريه در دهه

 كه اكنون ابزار ضروري براي  هاي تابعي سازگاري شده ن شيوهمدكامپيوترها، باعث به وجود آ

اي كه جزء بي چون و   گيرانه هاي سخت حال كه آماردانان از فرض. ها است ي داده تحليل پيشرفته

رود كه نه تنها قادر به  اند، از آنان انتظار مي هاي پارامتري كلاسيك هستند، رهايي يافته مدلچراي 

 باشند، بلكه بتوانند شكل تابعي وابستگيِ اين متغيرها را نيز مدلبرگزيدن متغيرهاي مهم در يك 

جديدي بايد بين ي  به ناچار هر شيوهوفيق يافت، براي اين كه بتوان در كاربرد نيز ت. انتخاب كنند

اي،  هاي چندجمله اسپلاين. ير تعداد ابعاد، تعادل برقرار كندي خط پذيري و مسئله انعطاف

در اين ميان يافتن  .آورند ها را به ارمغان مي ي داده فته پذيري مورد نياز براي تحليل پيشر انعطاف

ي آمار نظري و  مباحث، هم در زمينه از پرتقاضاترين ي مورد بحث، يكي برآورد چگالي جامعه

 .هم در مباحث كاربردي است

اسپلاين -نامه، به معرفي يك روش ناپارامتري براي برآورد چگالي، با عنوان لگ در اين پايان

ها و  كند كه عبارتند از اسپلاين اين روش از دو ابزار اساسي در برآورديابي استفاده مي. پردازيم مي

شده در رياضيات  ها كه در اصل يكي از ابزارهاي معرفي اسپلاين. ماكزيممنمايي  ورد درستبرآ

. اند  مهندسي يافتهي علوم ديگر، به خصوص ي در زمينهكاربردي هستند، اينك كاربرد فراوان

هاي فوريه و ديگر توابع پايه در  ها، سري ها، يكي از مفاهيمي هستند كه در كنار موجك اسپلاين
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ها در اين امر، بر همگان واضح   و خواص مطلوب آنگيرند  تقريب توابع مورد استفاده قرار ميكار

شايد بتوان . برد  بهره ميماكزيممنمايي  اسپلاين از مفهوم ديگري به نام برآورد درست-لگ. است

 هايي ترين روش برآورديابي است، زيرا در آمار جزو اولين روش گفت اين روش برآورد، ملموس

هاي بسياري براي يافتن خواص آن  شود و هم چنين بررسي است كه براي برآورد از آن ياد مي

، ويژگي مهم ديگري دارد و آن هم اين كه در ماكزيممنمايي  روش درست. انجام شده است

 به خاطر اين روش،. رود هاي آماري كلاسيك به كار مي اي از آزمون فرضيه ي طيف گسترده ارائه

  و پرطرفدارهاي علوم نيز روشي پركاربرد  حتي در بين ديگر رشتهوس و قابل درك آن،مفهوم ملم

 انجام يافته ماكزيممنمايي   چنان كه تا كنون كارهاي تحقيقي زيادي بر اساس روش درست؛است

اي از اين  ي مورد لزوم، انواع سازگاريافته ها نيز، بر حسب زمينه و حتي در انجام آزمون فرضيه

شده،  اي، برآوردشده، نيمرخ، جريمه نمايي شرطي، حاشيه ، مانند انواع درست استائه شدهروش ار

 سوتوان از يك  استفاده از اين دو ابزار اساسي، مياسپلاين را به خاطر -بنابراين لگ. …تجربي و 

 روشي ملموس و قابل فهم، حتي براي كاربران ديگر يي ديگر، و از سومد سازگار و كارآيروش

 . دانست،ها هرشت

 را هاي ناپارامتري برآورد چگالي ترين روش معروفنامه، مختصري از  در فصل اول اين پايان

هاي عددي به كار رفته در  ها و روش  در فصل دوم، مفاهيم مورد نياز از قبيل اسپلاينبيان و سپس

 در فصل اسپلاين را تعريف و- لگمدلسپس در فصل سوم . اين شيوه را معرفي خواهيم كرد

در پايان و در فصل پنجم، بر اساس . كنيم چهارم دو روش را براي يافتن تعداد توابع پايه ارائه مي

 .پردازيم سازي مي هاي فصول پيشين، به شبيه يافته
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فرصت موجود، مغتنم است تا از استاد راهنماي محترم خود، جناب آقاي دكتر حسينعلي 

و هم ي ايشان، منامه، از مراتب بالاي عل ل انجام اين پاياننيرومند تشكر به عمل آورم، كه در طو

 از استاد مشاور اين كار، جناب همين طور. هاي بسيار بردم  از فضايل والاي اخلاقيشان بهرهچنين

مرا در مراحل مختلف تدوين اين كار، آقاي دكتر حسن دوستي سپاسگزارم، كه با صبوري بسيار، 

  .نمايي كردندراه

اي دكتر مهدي عمادي و جناب آقاي دكتر محمد آرشي براي قبول داوري اين از جناب آق

 .كار، بسيار متشكرم

هاي  كلاسي عزيز خود، خانم حكيمه مربي هروي، به خاطر كمك  از دوست و هم

 . عرض تشكر فراوان دارمنامه سازي اين پايان دريغشان در كار شبيه بي

 

 مهديه عرفانيان
Email: mahdiyeh.erfaniyan@gmail.com 

 



 

 

  
  
  

هاي هاي   ترين روشترين روش   معمول معمولمروري برمروري بر
  ناپارامتري برآورد چگاليناپارامتري برآورد چگالي



  هاي ناپارامتري برآورد تابع چگالي ترين روش    مروري بر معمولفصل اول
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هاي ناپارامتري  ترين روش مروري بر معمول     فصل اول
 برآورد تابع چگالي

 

 

 

      مقدمه1-1
 معمول برآورد چگالي يك متغير تصادفي  ناپارامتريهاي مروري كوتاه بر روشدر اين فصل 

مند  در بعضي موارد، لازم است بيان كنيم كه اصولاً چرا به برآورد چگالي علاقه. يم داشتخواه

يك دليل مهم آن است كه لزوم برآورد چگالي، در عمل آن قدر به حد كافي احساس . هستيم

 بر اين اساس، در ابتدا .اي از تحقيقات آماري به آن اختصاص يافته است شود كه طيف گسترده مي

 مختلف برآورد  ناپارامتريهاي پردازيم و در ادامه، روش ي برآورد چگالي مي  دلايل ارائهبه بيان

 .كنيم چگالي را، به طور كوتاه، معرفي مي

 

      چرا برآورد چگالي؟1-2
اول آن كه، .  استاحتياج برآورد چگالي  بهها توان سه زمينه را بيان كرد كه در آن به طور كليّ، مي

 براي مثال، اگر بدانيم متغيري . مهم باشددارهاي الگو  پديدهبراي شناساييتواند  ميبرآورد چگالي 
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ها كه متناظر با چنين   از دادهمدلهاي بلند دارد، هر  هاي پهن يا قلّه كه تحت مطالعه است دم

دوم آن كه، براي  .هايي توليد كند متغيري باشد، بايد بتواند يك چگالي با چنين ويژگي

لازم  1تحليل مونت كارلوممكن است يك شود، اغلب   كه در يك مطالعه استفاده ميبرآوردگري

هايي مانند  ن ثبت يا آماره آزمو،داد كمي از گشتاورهاي برآوردگربه طور سنّتي، تنها تع. باشد

اما برآوردهاي . شوند  براي ارزيابي انحراف از توزيع نرمال فراهم مي2اسميرنوف-كولموگوروف

تري  كنند و بنابراين راه مطلوب  چگالي تصوير كاملي از توزيع برآوردگر را مهيا ميناپارامتري

 در نهايت آن كه، گاهي اوقات، .رسند كردن خروجي آزمايش مونت كارلو به نظر مي براي خلاصه

ِ  ي دارند كه به يك چگاليهاي پارامتري، توزيع مجانبگره برآوردي موجود آن است ك مسئله

 داراي واريانس Xي  براي مثال، ميانه. ي مشخص بستگي دارد ر يك نقطهشده د محاسبه

1 20.25 (0)n f−  بنابراين هر آماره . استx=0ي  در نقطه X چگالي f(0) است كه در آن −

 .دارد احتياج f(0)آزموني كه شامل ميانه باشد، به برآورد مقدار 

)حال فرض كنيد  )f f x=ي متغير تصادفي  ي تابع چگالي پيوسته دهنده  نشانX در هر 

,1 باشد و xي  نقطه ,nx x… مشاهدات حاصل از fدو روش كلّي براي برآورد .  باشندf پيشنهاد 

 :شده است

 در نظر fي شكل مخصوصي براي هاي پارامتر  روش:برآوردهاي پارامتري)   الف(

 گيرند، مثلاً چگالي نرمال، مي

21 1( ) exp ,
22

xf x μ
σσ π

⎡ ⎤−⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

                                           
1 Monte Carlo analysis 
2 Kolmogorov-Smirnov 
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تواند به صورت زير   ميfبرآورد .  هستندf پارامترهاي 2σ و واريانس μكه در آن ميانگين 

 :نوشته شود

2ˆ1 1ˆ( ) exp ,
ˆ2ˆ 2

xf x μ
σσ π

⎡ ⎤−⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 :شوند ها به صورت زير برآورد مي از داده به راحتي σ و μكه در آن 

1

1ˆ .
n

i
i

px x
n

μ
=

= = 2 و ∑ 2

1

1ˆ ( )
1

n

i
i

x px
n

σ
=

= −
− ∑ 

 قيدن نستدابودن آن به   يكي از نواقص روش پارامتري نيازمند:متريابرآوردهاي ناپار)   ب(

 مستقيماً و بدون در نظر گرفتن شكل آن برآورد f(x)در روش ناپارامتري، .  استfچگالي واقعي 

هاي  ترين روش  است و يكي از قديميهاي برآورد ناپارامتري يكي از روش، نگار بافت. شود مي

اما با وجودي كه . ))1979 (2و اسكات) 1973 (1وان رايزين(رود  برآورد چگالي به شمار مي

ن را بود3 و ناهمواراست، مشكلاتي مانند ناپيوستگي روش مفيدي براي برآورد چگالي نگار تباف

 اين به خاطر. تر بسيار پيچيده است علاوه بر اين، براي استفاده در دو متغير يا بيش. با خود دارد

 f(x) 4ي گذشته، برآوردگرهاي ناپارامتري مختلفي به كمك برآوردهاي هموار نواقص، در سه دهه

 .اند ارائه شده

 

                                           
1 Van Ryzin 
2 Scott 
3 rough 
4 smooth 
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      برآورد ناپارامتري چگالي1-3
ما در اين فصل، به . رد ناپارامتري چگالي وجود نداردفردي براي انجام برآو هيچ روش منحصربه

 .پردازيم معرفي هشت روش برآورد ناپارامتري تابع چگالي مي

 1 موضعينگار بافت     رويكرد 1-3-1
گيرند، كار را با شرايطي  كه بعداً مورد بحث قرار مي چگالي هاي برآورد  برخي تكنيكبراي فهم

فرض كنيد يكي از مقاديري كه اين .  يك متغير تصادفي گسسته استXكنيم كه در آن  آغاز مي

,1 كه ixهاي   از دادهf(x) باشد و هدف ما برآورد xتواند بگيرد،  متغير مي ,i n= .  است…

با توجه به .  استXي   در جامعهx، برآورد نسبت مقادير لزوماً در حالت گسسته، f(x)برآورد 

,1ي  ها داده ,nx x… يك برآورد ساده و معروف، عبارت از نسبت نمونه يعني 

*
1̂( ) /f x n n= است كه در آن *n 1 تعداد, ,nx x…  هاي برابر باxاست . 

 يك متغير تصادفي پيوسته است، يعني احتمال Xگيريم كه در آن  اكنون، حالتي را در نظر مي

برآورد هايي ixگيري از   لازم است با ميانگينf(x) مساوي صفر است و ix با xبرابر بودن 

/ ، مثلاً xشود كه در يك بازه در اطراف  2x h±كه در آن  قرار دارد hعرض بازه است  .

)ˆبنابراين برآوردگر تجربي چگالي يعني  )f xتواند به صورت   مي

1
1 1
ˆ ( ) ( ) ( )

2 2
n

ii

h hf x nh I x x x−

=
= − ≤ ≤ )  كه در آن بيان شود∑+ ) 1I =A اگر 

Aتوانيم بنويسيم به صورت ديگر، مي. صورت برابر صفر است ، و در غير درست باشد 

                                           
1 local histogram approach 
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)1-3-1( ( )

1
1

1

1ˆ ( ) 1 / 2 1 / 2

1 1 / 2 1 / 2 ,

n
i

i
n

i
i

x xf x I
nh h

I
nh

ψ

=

=

−⎛ ⎞= − ≤ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − ≤ ≤

∑

∑
 

)كه در آن  ) /i ix x hψ = −.  

)ˆ توجه كنيد كه )f xي  زاي هر واحد در بازهفراواني نسبي به ا) 1-3-1(  در

( / 2 , / 2)x h x h− آيد برآوردگر  بنابراين به نظر مي.  استxي مياني آن   است كه نقطه+

 در بوده، xي مشاهدات موضعي نسبت به  ي بسازد كه بر پايهنگار بافتكند  تلاش مي) 1-3-1(

كند كه  ، مقداري را كنترل مي h، يعني  عرض بازه. گيري است ي نمونه  مركز بازهxي  آن هر نقطه

 1̂fهم چنين . شوند مي) گيري ميانگين(هموار ) 1-3-1(ها براي توليد برآورد  ي آن، داده به وسيله

 .شود  شناخته مي2»اوليه«، به عنوان برآوردگر آمده) 1951 (1،مانند آن چه در فيكس و هاجز

)ابع وزن واضح است كه تابع نشانگر يا ت )1 / 2 1 / 2iI ψ− < به ) 1-3-1( در >

 باشد، وزن 1/2تر از يا مساوي با   كم،اين فاصلهقدر مطلق اگر . تگي دارد بسx از ixي  فاصله

علاوه بر اين موارد، تابع وزن .  و در غير اين صورت برابر صفر است1برابر 

( )( ) 1 / 2 1 / 2I Iψ ψ= − <  چنان است كه >

 
 
)1-3-2( 

1/2 1/2

1/2 1/2
1/2 1/2

1/2 1/2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 1.

I d I d I d I d

I d d

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ

∞ − ∞

−∞ −∞ −

− −

= + +

= = =

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫

 

 بنابراين

                                           
1 Fix and Hodges 
2 naive 
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)1-3-3( 

1
1

1

1 1 1ˆ ( )
2 2

1 1 1 1,
2 2

n
i

i
n

i i
i

x xf x dx I dx
nh h

I d
n

ψ ψ

∞ ∞

−∞ −∞
=

∞

−∞
=

−⎛ ⎞= − < <⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= − < < =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫ ∫

∑∫
 

يك . و برآورد چگالي به اين دليل مناسب است كه نامنفي و داراي انتگرال برابر با يك است

 روي x كه تواند فرض كند  گرفته شده، زيرا ميxآن است كه انتگرال روي ) 3-3-1(ويژگي 

 .گيرد  مقدار ميXتمام برد 

 

1̂f 1اقتباس صوري     1-3-2 (x) 
)فرض كنيد  ) ( )F x P X x= آن گاه .  باشدXي تابع توزيع احتمال تجمعي  دهنده  نشان≥

 :شود  به صورت زير تعريف ميf(x)تابع چگالي 

 
 
)1-3-4( 

( ) ( )

( )

2 2

0

2 2

0

( ) ( ) lim

lim .

h h

h

h h

h

F x F xdf x F x
dx h

P x X x
h

→

→

+ − −
= =

− < < +
=

 

,1 بر اساس f(x)ي ما برآورد  مسئله ,nx x…يمكنبراي اين منظور، فرض .  است h تابع مثبتي 

n باشد كه با nاز  )كند، و   به صفر ميل مي∞→ )2 2
h hP x X x− < < ي   به وسيله را+

,1نسبت مشاهدات  ,nx x…ي  ر بازه كه د( )2 2,h hx x− . كنيم گيرند، برآورد مي  قرار مي+

 :به صورت زير است) 4-3-1( در f(x)ي  بنابراين يك برآورد بديهي و ساده

                                           
1 formal derivation 
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)1-3-5( 

( )2 1 2 2

1

1

1ˆ ( ) #( ) ,

1 # ( 1 / 2,1 / 2)

ˆ ( ),

h h
n

n

f x x x x x
nh

x x x x
nh h h

f x

⎡ ⎤= ∈ − +⎣ ⎦

− −⎡ ⎤⎛ ⎞= ∈ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

=

…

… 

)# كه در آن است) 1-3-1(مانند  كه  )Aداد عناصر موجود در تع«ي عملگر  دهنده  نشان

A «معرفي كردند) 1951(لّين بار فيكس و هاجز  را او) 5-3-1(شده در   برآوردگر داده.است. 

 

 1پارزن-ي روزنبلات      برآوردگر هسته1-3-3
 را ، اين ويژگيآيد به دست مي) 1-3-1(شده در  برآوردگر چگالي كه توسط تابع نشانگر معرفي

)1̂هم چنين .  انتگرالش برابر يك است، اما نقصي هم دارد كه ناهمواربودنش استكهدارد  )f x 

/هايي در نقاط   پرشويك تابع پيوسته نيست،  2ix h±با مشتقات صفر در ساير نقاط دارد  .

هاي هموارتر را ترجيح  اي از وزن  مجموعهما  شايدودهد،  اي مي اين امر به برآوردها، ماهيتي پله

 كه در شرط زير Kي مثبت  اين مسئله را با جايگذاري يك تابع هسته) 1956(روزنبلات . دهيم

 :كند، حل كرد ميصدق 

)1-3-6( ( ) 1.K dψ ψ
∞

−∞
=∫ 

 :برآورد كليِّ وي به صورت زير است

                                           
1 Rosenblatt-Parzen kernel estimator 
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)1-3-7( 3
1 1

1 1ˆ ˆ( ) ( ) ( ),
n n

i
i

i i

x xf x f x K K
nh h nh

ψ
= =

−⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ∑ 

)1 آن كه در )i ih x xψ −= هم چنين پارامتر  (1 ، عرض پنجرهhاست و ) 1-3-1( مانند −

n است و با n ي اندازه، تابعي به )شود  نيز ناميده مينوارهموارسازي يا پهناي   به صفر ∞→

 .كند ميل مي

اند از ماهيت تابع نشانگر استنباط تو هايي كه يك هسته بايد دارا باشد مي تعدادي از ويژگي

|اولاً، براي مقادير بزرگ . شود |iψ)  يعني اين كهixي زيادي از   به فاصلهxگيرد  قرار مي (

)بايد  )iK ψهايي در  ههاي بسيار كوچك بايد به چنين داد  كوچك باشد، همين طور وزن

nبه خصوص، چون وقتي . ساخت برآورد چگالي اختصاص يابند 0h آن گاه ∞→ → ، 

ixشود كه براي هر  نتيجه مي x≠ داريم | |iψ ) ، و بنابراين ∞→ ) ( ) 0K K−∞ = ∞ = 

به دستم اين ويژگي، خاصيت صفر تابع نشانگر را دوباره . شود حاصل مي) 6-3-1(ي  ز رابطهكه ا

)، كه در آن قسمت يك با داشتن دهد مي ) 1K dψ ψ
∞

−∞
اين امر منجر . شود  نشان داده مي∫=

شود، هم چنين   طول واحد با يك منحني هموار مي به وxبه جايگذاري يك مربع به مركزيت 

 با محمل كراندار جايگذاري لزوماً به همان مساحت اما نه xتوان آن را با مربعي به مركزيت  يم

  همانها اغلب هاي تابع چگالي هستند، هسته ها همان ويژگي علاوه بر اين، چون اين ويژگي. كرد

 نرمال استاندارد به صورت ي هسته، براي مثال، شوند در نظر گرفته ميتوابع چگالي معروف 

1/2 2( ) (2 ) exp( .5 )K ψ π ψ−= توان به صورت يك   مي رادر اين راستا، تابع نشانگر. است −

)برآوردگر هسته با  )K ] در نظر گرفت كه روي ⋅ 1 / 2,1 / .  داراي چگالي يكنواخت است−[2

                                           
1 band width 


