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سهیلا نام: اطهر خسروی دانشجو: خانوادگͬ نام

ͷکوچ بعد با ایده�آ�ل�هایͬ به نسبت موضعͬ کوهمولوژی مدول�����های بودن هم�متناهͬ عنوان:

پیروی شیرویه دکتر راهنما: استاد
وطن�دوست ابراهیم دکتر مشاور: استاد

جبر گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

ریاضͬ علوم دانشͺده خمینͬ امام المللͬ بین دانشͽاه:
٩٩ صفحات: تعداد ١٣٩١ فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

ایده�آل�های کوهمولوژی�موضعͬ، مدول�های مینیماکس، مدول�های هم�متناهͬ، مدول�های کلیدی: واژگان
ضعیف لسͺرین مدول�های لسͺرین، مدول�های وابسته، اول

چͺیده
متناهͬ�مولد و ناصفر R-مدول ͷی M و R از ایده�آلͬ I نوتری، جابجایͬ، حلقه R کنید فرض

.dimSuppH i
I(M) ⩽ ١ ،i < t هر برای که طوری به دهید قرار نامنفͬ صحیح عدد را t باشد.

و هستند -هم�متناهͬ I R-مدول�های ،Ho
I (M),H١

I (M), · · · ,Ht−١
I (M) که مͬ�دهیم نشان

باشد ͷی I بعد اگر که مͬ�گیریم نتیجه است. متناهͬ�مولد R-مدول ͷی HomR (R/I,Ht
I(M))

نشان همچنین است. -هم�متناهͬ �I R-مدول ͷی H i
I(M) ،i ⩾ o هر برای آن�گاه ،(dimR/I = ١)

و i < t هر برای آن�گاه ، dimSuppH i
I(M) ⩽ ٢ ،i < t هر برای و باشد موضعͬ R اگر مͬ�دهیم

در هستند. ضعیف لسͺرین R-مدول�های ،HomR (R/I,Ht
I(M) و ExtjR (R/I,H i

I(M)) ،j ⩾ o

به وابسته اول ایده�آل�های مجموعه آن�گاه ،dimR/I ⩽ ٢ ،i ⩾ o هر برای اگر مͬ�کنیم ثابت نهایت
است. متناهͬ H i

I(M) مدول
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೯دایا...
دوختن؟! دیͽری به چشم و داشتن را تو رضایت توان خواستن؟! دیͽر نعمتͬ و دیدن تو روی توان

را قلب این لایق، عبادتت برای را تن این کنͬ، انتخاب رویت دیدن برای مرا که مͬ�خواهم تو از

گردان، واصل قربت؛ مقام به را جان این و شایق، دیدنت برای را چشم این عاشق، شیداییت برای

در و مͬ�افتد خدا یاد به بیش�تر سختͬ�ها در که ضعیفͬ آدم هر مثل باشم. واصل ͷی مͬ�خواهم

صبحͬ صراحت و روشنͬ به را خدا است، کسͬ هر کس تنها خدا، که مͬ�فهمد بیش�تر بͬ�کسͬ

حمایت و لطیف دست�های مͬ�بینم، مͬ�کنم، حس مͬ�کند، طلوع منتظرم چشم�های برابر در دارد که

بͬ�ارج و حقیر بنده این به که مهر و لطف همه این از و مͬ�کنم لمس شانه�هایم روی بر را گرش

خجلتم. و هیجان غرق است، داشته ارزانͬ

پناه تو به اندوه و غم با رنجهایم همه از مͬ�گذرد، سختͬ به برایم زمان که چندیست ! لطیفا

که بس همین مرا دارم. را تو که غم چه رنج از مرا مͬ�برم، پناه تو به وجود تمام با حال و بردم

هم به را گریه و خنده که بود لحظاتͬ ! مهربانم یابم. را تو بندگͬ و تو همنشینͬ و تو یاد توفیق

قدمهایم از توان رنج و بود انداخته ͹چن وجودم بر تنهایͬ که لحظاتͬ گریستم! پیوستم...خندان

هیچ و نمͬ�یافتم را پناهͬ هیچ که لحظاتͬ دادم! ادامه و برخاستم یادت با خوردم، زمین مͬ�گرفت،

کردم یادت سرشار را ذهنم و مهرت مملو را دلم که لحظاتͬ بردم! پناه تو به خدایا نبود، همراهͬ

یافتم... آرامش زمان آن و

اساتید به اصالت، ما جوانان به ایمان، ما روشنفͺران به و مسئولیت، ما علمای به ! خداوندا

به گستاخͬ، ما کاران محافظه به دین، ما دینداران به و عقیده نیز ما دانشجویان به و عقیده ما

ما مردم به و انصاف ما خودبینان به علͬ(ع)، ما شیعیان به حیات، ما مردگان به و تͺان ما راکدین

ببخش. عزت و نجات ͬͽشایست و فداکاری استعداد و تصمیم همت، ما ملت همه به و گاهͬ خودآ



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

شیرویه دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه پیروی،

پایان�نامه این مشاوره� و مطالعه زحمت که وطن�دوست، ابراهیم دکتر آقای جناب از نمͬ�رسید. انجام

عهده بر را پایان�نامه این داوری که اخوی�زادگان، محمد دکتر آقای جناب از و فرمودند تقبل را

دارم. را امتنان کمال گرفتند

خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در

گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم همسر از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودش، امیدبخش

඼ෙ੖رویاඥࣺیلاੀ४
۱۳۹۱



مطالب فهرست

۵ زمینه پیش ١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه تعاریف و مفاهیم ١.١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وابسته اول ایده�آل�های ٢.١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چسبیده اول ایده�آل�های ٣.١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باس اعداد ۴.١
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کمال ۵.١

٢٨ موضعͬ کوهمولوژی مدول�های ٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعͬ کوهمولوژی مدول�های ١.٢
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعͬ کوهمولوژی مدول�های بودن هم�متناهͬ ٢.٢

۴۶ ͷکوچ بعد با ایده�آل�هایͬ به نسبت موضعͬ کوهمولوژی مدول�های بودن هم�متناهͬ ٣
۴٧ . . ͷکوچ بعد با ایده�آل�هایͬ به نسبت موضعͬ کوهمولوژی مدول�های بودن هم�متناهͬ ١.٣
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . موضعͬ کوهمولوژی مدول�های به وابسته اول ایده��آل�های ٢.٣

٧٨ مراجع

٨٣ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

٨٩ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

ج



چͺیده

و ناصفر R-مدول ͷی M ،R از ایده�آلͬ I نوتری، جابجایͬ، حلقه�ی ͷی R کنید فرض

.dimSuppH i
I(M) ⩽ ١ ،i < t هر برای که باشد نامنفͬ صحیح عدد ͷی t باشد. متناهͬ�مولد

HomR (R/I,H t
I(M)) و است I-هم�متناهͬ HیRͷ-مدول i

I(M) ،i < t هر برای مͬ�دهیم نشان

برای آن�گاه ،(dimR/I = ١) باشد ͷی I بعد اگر مͬ�گیریم نتیجه است. متناهͬ�مولد یRͷ-مدول

باشد موضعͬ R اگر مͬ�دهیم نشان همچنین است. �I-هم�متناهͬ یRͷ-مدول H i
I(M) ،i ⩾ o هر

ExtjR (R/I,H i
I(M)) ،j ⩾ o و i < t هر برای آن�گاه ،dimSuppH i

I(M) ⩽ ٢ ،i < t هر برای و

برای اگر مͬ�کنیم ثابت نهایت در ضعیفهستند. لسͺرین R-مدول�های ،HomR (R/I,H t
I(M) و

است. Hمتناهͬ i
I(M) مدول به وابسته اول ایده�آل�های مجموعه�ی آن�گاه ،dimR/I ⩽ ٢ ،i ⩾ o هر

١



مقدمه

مقاله از برگرفته پایان�نامه این

K. Bahmanpour, R. Naghipour, Cofiniteness of local cohomology modules for

ideals of small dimension, J. Algebra 321 (2009) 1997 - 2011.

است.

بعد با ایده�آل�هایͬ به نسبت موضعͬ کوهمولوژی مدول�های بودن هم�متناهͬ پایان�نامه، این موضوع

هم�متناهͬ و موضعͬ کوهمولوژی مدول�های زمینه، پیش عناوین، با فصل، سه در که است ͷکوچ

مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد ͷکوچ بعد با ایده�آل�هایͬ به نسبت موضعͬ کوهمولوژی مدول�های بودن

است. شده فرض R از ایده�آلͬ I و یͺه عنصر با نوتری جابجایͬ، حلقه�ی ͷی R پایان�نامه این در

است. شده گرفته نظر در نامنفͬ صحیح عدد t همچنین

،M متناهͬ�مولد R-مدول هر و R حلقه�ی از I ایده�آل هر برای که است زده حدس ١ ͷگروتندی

نقضͬ مثال ارائه با هارتشورن٢ بعد کمͬ اما است. متناهͬ�مولد HomR (R/I,H i
I(M)) مدول

را زیر سوال و نیست درست موضعͬ کوهمولوژی مدول�های همه�ی برای حدس این که داد نشان

کرد: مطرح

I ،H i
I(M) مدول�های M متناهͬ�مولد R-مدول هر برای I ایده��آل و R روی شرایطͬ چه تحت

هستند؟ -هم�متناهͬ

Grothendieck١
Hartshorne٢

٢



حلقه�ی ͷی R اگر که دادند نشان ٣ چیریاسیسͺو آن از پس و هارتشورن، سوال، این به توجه با

R-مدول هر برای آن�گاه ،dimR/I = ١ که باشد R از اول ایده�آل ͷی I و کامل موضعͬ منظم

است. I-هم�متناهͬ R-مدول ͷی H i
I(M) ،M متناهͬ�مولد

و R از ایده�آلͬ I گرنشتاین، و موضعͬ کامل، حلقه�ی ͷی R اگر که کردند ثابت ۴ کوه و هونیͺه

آن�گاه ،SuppN ⊆ V (I) و dimR/I = ١ که طوری به باشند متناهͬ�مولد R-مدول دو N،M

است. متناهͬ�مولد ExtjR (N,H i
I(M)) مدول i, j هر برای

ثابت اصلͬ حلقه�ی تغییر و طیفͬ دنباله�های از استفاده با ۶ یاشیدا و ۵ مارلͬ و دلفینو نهایت در

I ایده�آل با R موضعͬ و نوتری جابجایͬ، حلقه�ی روی متناهͬ�مولد مدول ͷی M اگر که کردند

،H i
I(M) موضعͬ کوهمولوژی مدول�های i هر برای آن�گاه ،dimR/I = ١ که طوری به باشد

هستند. I-هم�متناهͬ

و پایه مفاهیم اول بخش در است. بخش پنج شامل پیش�زمینه عنوان با پایان�نامه این فصل نخستین

اثبات بدون هستند نیاز مورد اصلͬ قضایای اثبات برای که را لم�هایͬ و قضایا همچنین و مقدماتͬ

و تعریف را چسبیده اول ایده�آل�های سوم بخش در و وابسته اول ایده�آل�های دوم بخش در مͬ�آوریم.

تعریف به مدول ͷی انژکتیو پوش معرفͬ با چهارم بخش در مͬ�کنیم. بیان را آن به مربوط قضایای

است. کمال مورد در آخر بخش مͬ�پردازیم. آن به مربوط قضایای و باس اعداد

برای مͬ�کنیم. شروع موضعͬ کوهمولوژی مدول�های به مربوط قضایای و تعریف با را دوم فصل

صورت به I ایده�آل به نسبت M موضعͬ مدول کوهمولوژی i-امین ،M R-مدول هر

Chiriacescu٣
Huneke and Koh ۴

Delfino and Marley۵
Yoshida۶

٣



H i
I(M) = lim

−→
n⩾١

ExtiR(R/I
n,M)

مͬ�شود. تعریف

I-هم�متناهͬ R-مدول ͷی M مͬ�کنیم. بررسͬ را I-هم�متناهͬ مدول�های نظریه دوم، بخش در

باشد. متناهͬ�مولد ExtiR (R/I,M) مدول i هر برای و SuppM ⊆ V (I) هرگاه مͬ�شود، نامیده

مدول�های تعریف اول شرط که جا آن از مͬ�کنیم. معرفͬ را مینیماکس مدول�های خانواده�ی سپس

توجه مورد آن�ها بودن I-هم�متناهͬ است، برقرار موضعͬ کوهمولوژی مدول�های برای I-هم�متناهͬ

که: مͬ�شود مطرح سوال این تعریف این دنبال به مͬ�گیرد. قرار

هستند؟ I-هم�متناهͬ موضعͬ کوهمولوژی مدول�های شرایطͬ چه تحت

I-هم�متناهͬ ،H i
I(M) مدول�های آن تحت که مͬ�پردازیم شرایطͬ بررسͬ به بخش این آخر در

مͬ�شوند.

به نسبت کوهمولوژی مدول�های بودن هم�متناهͬ اول بخش است. بخش دو شامل سوم فصل

تعریف را ضعیف لسͺرین و لسͺرین مدول�های ابتدا دوم بخش در است. ͷکوچ بعد با ایده�آل�هایͬ

به وابسته اول ایده�آل�های مجموعه هرگاه مͬ�شود، نامیده ضعیف لسͺرین مدول ͷی N مͬ�کنیم.

کوهمولوژی مدول�های به وابسته اول ایده�آل�های سپس باشد. متناهͬ آن خارج�قسمت مدول هر

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را موضعͬ

۴



١ فصل

زمینه پیش

بخش پنج به را فصل این مͬ�کنیم. بیان را نیاز مورد مقدماتͬ قضایای و تعاریف فصل این در

وابسته اول ایده�آل�های شامل دوم بخش اولیه، تعاریف و مفاهیم شامل اول بخش مͬ�کنیم. تقسیم

و باس اعداد چهارم بخش در مͬ�کند، بحث چسبیده اول ایده�آل�های مورد در سوم بخش است.

مͬ�پردازیم. کمال تعریف به آخر بخش در و مͬ�کنیم بیان را آن به مربوط قضایای

اولیه تعاریف و مفاهیم ١.١

را R حلقه�ی اول ایده�آل�های مجموعه�ی است. یͺدار و جابجایͬ حلقه�ی ͷی R بخش این در

نشان MaxR نماد با را R حلقه�ی ماکسیمال ایده�آل�های مجموعه�ی و مͬ�دهیم نشان SpecR با

نماد با و مͬ�نامیم R ژاکبسون رادیͺال را R حلقه�ی ماکسیمال ایده�آل�های تمام اشتراک مͬ�دهیم.

مͬ�دهیم. نشان J(R)

به را a :R b خارج�قسمت ایده�آل باشند. R حلقه�ی از ایده�آل دو b و a کنید فرض .١.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت

a :R b = {x ∈ R : xb ⊆ a}.



۶ زمینه پیش .١

از r عضو مͬ�دهیم. نشان AnnR(b) نماد با و مͬ�نامیم b پوچ�ساز را o :R b خارج�قسمت ایده�آل

تمام مجموعه .rs = o که باشد موجود R در s ̸= o هرگاه نامیم، صفر مقسوم�علیه را R حلقه�ی

مͬ�دهیم. نشان Z(R) نماد با را R صفر مقسوم�علیه�های

اگر a, b ∈ R هر برای هرگاه نامیم، صحیح حوزه�ی را R یͺدار و جابجایͬ حلقه�ی .٢.١.١ تعریف

است. نا�صفر صفر مقسوم�علیه فاقد R یعنͬ .b = o یا a = o آن�گاه ،ab = o

ایده�آل آن�گاه باشد، R حلقه�ی از عضوی ͷت مجموعه�ی زیر ͷی X = {x} اگر .٣.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان < x > نماد با و مͬ�نامیم اصلͬ ایده�آل ͷی را X مجموعه�ی توسط شده تولید

آن�گاه باشد، یͺدار و جابجایͬ حلقه�ای R اگر

< x >= {ax| a ∈ R}.

آن�گاه نباشد، یͺدار اگر و

< x >= {rx+ nx| r ∈ R, n ∈ Z}.

مͬ�نامند. اصلͬ) ایده�آل (حوزه�ی PID را اصلͬ ایده�آل�های با صحیح حوزه�ی هر .۴.١.١ تعریف

گوییم، (ͷشری) وابسته عضو دو را a, b ∈ D باشد صحیح حوزه�ی ͷی D اگر .۵.١.١ تعریف

.a = ub که طوری به باشد داشته وجود u ∈ D وارون�پذیر عضو هرگاه

گوییم، تحویل�ناپذیر D در را p .p ∈ D و باشد صحیح حوزه�ی ͷی D فرضکنید .۶.١.١ تعریف

هرگاه

نباشد، وارون�پذیر p و p ̸= o (i

باشد. وارون�پذیر عضو ͷی b یا a آن�گاه شود، نوشته a, b ∈ D با p = ab به�صورت p هرگاه (ii
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هر برای هرگاه مͬ�نامیم، یͺتا) تجزیه (حوزه�ی UFD ͷی را D صحیح حوزه�ی .٧.١.١ تعریف

باشیم: داشته D در a مانند وارون�ناپذیر و نا�صفر عضو

شود. تجزیه D در تحویل�ناپذیر عامل متناهͬ تعداد ضرب حاصل شͺل به a (i

�qiها ترتیب تغییر با و r = s آن�گاه باشد، a از تجزیه دو a = p١p٢ · · · pr = q١q٢ · · · qs اگر (ii

باشند. وابسته qi و pi ،i هر ازای به لزوم صورت در

مͬ�نامیم I واریته�ی را {p ∈ SpecR : p ⊇ I} مجموعه�ی R از I ایده�آل هر برای .٨.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان V (I) نماد با و

{x ∈ R : xn ∈ I, ∃ n ∈ N} مجموعه�ی را I رادیͺال R از I ایده�آل هر برای .٩.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان
√
I نماد با و مͬ�کنیم تعریف

صورت این در باشد. R جابجایͬ حلقه�ی از ایده�آل ͷی I کنید فرض .١٠.١.١ لم
√
I =

∩
p∈V (I)

p.

نمایید. مراجعه [٣٧] از ۴٨.٣ لم به اثبات برای برهان.

R-مدول ͷی M و J(R) در مشمول R از ایده�آلͬ I کنید فرض ناکایاما) (لم .١١.١.١ قضیه

.M = o آن�گاه IM =M اگر صورت این در باشد. متناهͬ�مولد

نمایید. مراجعه [١] از ۶.٢ گزاره��ی به اثبات برای برهان.

نشان ZR(M) نماد با را M R-مدول صفر مقسوم�علیه�های تمام مجموعه�ی .١٢.١.١ تعریف

و مͬ�دهیم
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ZR(M) = {r ∈ R : ∃ o ̸= m ∈M, rm = o}.

خارج�قسمتͬ ایده�آل صورت این در Mباشند. از زیر�مدول دو N ،L و MیRͷ-مدول فرضکنید

صورت به را N :R L

N :R L = {r ∈ R : rL ⊆ N}

AnnR(L) نماد با و مͬ�نامیم L پوچ�ساز را حاصل ایده�آل ،N = o فرض با مͬ�کنیم. تعریف

مͬ�دهیم. نشان

ͷی S = R\p صورت این در .p ∈ Spec(R) و R-مدول ͷی M کنید فرض .١٣.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان Mp نماد با را S−١M حالت این در است. R از ضربͬ بسته�ی زیر�مجموعه�ی

SuppR(M) نماد با را R در M محمل باشد. R-مدول ͷی M کنید فرض .١۴.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به و مͬ�دهیم نشان

SuppR(M) = {p ∈ SpecR : Mp ̸= ◦}.

آن�گاه باشد، متناهͬ�مولد R-مدول ͷی M اگر

SuppR(M) = V (Ann(M)) = {p ∈ SpecR : ∃ o ̸= m ∈M, Ann(m) ⊆ p}.

مͬ�کنیم. استفاده Supp(M) از باشد مشخص حلقه که صورتͬ در

سوپریمم با است برابر و مͬ�شود داده نشان dim(M) صورت به M مدول بعد .١۵.١.١ تعریف

طول n که Supp(M) در po ⊂ p1 ⊂ ... ⊂ pn صورت به اول ایده�آل�های از اکید زنجیرهای طول

بر بنا M = o اگر و dim(M) = ∞ باشد نداشته وجود سوپریمم که صورتͬ در است. زنجیر

.dim(M) = −١ مͬ�نویسیم قرارداد
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R-مدول�ها از کوتاه دقیق دنباله��ی o −→ L −→ M −→ N −→ o کنید فرض .١۶.١.١ قضیه

L اگر تنها و اگر است ( آرتینͬ ) نوتری MیRͷ-مدول صورت این در باشد. R-هم�ریختͬ�ها و

باشند. ( آرتینͬ ) نوتری N و

نمایید. مراجعه [٣٧] از ١٩.٧ نتیجه�ی به برهان.

باشد، ( آرتینͬ ) نوتری حلقه�ای R اگر باشد. جابجایͬ حلقه�ای R کنید فرض .١٧.١.١ قضیه

است. ( آرتینͬ ) نوتری متناهͬ�مولد، R-مدول هر آن�گاه

نمایید. مراجعه [٣٧] از ٢٢.٧ نتیجه�ی به برهان.

ازای به هرگاه نامیم، ١ انژکتیو را E R-مدول باشد. یRͷ-مدول E کنید فرض .١٨.١.١ تعریف

مانند نمودار هر

o // A //

��

B

E

طوری به یافت را B −→ E R-هم�ریختͬ بتوان دقیق، سطر با R-هم�ریختͬ�ها و R-مدول�ها از

.ABE = AE که

دنباله�ی باشد. R-مدول ͷی M کنید فرض .١٩.١.١ تعریف

o −→M −→ Eo −→ E١ −→ ... −→ En −→ ...

باشد دقیق دنباله�ی ͷی هر�گاه Mاست، برای ٢ انژکتیو تحلیل ͷی R-هم�ریختͬ�ها و R-مدول�ها از

باشند. انژکتیو Eiها همه و
Injective١

Injective resolution ٢
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به هرگاه نامیم، ٣ تصویری را P R-مدول باشد. R-مدول ͷی P کنید فرض .٢٠.١.١ تعریف

نمودار هر ازای

P

��
M // N // o

طوری به یافت را P −→ M R-هم�ریختͬ بتوان دقیق، سطر با R-هم�ریختͬ�ها و R-مدول�ها از

.PMN = PN که

دنباله�ی باشد، R-مدول ͷی M کنید فرض .٢١.١.١ تعریف

PM : · · · −→ pn
dn−→ pn−١

dn−١−→ · · · −→ p١
d١−→ po

α−→M −→ o

باشند. تصویری ها pi همه�ی و دقیق فوق دنباله�ی هرگاه است، M برای تصویری تحلیل ͷی

و باشند R-مدول دو N و M کنید فرض .٢٢.١.١ تعریف

o −→ N −→ Eo −→ E١ −→ ... −→ En −→ ...

فوق دقیق دنباله�ی روی HomR(M,−) همورد تابعͽون اثر از باشد N برای انژکتیو تحلیل ͷی

همبافت

o −→ Hom(M,Eo) −→ Hom(M,E١) −→ ... −→ Hom(M,En) −→ ...

مͬ�دهیم. نشان ExtnR(M,N) نماد با را همبافت این مدول همولوژی n−امین مͬ�شود. حاصل

آن روی HomR(−, N) پادورد �تابعͽون اثر و M برای تصویری تحلیل ͷی انتخاب با همچنین

است. ی�ͷریخت ExtnR(M,N) با حاصل همبافت مدول همولوژی n−امین که داد نشان مͬ�توان

است. هم�ارز HomR(M,N) با طبیعͬ طور به ExtoR(M,N) همچنین
Projective٣
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.٢٣.١.١ قضیه

،i ⩾ ١ هر برای و N R-مدول هر برای آن�گاه باشد، تصویری R-مدول ͷی M اگر (i

.ExtiR(M,N) = o

،i ⩾ ١ هر برای و M R-مدول هر برای آن�گاه باشد، انژکتیو R-مدول ͷی N اگر (ii

.ExtiR(M,N) = o

نمایید. مراجعه [١٨] از ٧.٧ قضیه�ی به اثبات برای برهان.

ExtiR(M,N) ،i ⩾ o هر برای آن�گاه باشند، متناهͬ�مولد R-مدول دو N Mو اگر .٢۴.١.١ قضیه

است. متناهͬ�مولد

نمایید. مراجعه [٣۵] از ٢١.٩ به اثبات برای برهان.

ͷی N و متناهͬ�مولد MیRͷ-مدول ،R نوتری حلقه�ی از ایده�آلͬ I کنید فرض .٢۵.١.١ گزاره

i ⩽ p هر برای اگر باشد. ثابت و دل�خواه صحیح عدد p ⩾ o کنید فرض باشد. دل�خواه R-مدول

با L متناهͬ�مولد R-مدول هر و i ⩽ p هر برای آن�گاه باشد، متناهͬ��مولد ExtiR (M,N) مدول

است. متناهͬ�مولد ExtiR (L,N) مدول SuppL ⊆ SuppM

نمایید. مراجعه [١١] از ١ گزاره��ی به اثبات برای برهان.

صورت این در باشد. R-مدول ͷیN و R نوتری حلقه�ی از ایده�آلͬ I فرضکنید .٢۶.١.١ نتیجه

هم�ارزند: زیر عبارات

است؛ متناهͬ�مولد ExtiR (R/I,N) مدول i ⩾ o هر برای (١)
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است؛ متناهͬ�مولد ExtiR (R/J,N) مدول J ⊇ I ایده�آل هر و i ⩾ o هر برای (٢)

است. متناهͬ�مولد ExtiR (R/p, N) مدول I روی p مینیمال اول ایده�آل هر و i ⩾ o هر برای (٣)

(٣) است کافͬ است. واضح ٢۵.١.١ گزاره��ی به توجه با (٣) به (٢) و (٢) به (١) اثبات برهان.

و باشند I مینیمال اول ایده�آل�های p١, ..., pn کنید فرض دهیم. نشان را (١) به

M = R/p١ ⊕ ...⊕R/pn.

،SuppR/I = SuppM چون است. متناهͬ�مولد ExtiR (M,N) مدول i هر برای صورت این در

است. متناهͬ�مولد R-مدول ͷی ExtiR (R/I,N) که مͬ�شود نتیجه ٢۵.١.١ گزاره از پس

عناصری xn،...،x١ و باشد متناهͬ�مولد و ناصفر R-مدول ͷی M کنید فرض .٢٧.١.١ تعریف

هرگاه نامیم، منظم M-رشته ͷی را x١, · · · , xn باشند. R از

M\
∑i−١

j=١ xjM روی xi عنصر i = ٢, · · · , n هر برای و نباشد صفر Mمقسوم�علیه روی x١ (١)

نباشد. صفر مقسوم�علیه

.M ̸=
∑n

j=١ xjM (٢)

مͬ�نامیم M در I درجه�ی را عدد این است، ثابتͬ مقدار I ایده�آل در ماکزیمال M-رشته�های طول

مͬ��دهیم. نشان gradeM(I) با و

gradeM(m)حالت این در مͬ�گیرد، mقرار در M-رشته هر آن�گاه باشد، موضعͬ حلقه�ای (R,m) اگر

است. موجود M-رشته بلندترین طول که مͬ�دهیم، نشان depthM با را

و دل�خواه ایده�آل ͷی I و R از اول ایده�آل ͷی p نوتری، حلقه�ای R کنید فرض .٢٨.١.١ تعریف

باشد. R از واقعͬ
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از اکید زنجیرهای طول سوپریمم را آن و مͬ�دهیم نشان ht(p) با را p اول ایده�آل ۴ ارتفاع (i

∞ را آن نباشد موجود سوپریمم اگر و مͬ�کنیم تعریف مͬ�شوند، ختم p به که اول ایده�آل�های

مͬ�گیریم. نظر در

اول ایده�آل�های بین ارتفاع کوچͺترین را آن و مͬ�دهیم نشان ht(I) با را I ایده�آل ارتفاع (ii

مͬ�کنیم. تعریف I مینیمال

،R از I واقعͬ ایده�آل هر برای هرگاه نامیم، ۵ کوهن-مͺالͬ را R نوتری حلقه�ی .٢٩.١.١ تعریف

.ht(I) = grade(I)

.k = R/m و باشد n بعد با موضعͬ و نوتری حلقه�ای (R,m) کنید فرض .٣٠.١.١ تعریف

.ExtnR(k,R)
∼= k و باشد کوهن-مͺالͬ R هرگاه نامیم، ۶ گرنشتاین حلقه ͷی را R (الف)

.dimR = dimkm/m
2 هرگاه نامیم، منظم را R (ب)

حلقه�ای R صورت این در باشد. منظم و موضعͬ نوتری، حلقه�ی (R,m) کنید فرض .٣١.١.١ لم

است. کوهن-مͺالͬ نتیجه در و گرنشتاین

نمایید. مراجعه [٨] از ٢٠.١.٣ قضیه�ی به اثبات برای برهان.

وابسته اول ایده�آل�های ٢.١

باشد R از واقعͬ ایده�آل ͷی Q هرگاه مͬ�شود، نامیده اولیه R حلقه�ی در Q ایده�آل .١.٢.١ تعریف

به .n مثبت صحیح عدد ͷی ازای به yn ∈ Q یا x ∈ Q آن�گاه ،xy ∈ Q اگر x, y ∈ R هر برای و

هر�گاه است، اولیه Q دیͽر عبارت
Height۴

Cohen-Macaulay۵
Gorenstein۶
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xy ∈ Q =⇒ x ∈ Q یا y ∈ √Q.

نیست. درست آن عͺس ولͬ است اولیه ایده�آل ͷی اول ایده�آل هر نتیجه در

آن در که باشد I مینیمال و اولیه تجزیه I = ∩ni=١ qi و R از ایده�آلͬ I کنید فرض .٢.٢.١ تعریف

I توسط بفردی منحصر طور به {p1, ..., pn} اول ایده�آل�های صورت این در .√qi = pi ،i هر برای

مͬ�دهیم. نشان ass(I) با را آن و مͬ�نامیم I به وابسته ایده��آل��های را ایده�آل��ها این مͬ�شود. تعیین

M به وابسته اول ایده�آل را R از p اول ایده�آل باشد، R-مدول ͷی M کنید فرض .٣.٢.١ تعریف

.p = AnnR(m) که باشد موجود ◦ ̸= m ∈M هرگاه مͬ�نامیم،

نماد با را M به وابسته اول ایده�آل�های مجموعه�ی باشد، R-مدول ͷی M اگر .۴.٢.١ تعریف

بنابراین مͬ�دهیم. نشان AssR(M)

AssR(M) = {p ∈ SpecR : ∃ o ̸= m ∈M, Ann(m) = p}.

مͬ�کنیم. استفاده Ass(M) از باشد مشخص حلقه که صورتͬ در

مجموعه�ی را {p ∈ AssRL : dimR/p = dimL} ،L R-مدول هر برای .۵.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان mAssRL یا AsshRL نماد با را آن و مͬ�نامیم AssRL مینیمال اول ایده�آل�های

.M ∼= M ′ که طوری به باشند R-مدول دو M ′ و M و حلقه ͷی R کنید فرض .۶.٢.١ قضیه

.Ass(M) = Ass(M ′) داریم صورت این در

نمایید. مراجعه [٣٧] از ١٨٠ صفحه به اثبات برای برهان.

زیر�مدولͬ M صورت این در .p ∈ Ass(M) و باشد R-مدول ͷی M کنید فرض .٧.٢.١ قضیه

.HomR(R/p,M) ̸= o نتیجه در .R/p ∼= N که دارد N مانند


